Uniwersytet Wroctawski, Instytut Matematyczny
Kolokwium nr 1

imie i nazwisko:

Kolokwium sklada sie z 11 stron oraz 4 zadan. Na drugiej stronie znajduje sie spis waz-
niejszych rozkladéw. Dwie ostatnie strony stanowia brudnopis. Na rozwiazanie wszyst-
kich zadan jest 100 minut. Zacznij od spokojnego (!) przeczytania treSci wszystkich zadan
i zacznij od najtatwiejszego. Powodzenia!
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1. Zalézmy, ze mamy n + 1 ponumerowanych urn. W k-tej urnie znajduje sie k kul bia-
tych oraz n — k kul czarnych (k = 0,1, ...,n). Losujemy urne (z jednakowym praw-
dopodobieristwem), a nastepnie z tej urny kolejno, bez zwracania, 2 kule. Niech By
oznacza zdarzenie losowe polegajace na wyciagnieciu biatej kuli w pierwszym loso-
waniu, B, — zdarzenie polegajace na wyciagnieciu biatej kuli w drugim losowaniu, za$
Ay zdarzenie polegajace na wylosowaniu urny o numerze k.

(@) (3 p.) Wykaz, ze P[By] = % Wskazowka: Y}k = n(nz—&—l).

Rozwiazanie: Pierwszy etap doSwiadczenia polega na wylosowaniu urny.
Urny sa jednakowo prawdopodobne, wiec P[A;] = ;17 dla k = 0,1,...,n.
Nastepnie P[B;|Ay] = % Korzystajac ze wzoru na prawdopodobieristwo cat-
kowite, otrzymujemy

P[B)] = )" P[Bi|AP[A] = ) £ Lyl
! k=0 ! nn+1l nn+1) = 2
(b) (2 p.) Wyznacz P[Ag|By].
Rozwigzanie: Mamy
P[Ax N B1]  P[By|A]P[Ay] 2k
P[Ak|B1] = = =
AxlB] PP[B] IP[B1] n(n+1)
(c) (5p.) Wyznacz P[B,|B,]. Wskazowka: Y_, k2 = rdl@ntl),
Rozwiazanie: Mamy P[(B1 N By)|Ai] = %% oraz
P[By N By] = i P[(B1 N By) | Ax|P[A] = i kk=1_1
k=0 monn—1n+1

B 1 - 2 .

- on(n—1)(n+1) <k;0k kgok)
1
)

; (n(n + 1)6(2n +1) n(nz—i— 1))

PP[B,NB;]
IP[B4]

Ostatecznie P[B,|B1]| =
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2. Z przedziatu [—1,1] wybrano losowo punkty A i B. Niech funkcja f: R — R bedzie
zadana wzorem
f(x) = (A+1)x*> +2Bx + 1.
(@) (2 p.) Okresl zbiér zdarzen elementarnych i o-cialo jego podzbioréw. Dobierz
odpowiednie prawdopodobienstwo.

Rozwiazanie: Przestrzenia zdarzen elementarnych jest zbior QO = [—1, 1]2,
zatem F = Bor(Q), P[A] = 1) (a).

(b) (3 p.) Oblicz prawdopodobieristwo, ze f(x) > A dla kazdego x € R. Wskazéwka:
napisz warunek na wyréznik pewnego tréjmianu kwadratowego.

Rozwiazanie: Niech A = {(a,b) € Q : Vyerf(x) > a}. Wowczas f(x) > a
dla kazdego x € R, jezelia+1 > 0 oraz wyréznik tréjmianu (a + 1)x? + 2bx +
1 — a jest ujemny, zatem

A = {(ab)cQ:a>—-1A 4> —4(a+1)(1—-a) <0}
{(a,b) €Q:a>—-1 A a®>+ 1> < 1}.

Zbiér A jest wiec wnetrzem kota jednostkowego, stad |A| = 7. Ostatecznie
P(A) = T.

(c) (2 p.) Niech zmienna losowa I bedzie dana przez I = fol f(x) dx. Oblicz E[I].

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze E[A] = E[B] = 1 fil tdt = 0, wiec

E| [ foyax| =E[2+1ipia| =2
s e =B[5 451 =

(d) (3 p.) Oblicz prawdopodobiefistwo warunkowe, Ze suma rozwiazan réwnania
f(x) = 0 jest dodatnia, pod warunkiem, ze réwnanie to ma dwa rézne rozwiaza-
nia. Wskazéwka: zastosuj wzory Viéte’a.

Rozwigzanie: Niech
B={(a,b) € Q: 3y 1nerf(x1) = f(x2) = 0}
oraz

C={(a,b) € Q: Iy xer(f(x1) = f(x2) =0 A x1+x2 > 0)}.

PP[CNB]
IP[B]
wiazania, jesli wyréznik tréjmianu (a + 1)x? + 2bx + 1 jest dodatni, a wiec

B={(a,b) cQ:40* —4(a+1) >0} = {(a,b) € Q:a<b*—1}.

Nalezy wyznaczy¢ P[C|B] = . Réwnanie f(x) = 0 ma dwa rézne roz-
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Natomiast ze wzoréw Viéte’a, suma rozwiazan jest dodatnia, jezeli —% > 0,
tak wiec C = {(a,b) € Q: b < 0}. Zdarzeniu C N B odpowiada zatem potowa
zbioru B, stad |C N B| = 3|B| i ostatecznie P[C|B] = % = 1.
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3. Niech F bedzie ciagla, Scile rosnaca dystrybuanta na R. Przez ® oznaczmy dystry-
buante standardowego rozktadu normalnego A (0, 1).

(@) (3 p.) Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym /[0, 1]. Udo-
wodnij, ze Z = F~!(X) ma rozklad o dystrybuancie F. Wskazéwka: znajdz dys-
trybuante Fz.

Rozwigzanie: Mamy
P[Z <t] =P[X < F(t)] = F(¢),

bo P[X <s] =sdlas € [0,1].

(b) (3 p.) Niech Y bedzie zmienna losowa o ciaglej, éciéle rosnacej dystrybuancie Fy.
Pokaz, ze zmienna losowa S = Fy(Y) ma rozktad jednostajny ¢/ [0, 1]. Wskazowka:
znajdz dystrybuante Fs.

Rozwiazanie:

P[S < ] =P[Y < F,'(#)] = Fy (F;l(t)) ~t.

(¢) (4 p.) Oblicz fol ®~!(x) dx oraz fIRCID(x)e_"z/2 dx. Wskazéwka: wyraz szukane
catki jako wartosci oczekiwane pewnych zmiennych losowych i skorzystaj z wie-
dzy z ¢wiczen.

Rozwigzanie: Mamy

/1 O (x)dx=E [cp—l(u)],
0

gdzie U ma rozklad jednostajny ¢/[0, 1], z podpunktu (a) zmienna ®~!(U) ma
standardowy rozkltad normalny, wiec

1
/ & (x)dx =E [CID_l(U)] =0.
0
Podobnie
/]RQD(Jc)e_xz/2 dx = V27E[®(N)],

gdzie N ma standardowy rozklad normalny, wiec zmienna ®(N) ma rozktad
jednostajny U0, 1], zatem

/ch(x)exz/z dx = V2RE[®(N)] = @

strona 7 z 11



RP R1 Kolokwium nr 1 7 kwietnia 2025

strona 8 z 11



RP R1 Kolokwium nr 1 7 kwietnia 2025

4. Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy Exp(A).

(a) (5 p.) Wykaz, ze Y = /X ma rozklad o gestosci fy(t) = 2Ate’“2]1[0,+00)(t).

Rozwiazanie: Mamy P[X > t] = e~ i stad
PlY > ] =P[X > ] = .

Ostatecznie Fy(t) = P[Y < t] =1 — e~ oraz fy(t) = 2Ate " dla t > 0.

(b) (5p.) Oblicz P[Y?—7Y +12 > 0].

Rozwigzanie: Mamy

P [YZ —7Y 412 > 0} = P[Y ¢[3,4]] =1 P[Y € [3,4]]
— 1 (R - B (3) =14 e 6
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