Lista 9: Niezalezne zmienne

Zadania na éwiczenia: 2025-04-28

Lista zadan w formacie PDF

Zadania do samodzielnego rozwigzania
1. Zalézmy, ze &1, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi Bernoulliego, dla ktérych
P, =1)=p, P&=0=1—p, dlal<k<n.
Wyznacz prawdopodobienistwo warunkowe, ze pierwsza jedynka (,,sukces”) pojawi si¢ w m-tym kroku,
pod warunkiem, ze w ciagu n krokow sukces wystapit dokltadnie raz. Odpowiedz
1/n

2. Zmienne X 1Y sa niezalezne. X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, 1], a Y ma rozklad zadany
przez P[Y = —-1] =1/3, P[Y = 2] = 2/3.

a. Oblicz P[3X < Y.
b. Wyznacz rozklad zmiennej XY. Odpowiedz
a 4/9, b jednostajny na [—1, 2]

3. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne i maja rozklady wykladnicze z parametrami odpowiednio A i u.
Znajdz rozktad zmiennej losowej X + Y. Odpowiedz

Jezeli 1 # A, to jest to rozklad o gestosci pA(e ™" — e )1 4 o0) () /(A — p) Jezeli p = A, to jest to
rozklad o gestosci A2xe 1y o0 (2).

4. Podaj przyklad dwéch zaleznych zmiennych losowych X i Y, dla ktérych X2 i Y2 sa niezalezne.
Odpowiedz

X =Y takie, z2e P[X =1 =P[X = -1] = 1/2.
5. Zalézmy, ze &1, ..., &, sa niezaleznymi i identycznie rozlozonymi zmiennymi losowymi, dla ktérych:
P{ =1} =p, P{{=0}=1-p,
dla pewnego 0 < p < 1. Niech Sy, =& + ... + &, gdzie k < n. Udowodnij, ze dla 1 < m < n zachodzi:
(7)
Odpowiedz

Zauwaznmy, ze Sp — Sy = Em+1 + - .. + &, Wobec tego zmienne S, oraz S,, — S, sa niezalezne i maja
rozktady odpowiednio Bin(m, p) oraz Bin(n — m, p). Mamy wiec

PSm =k, Sp =1 =P[Sm =k, Sp — S =1 — k]
M ke Nm—k [TV ke \n—m—I+k
—(k>p (1-p) (l_k>p (I-p)

Podstawiajac powyzsze wyliczenie do wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymujemy teze.

Zadania na ¢wiczenia
6. Niech X bedzie zmienna losowa posiadajaca warto$¢ oczekiwana. Pokaz, ze dla zdarzenia A o dodatnim
prawdopodobienstwie

E[X|A] = ﬁm (X1.4].



10.

11.

12.

13.

14.

Niech X = (X1,...,X,), gdzie zmienne X1, ..., X, sa niezalezne z gestosciami odpowiednio fi,..., fn.
Pokaz, ze X1,..., X, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektor losowy X ma rozktad o gestosci

f)'(‘(l'th cee ,ﬂfn) = f1($1) : f2($2) te fn(ffn)
Niech Xj,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z parametrem 1.
Znajdz rozklad Y = minj<;<, X;. Czy X,, i Y sa niezalezne?
Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach catkowitych. Pokaz, ze dla kazdej

wartosci k zachodzi
“+o00

PIX+Y =k = Y PX=k—jPY =j].
Jj=—00
Zmienne losowe Xi,...,X, sa niezalezne i maja rozklady Poissona z parametrami \;. Pokaz, ze

X1+ ...+ X,, ma rozklad Poissona z parametrem Ay + ...+ \,.

Zalézmy, ze X; i Xo sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach odpowiednio N (mq,07) i
N (ma,o2). Znajdz rozklad zmiennej losowej X1 + Xs.

Niech E; i F5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach Exp()). Znajdz rozkltad E; pod
warunkiem {E; <t < E; + Ex} dlat > 0.

Niech © C R bedzie kolem jednostkowym. Rozwazmy F = Bor(2) oraz P jako unormowana dwuwymi-
arowa miare Lebesgue’a. Rozwazmy zmienne losowe X (w) = w1 /\/w? + w3, Y (w) = wa//w? + w3 oraz
Z(w) = w? +w? dlaw = (w,ws) €.

a. Czy zmienne X i Y sa niezalezne?

b. Czy zmienne X i Z sa niezalezne?
Niech Z bedzie zmienna losowa o rozkladzie Exp(1). Niech {Z} oznacza cze$é utamkowa zmiennej Z, a
[Z] — jej czesé catkowita.

a. Udowodnij, ze {Z} i [Z] sa niezalezne oraz wyznacz ich rozklady jawnie.
b. Rozwazmy dodatnia zmienng losowa X, ktérej rozklad jest absolutnie ciagly z gestoscia ¢ taka, ze
{X} i [X] sa niezalezne i {X} ma rozklad jednostajny na [0,1]. Znajdz ¢.

Zadania dodatkowe

15.

16.
17.

Z odcinka [0, 1] losujemy niezaleznie w sposéb jednostajny liczby X7, Xs,.... Uzasadnij, ze z praw-
dopodobienistwem 1, ciag {X,,} jest gesty w odcinku [0, 1].

Scharakteryzuj gestosci doodatnich zmiennych losowych X dla ktérych [X] oraz {X} sa niezalezne.
Niech I" € F i niech G C F bedzie o-cialem. Udowodnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

a. I jest niezalezny od G wzgledem P,
b. dla kazdego prawdopodobienistwa Q na (£, F), réwnowaznego z P, takiego ze (fli%) jest G-mierzalna,
zachodzi Q(T") = P(T).
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