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Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Niech X = (X1, X>2) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o standardowym rozkladzie normalnym.
Znajdz rozklady brzegowe.

Odpowiedz
Oba rozklady brzegowe to standardowe rozklady normalne.
2. Niech X = (X,Y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o gestosci

422y 4+ 25 0< 2,y <1,
fla,y) = . :
0 W przeciwnym razie
a. Sprawdz, ze f jest rzeczywiscie gestoscia.
b. Oblicz P[1/2 < X <3/4,1/4 <Y <1/2].
c. Znajdz rozklady brzegowe X i Y. Czy sa one absolutnie ciagle?
Jezeli tak, to oblicz ich gestosci.

Odpowiedz

(a) Jy Jo fla.y) =1

(b) 12284

0 t<0 0 t<0
(¢) Fx(t) = { 2t 0<t <1 fx(t) = (262 +1/3)1 (1) Fy(t) = { 2235 ¢t €[0,1] fy(t) = (4/3t +
1 t>1 1 t>1

2t°)19,1)(t)
3. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o gestosci

Cye™¥ 0<uz,y <1,
fla,y) = . :
0 W przeciwnym razie

a. Oblicz wartosé stalej C.
b. Oblicz P[1/2 < X <3/4,1/4 <Y <1/2].
c. Znajdz rozklady brzegowe X i Y. Czy sa one absolutnie ciggle? Jezeli tak, to oblicz ich gestosci.

Odpowiedz
(a) C=e
(b) 6(2(6—3/8 _ 6—1/4) + 4(6—3/16 _ 6_1/8))
0 t<0 0 t<0
(¢) Fx(t)=1{ e(l+et/t—1/t) te[0,1] fx(t) = ele™/t—ct/241/2) Fy(t) = { e((e™" = 1) +1) te[0,1]
1 t>1 1 t>1

fyt)=e(—et+1)

4. Udowodnij, ze wektor losowy X = (X1, X2) ma rozklad duskretny wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne
losowe X3 i X5 majg rozklady dyskretne.

Odpowiedz

Zalozmy, ze X ma rozklad dyskretny. Wéwczas zbiér istnieje przeliczalny zbiér S C R? taki, ze

P{XGS}:L



Pokazemy jedynie, ze X1 ma rozklad dyskretny. Dyskretno$¢ rozktadu Xs bedzie wynikata z analogicznego
argumentu. Rozwazmy S7 bedacy rzutem S na pierwszg oS, tj.

Si={zeR: yeR, (z,y) € S} CR.

Wéwezas |S1| < |S|. W szezegblnosdei Sy jest zbiorem przeliczalnym. Mamy
{X' € s} C{X; €8}

Rzeczywiscie, niech w € {X € S}. Wowezas X (w) € S. Mamy X (w) = (X1 (w), X2(w)). Innymi stowy dla
y = Xa(w) mamy (X;(w),y) € S. Oznacza to, ze X;(w) € Sy, czyliw € {X; € S}. To dowodzi postulowanej
inkluzji. Z mnotonicznoéci prawdopodobienstwa

1:1@[}265] <P[X; € S1].

Co koniczy dowdd jednej implikacji. Zalézmy teraz, ze rozklady X; i Xs sa dyskretne. Istniejg zatem
przeliczalne S7, So C R takie, ze
P[Xl € Sl] = P[XQ S SQ] =1.

Rozwazmy zbiér S = S; x So C R%2. Wéwcezas S jest zbiorem przeliczalnym. Mamy

{X‘ e s} = {(X1.X2) €51 x Sa} = | J (X1 =2, Xs € S}

€S,

Skoro powyzsza suma jest przeliczalna a zbiory roztaczne

P[Xes} :%‘ P[X, =z, X5 € Sa].

Zauwazmy, ze P[X1 =z, X2 € S3] = P[X; = z], poniewaz

0 S]P)[Xl :Ji} —P[Xl =ux, X € SQ}
= P[Xl =T, X2 ¢ SQ] S ]P)[XQ ¢ SQ] =0.

Mamy zatem

=
<
m

LR,
Il

Z ]P)[Xl = .Z‘] = ]P’[Xl S Sl} =1.
€S,
Zadania na éwiczenia

5. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o rozkladzie zadanym gestoscia

fla,y) = Clz+y)
dla0<y<z<l1,i f(z,y) =0 poza tym zbiorem. ZnajdZ warto$¢ C. Znajdz rozklady brzegowe.

6. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia

g(x,y) =C - xy- L qp(z,y)

a. Wyznaczy¢ C.
b. Obliczy¢ P(X +Y < 1).
c. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej X/Y.

7. Rzucamy trzy razy kostka. Niech X; bedzie liczba wyrzuconych jedynek. Niech X5 bedzie liczba
wyrzuconych dwojek.

a. Znajdz rozklad wektora losowego X = (X1, X»).



b. Znajdz P[X; = 1, Xo = 2| X; + X = 3].
8. Losujemy liczbe w z odcinka [0, 2] w sposéb jednostajny. Niech X5 (w) = cos(w), Xo(w) = sin(w).
a. Znajdz rozktad zmiennej Xj.

b. Niech X = (X1, Xs). Znajds P [)? e [1/v2,1] x [72,3]]

9. Losujemy punkt. znajdz dystrybuante dwiwymiarowa i gestosc Losujemy punkt z trdjkata
rownobocznego ABC'. niech X7 bedzie odlegloscia wylosowanego punktu od boku AB, a X5 odlegloscia
wylosowanego punktu od boku CB.

a. Znajdz P[X; < t] dla t € [0.4/3/2].
b. Znajdz P[X, < s| X; < t] dla s,t € [0,4/3/2].
c. Znajdz dystrybuante wektora losowego X = (X7, X3).

10. Zalézmy, ze wektor losowy X = (X1, X3) ma dwuwymiarowy standardowy rozklad normalny. Rozwazmy
zmienne losowe Y; = axy + bXs oraz Yo = —X;/a + Xo/b dla a,b > 0.

a. Zmajdz rozklad wektora losowego Y = (Y1,Y3).
b. Znajdz rozklad zmiennej losowej Y7.

11. Niech X = (X;, X2) bedzie wektorem z dwuwymiarowym rozkladem normalnym o parametrach

m = (0,0) oraz
_(Lr
s (1),

a. Pokaz, ze X jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy p € (—1,1).
b. Niech f; bedzie gestoscia X. Wyznacz poziomice f¢,

{(z,y) €eR? : fg(z,y)=c}, ¢>0

w zaleznosci od parametru p € (—1,1).

12. Niech X = (X1, X>2) bedzie wektorem losowym o dwuwymiarowym standardowym rozkladzie normalnym.
Rozwazamy wektor X we wspélrzednych biegunowych. Niech R = /X 2 4+ X2 iniech S = arccos(X1/R).
Znajdz rozklad wektora losowego (R, .S).

Zadania dodatkowe
13. Wektor losowy U= (X,Y, Z) ma nastepujaca wlasnosé: jezeli
A+ P =1,

to zmienna losowa

aX +0Y +cZ

ma rozklad jednostajny na [—1,1]. Jaki rozklad ma wektor U?
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