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Zadania do samodzielnego rozwigzania
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12.
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Wybieramy losowo liczbe naturalna z przedziatu [1,1000]. Obliczyé prawdopodobieristwo, ze wybrana
liczba jest podzielna przez co najmniej jedna z liczb: 4, 6, 9.

. Co jest bardziej prawdopodobne: otrzymanie co najmniej jednej jedynki przy rzucie 4 kostek, czy co

najmniej raz dwéch jedynek na obu kostkach przy 24 rzutach obu kostek

Zmnalez¢ prawdopodobienstwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu parg kostek szeSciennych suma oczek 8
wypadnie przed suma oczek 7.

. Kazda z n palek zostala ztamana na dwie czeéci - dlugag i krotka. 2n czeSci potaczono w n par, z

ktérych utworzono nowe palki. Znalezé prawdopodobienstwo, ze

a. czedci zostang polaczone w takich samych kombinacjach jak przed ztamaniem;
b. wszystkie dlugie czeéci zostana polaczone z krétkimi.

Niech n € N. Losujemy jednostajnie podzbiér [n] = {1,2,...,n}. Skonstruuj odpowiednia przestrzen
probabilistyczna. Dla k € [n] niech Ay bedzie zdarzeniem, ze wylosowany zbiér zawiera k. Pokaz, ze
zdarzenia { Ay} ey sa niezalezne.

Niech n € N. Losujemy jednostajnie podzbiér {1,2,...,n}. Niech X bedzie liczebnoscia wylosowanego
zbioru. Znajdz rozktad X.

Zdarzenia A i B sa niezalezne oraz AU B = Q. Wykazaé, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.
Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng. Dla zdarzen {Ax}repm) i {€xfren) € {0, 1}" niech

€ Ak € = 1
k )
Ak o { Az, €L = 0

Pokaz, ze { Ay }repn) sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego {ex}repn) € {0,1}",
PAT NAZ N...N A5 =P[AT|P[AS]---P[AS].

Niech Q bedzie zbiorem wszystkich graféw prostych na wierzchotkach {1,2,...,n}. Rozwazmy F = 29
oraz P[A] = |A|/|Q|. Dla kazdej pary ¢ < j niech A, ; bedzie zdarzeniem, ze wylosowany graf zawiera
krawedz {i, j}. Pokaz, ze (A, ;)i<; sa niezalezne.

Rozwazmy przestrzen probabilistyczna z poprzedniego zadania. Niech X bedzie liczba trojkatow w

wylosowanym grafie, tj. liczba tréjek ¢ < j < k takich, ze wylosowany graf zawiera krawedzie {i,j},
{j, k} oraz {k,i}. Znajdz E[X].
Niech

Q={w=(wj)jem EN" : |wi| = |wj —wj—1] =1}
Niech F = 22 i P[A] = |A|/|Q|. Niech A; = {w; = 1}. Dlak € [n], k > 2 potézmy Ay, = {wp—wi_1 = 1}.
Pokaz, ze { Ay }repn) sa niezalezne.
Rozwazmy przestrzen probabilistyczna z poprzedniego zadania. Rozwazmy X (w) = w,. ZnajdZ rozklad

X.

Na odcinku [0, 1] umieszczono losowo punkty A; , As i A3 . Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
A <Ay < As.

Niech @ bedzie wielomianem rzeczywistym stopnia 2n o losowych wspélczynnikach. Kazdy wspélczynnik
jest losowany niezaleznie i moze wyniesé 1 z prawdopodobienstawem p oraz —1 z prawdopodobienstwem
1 — p. Znalezé:
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19.
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a. P[Q(2) > 0f;
b. P[Q(1) > 0];
c. P[Q(2) > 0]Q(1) > 0.

Przypomnijmy, ze
2 =1
F = Z ﬁ.
n=1
Rozwazmy Q = N, F = 2% oraz P[{n}] = 6n=272. Niech P oznacza zbiér liczb pierwszych. Pokaz, ze
{pN}pep sa niezalezne. Wywnioskuj, ze
1 6
()

peEP

Rodzina R; sklada sie z jednego zdarzenia A = {1,2} za$ rodzina R z dwéch zdarzen B = {1,3} i
C ={2,3}. Wiemy, ze Q = {1, 2, 3,4} i ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne.
Czy o-algebry o(R1) i 0(R2) sa niezalezne?

Czy funkcja
, dlax <0,
dlaz > 1,

)

1
2, dla0§m<§,
x, dla§§x§1

jest dystrybuanta? Naszkicuj wykres funkcji G i wyznacz jej uogdlniong funkcje odwrotna. Znajdz
przestrzen probabilistyczna (2, F,P) oraz zmienng losowa Y, dla ktérej funkcja G jest dystrybuanta.
Znajdz E[eY].

Niech X bedzie zmienna losowa o gestosci aw® 1o 1j(z). Niech ¢(s) = max{}, s — s?}. Oblicz Ep(X).
Niech F' bedzie dystrybuanta na R. Pokaz, ze dla dowolnego a > 0,

/F(w—i—a)—F(m)dx:a.
R

7 urny, w ktérej jest 6 kul czarnych i 4 biale losujemy kolejno bez zwracania po jednej kuli tak dlugo,
az wylosujemy kule czarna. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang liczby wylosowanych kul biatych.

Rzucamy szescienna kostka az do momentu, gdy wypadna pod rzad dwie ,széstki”. Znalezé wartoéé
oczekiwana liczby rzutéw.

Niech Ap, As, ..., A, beda niezaleznymi zdarzeniami o jednakowym prawdopodobienstwie p,. Przy
pomocy nierdwnoéci Boole’a oraz nierdwnosci Bonferroniego oszacowaé (z géry i z dotu)

p _ BUL 4

NPn

Jak sprawdza sie to szacowanie dla p,, = 1/n? Wyznaczy¢ lim,,—, o P, w przypadku, gdy lim,,— . np, =
0.]
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