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Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Niech {X,,} bedzie ciagiem zmiennych losowych takim, ze X,, ma rozklad Exp(\,). Pokaz, ze jezeli
An = A >0, to X,, = Exp(\). Odpowiedz
Wystarczy zbadaé zbieznos¢ dystrybuant w punktach ciagloéci dystrybuanty granicznej. Dla t > 0
mamy
PX, <t]=1—e?! 51—

2. Czy zmienne losowe posiadajace gestos¢ moga stabo zbiega¢ do rozkladu dyskretnego? Czy zmienne
losowe o rozktadach dyskretnych moga stabo zbiegaé do rozktadu posiadajacego gestosé? Odpowiedz
1 Ok /m = A1jjo,1] oraz N(0,1/n) = &.

3. Niech {X,,}°2; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie jednostajnym
U[0,1]. Niech Y, = nmin;<;<, X;. Pokaz, ze Y,, zbiega slabo do rozkladu wykladniczego Exp(1).
Odpowiedz
Mamy

PY,>t=(1—t/n)" —e"

4. Niech F C R?. Pokaz, ze dla kazdych z,y € R?

Wywnioskuj, ze dla € > 0 funkcja f(z) = (1 — dist(z, F')/€)+ jest jednostajnie ciaglta. OdpowiedZ
Niech f bedzie dowolnym elementem F'. Z nieréwnodci tréjkata

|z — fll + |z =yl < |ly = fll

biorac kres dolny po f € F,
dist(z, F) + [lz — y[| < dist(y, F).

Zamieniajac x i y miejscami i stosujagc ten sam argument otrzymujemy pierwszg teze. Druga teza
wynika teraz z nieréwnosci |ay — b4 | < |a —b| dla a,b € R.

5. Niech n € N. Z liczb {1,...,n} losujemy trzy liczby. Niech X,, bedzie ich mediana ($rodkowa wartoscia).
Pokaz, ze X, /n przy n — oo zbiega wedlug rozktadu do rozkladu o gestodci 6z(1 — x)1jgq)(x).
Odpowiedz
Mamy

PX, =kl =6(k—1)(n—k)/(n(n—1)(n — 2)).

Dla kazdej f € Cp(R) mamy

E[f(Xa)] =) f(k/n)6(k —1)(n —k)/(n(n - 1)(n — 2))
k
1
%/0 f(z)6x(1 — x)dx

Zadania na ¢wiczenia

6. Wykaz, ze dodatnie zmienne losowe {X,,}°2 ; zbiegaja slabo do rozkladu U[0, 1] wtedy i tylko wtedy,
gdy zmienne losowe Y,, = —2log X, zbiegaja stabo do rozkladu wykladniczego Exp(1/2).

7. Pokaz, ze jesli X, {X,,}°°; sa zmiennymi losowymi oraz X,, =F X, to X,, = X.

8. Pokaz, ze jedli X, {X,,}°°, sq zmiennymi losowymi oraz X,, = c € R, to X,, —=F c.



9. Niech X, {X, }nen, Y, {Yn}nen beda zmiennymi losowymi takimi, ze

10.
11.

12.

13.

X, =X oraz Y, = Y.(#eq:ref)

a. Pokaz, ze jezeli X,, i Y, sa niezalezne oraz X i Y sa niezalezne, to to ma miejsce staba zbieznosé
dwuwymiarowych wektoréow losowych

b. Pokaz, ze jezeli (X,,Y,) = (X,Y), to
X, +Y,=X+Y.
c. Podaj przyklad zmiennych losowych dla ktérych Qref(eq:ref) ale nie jest prawda, ze X,, + Y, =
X+Y.
Pokaz, ze jesli X, = X oraz Y,, = c€e R, to X,, + Y, = X +¢;

Niech {X,,}5° ; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym standardowym rozktadzie
normalnym A (0,1). Niech Y,, = nmin;<;<, | X;|. Pokaz, ze Y,, zbiega slabo do rozkladu wykladniczego.
7 jakim parametrem?

Niech dla n € N X, bedzie liczba punktéow stalych jednostajnie wylosowanej permutacji liczb
{1,2,...,n}. Znajdz granice wedlug rozkladu ciagu zmiennych {X, },en.

Niech o = N(mq,0?2). Udowodnié, ze rodzina {u, : a € A} jest ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie K > 0, ze dla wszystkich o € A jest

Ima| <K, o2 <K.
Wskazowka

Pokaz, ze rodzina jest ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy

. t— meq
lim sup =00
t—oo a€EA Oq

Zadania dodatkowe

14.

15.

16.

Niech ¢;,, dla j < n bedzie kolekcjg liczb rzeczywistych. Pokaz, ze jesli
n n
lrgnja;(n lejn| =0, nl;rrgozl Cjm = A, oraz Sgpz |¢jn| < 00,
]:

j=1

to

n—roo

n
lim H(l +cjn) =€
j=1

Niech {X,}nen beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na zbiorze
{1,2,...,N}. Oznaczmy przez Ty = min{n : X,, = X,, dla pewnego m < n}. Oblicz granice wedlug
rozkladu ciagu T/ VN, gdy N — oo. Wykorzystaj otrzymany wynik do rozwiazania problemu urodzin:
oszacuj prawdopodobienstwo, ze w gronie 23 oséb sa dwie majace urodziny tego samego dnia.

Niech p bedzie miara o-skoticzong, f, f — funkcjami nieujemnymi i takimi, ze miary v, (A) = [, fn dp,
v(A) = f 4 J dp sa miarami probabilistycznymi. Niech f,, — f mu-p.w. Udowodni¢, ze

sup () = ()] < [ 1f = fuldu 0.
A Q

Wywnioskuj, ze v, = v.



17. Niech X, bedzie pierwsza wspélrzedna zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym na kuli jednostkowej
w R". Wykazac, ze
VvnX, = N(0,1).

18. Niech &3, &, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o wspdlnym rozkladzie P[§, = +1] =
1/2. Niech S, = >, _, &. Pokaz, ze nie istnieje zmienna losowa 7 taka, ze S,/v/n — n wedlug
prawdopodobienstwa.
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