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Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Niech Q = [0,1], F = Bor([0,1]) i
1
3
Rozwazmy X (w) =0, Y(w) = 1{1}(w) oraz Z(w) = 11 /2,1)(w).
a. Czy X =Y p. n?
b. Czy X = Z p. n?

1 1
P=_-0p+ =6 —01.
0+3 1/3+3 1

Odpowiedz

a. nie, b. tak

N

Nech Q =R i F = Bor(R). Rozwazmy X, (w) = cos(w)™. Zbadaj zbiezno$¢ prawie na pewno ciagu
{ X }nen jezeli

PP jest jednowymiarowa miarg Lebesgue’s obcieta do odcinka [0, 1].

P jest rozktadem normalnym o éredniej zero i wariancji 1.

P= 220:1 Q_kdlm.

P= 220:1 27k52kﬂ.

Odpowiedz

o o

a. i b. ciag jest zbiezny do zera p.n. c. ciag nie jest zbiezny p.n. d. ciag jest zbiezny do 1 p.n.

3. Rozwazmy zmienne losowe X, Y i Z. Pokaz, ze jezeli X =Y p.n. oraz Y = Z p.n, to X = Z p. n.
Odpowiedz
Niech

oraz

B={w:YWw)=2Z(w)}.
Z zalozenia P[A] =P[B] =1. Dlaw € AN B,

przy czym P[AN B] = 1.

4. Niech {X,, }nen bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych taki, ze X5, ma rozklad Exp(1), a
Xopn+1 ma rozklad Pois(3). ZnajdZ granice wedlug prawdopodobienstwa

X1+ Xo+...+ X,
- .

Odpowiedz
2

5. Niech X,, =F X oraz Y,, = Y i zalézmy, ze X =Y p.n. Pokaz, ze X,, — Y;, =F 0.
Odpowiedz

Mamy
Pl X, =Y, > ¢ <P[|X, — X|>¢/2| +P[|Y,, - Y| > ¢/2].



Zadania na éwiczenia

10.

11.

12.

13.

14.

Pokaz, ze jezeli X,, =T X oraz X,, =P Y,to X =Y p.n.

. Pokaz, ze jezeli X, P XiY, P 17, to aX, + bY, — aX +bY dla dowolnych rzeczywistych a, b.

. Zalézmy, ze o-ciata {F, }nen sa niezalezne. Pokaz, ze jezeli X jest zmienng losowa Fo.-mierzalna, to

P[X = ¢] =1 dla pewnej stalej ¢ € R.

Dany jest ciag {X,} niezaleznych zmiennych losowych, przy czym dla n > 1 zmienna X,, ma rozklad
zadany przez P[X,, = n] = % =1-P[X,, =0]. Czy ten ciag jest zbiezny p.w.? Czy jest zbiezny wedlug
prawdopodobienstwa? Czy jest zbiezny w LP?

Niech X1, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, ktére maja rozklad jednostajny na przedziale
[0,1]. Udowodnij, ze

n n -1
E Y XP (Z Xk> 52
k=1 k=1 3

Zalozmy, ze X, »>F X,

a. Pokaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje T' > 0 takie, ze

sup P H‘Xﬂ
neN

>T}<e.

b. Pokaz, ze jezeli f: RY — R* jest funkcja ciggla, to f(Xn) —F f(X)

Niech {X,}, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze X,, ma rozklad Poissona z
parametrem n. Pokaz, ze

Xn
— =1 pn.
n

Rozwazmy Q = [0, 1] z jednowymiarowsg miara Lebesgue’a. Niech X, (w) = 14([nw]), gdzie A to zbidr
kwadratéw liczb naturalnych. Pokaz, ze zbiega wedlug miary ale nie zbiega p.n. wskaz podciag zbiezny
p.n.

Zadania dodatkowe

15.

a.

Niech (X,,)n>1 bedzie ciagiem zmiennych losowych. Niech S, = X; + ...+ X,,. Udowodnij, ze:
Jezeli X,, = 0 p. n, to S,,/n — 0 p.n.

b. Ogdlnie, X,, —F 0 nie implikuje S,,/n —F 0

16.

17.

S,/n — 0 p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy S, /n —F 0 oraz S, /2" — 0 p.n.

Niech (Q, F,P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, na ktérej X,, —F X. Udowodnij, ze jesli Q jest
przeliczalna, to X,, — X p.n.

Niech (X,,)n>1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, dla ktérego X,, =¥ X, gdzie X jest
pewna zmienna losowa. Udowodnij, ze X musi by¢ zmienna losowa zdegenerowang.
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