Lista 11: Momenty wielowymiarowe i nieréwnosci

Zadania na éwiczenia: 2025-05-19

Lista zadan w formacie PDF

Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Znajdz IE[)? | oraz macierz kowariancji Q)2 , gdzie X jest wektorem wylosowanym jednostajnie z trojkata

a. o wierzchotkach w punktach (0,0), (0,1) i (1,0).
b. o wierzchotkach w punktach (1,1), (3,2) i (4,5).

Odpowiedz

a)E[X] = (1/3,1/3), Q = [1/27,—1/54; —1/54,1/27]
DE[X] = (8/3,8/3), Q = [7/27,17/54;17/54, 13/27]

2. Znajdz funkcje tworzaca momenty dla zmiennej losowe X o rozkladzie

a. Pois(\)
b. Geo(p)
c. U(a,b)
d. N(p,0?)

Odpowiedz

a)Mx(t) = M1

b)Mx<t>:pe/< <1—p>et>
)Mx (t) = e — e"/(t(b — a)), Mx (0) =1
d)Mx (t) = exp{tut®c?/2}

3. Niech Mx(B) =E [eﬁX } bedzie funkcja tworzaca momenty dla zmiennej losowej X. Udowodnij, ze dla
kazdego 5 > 0 zachodzi

PIX = 0] < Mx(B).
Odpowiedz

Mx (B) = [E][e”] > E[e"  1x>0] > P[X > 0]
4. Niech X bedzie zmienna losowa. Pokaz, ze
E [X?] > E[X]%.

Odpowiedz

0 < Var[X] = E[X?] - E[X]?.

5. Pokaz, ze dla ustalonych 0 < b < a istnieje zmienna losowa X taka, ze E[X?] = b2 i P[|X| > a] = b?/a®.
W szczegblnosci w nieréwnoéci Czebyszewa zachodzi réwnosc¢.

Odpowiedz
PIX =a] =b?/a® i P[X =0] =1 —b?/a>.



6. Wigcz komputer. Na podstawie 1000 najwyzej ocenianych filméw z IMDB metoda regresji liniowej
znajdz estymator Y zmiennej Y= ocena filmu wzgledem X = czas trwania filmu w minutach.

Odpowiedz

A~

Y =7.656 + 0.002384 - X
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7. Niech X bedzie wektorem wylosowanym jednostajnie ze zbioru

Q= {(z,y) € R? : 132% — 102y + 13y> + 82z — 98y < —129}

—

Znajdz E[X].
8. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi catkowalnymi z kwadratem. Pokaz, ze

E[XY] < E[X?]'/2E[Y?]'/2,

9. Niech X bedzie zmienna losowa a ¢: R — R funkcja wypukla taka, ze E[|¢(X)|] < oo. Pokaz, ze
P(E[X]) < E[p(X)].

10. Niech X bedzie nieujemna zmienna losowa calkowalng z kwadratem. Pokaz, ze dla 6 € (0, 1),

P[X > 0E[X]] > (1 - 0)* ==~

11. Rzucamy moneta az do momentu otrzymania dwoch ortéw z rzedu. Zakladamy, ze prawdopodobienstwo
otrzymania orla w pojedynczym rzucie wynosi p € (0,1). Niech

Q={00,ROO, RROO,OROO, RRROO, ROROO,0ORROO,...}.

Rozwazmy zmienng losowa X (w) = |w| oznaczajaca liczbe wykonanych rzutéw. Celem zadania jest
znalezienie E[X].

a. Uzasadnij, ze dla pewnej 5 > 0,
Mx(B) =E[e"X] = 3 MIpOgf) < oo
weN

gdzie R(w) oraz O(w) oznaczaja odpowiednio liczbe reszek i ortéw w ciagu w.
b. Zauwaz, ze

Q2 ={00} URQUORQ,
gdzie powyzsze zbiory sa roztaczne. Wywnioskuj
Mx (8) = p*e*® + qe” Mx (B) + pae® Mx ().
c. Znajdz E[X].
12. Niech X i Y beda dwiema zmiennymi losowymi, dla ktérych E[X] = E[Y] = 0 oraz Var[X] = Var[Y] =1
oraz cov(X,Y) = p. Udowodnij, ze
E [max(X?,Y?)] <1+4+/1—p2

Wskazowka

Uzyj tozsamosci

max(X? Y?) = - (X*+Y?+|X*-Y?|).

N | =


R/imdb_top_1000.csv

13. Przypusémy, ze X i Y sa dwiema zmiennymi losowymi o wspétczynniku korelacji
Cov(X,Y)
VVar[X|Var[Y]

Zweryfikuj nastepujacy dwuwymiarowy analog nieréwnosci Czebyszewa:

1
P [|X — E[X]| > e/Var[X] lub [Y — E[Y]] > ss/Var[Y]} <5 (1 +/1— p2) .
Wskazowka
Bez straty ogélnosci mozna zatozyé, ze E[X]| = E[Y] = 0 oraz Var[X] = Var[Y] = 1. Wtedy
P[|X|> e lub [Y] > ¢] = P [max(X? Y?) > &?].

14. Niech ¢ oraz ® beda odpowiednio gestoscia i dystrybuanta jednowymiarowego standardowego rozkladu
normalnego. Udowodnij, ze dla dowolnego x > 0 zachodzi nieréwnosé

x (@)
Wskazoéwka
Oblicz pochodne ¢'(x) oraz (:E’lcp(x))/.

Zadania dodatkowe
15. Niech £ i n beda dowolnymi niezaleznymi zmiennymi losowymi, dla ktérych E[¢] = 0. Udowodnij, ze
El¢ —n| > Eln].
16. Niech &; i & beda dowolnymi dwoma zmiennymi losowymi takimi, ze rozktad wektora losowego (£1,&2)
pokrywa sie z rozkladem (€2, &1). Udowodnij, ze jedli f oraz g sa dowolnymi nieujemnymi i niemalejacymi

funkcjami, to

E[f(&)g(&1)] = E[f(&1)g(&2)] -

17. Niech X bedzie wektorem o wielowymiarowym standardowym rozkladzie normalnym. Udowodnij, ze
dla kazdej funkcji Lipschitza f: RY — R takiej, ze || f||Lip < 1, zachodzi nieréwno$é

P[f(X) —E[f(X)] > A] <e /2, dla kazdego A > 0.
18. Niech X bedzie m-wymiarowym wektorm losowym, a Q)2 — jego macierza kowariancji.
a. Udowodnij, ze jesli X jest scentrowany (tzn. E[)z] =0), to
P {X’ e m Q¥ } -1
(gdzie Im Qi oznacza obraz macierzy Q)? ).

b. Wywnioskuj, ze jesli macierz kowariancji zmiennej losowej nie jest odwracalna, to rozklad tej zmiennej
nie moze mieé¢ gestosci.
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