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Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Zmienne losowe X,Y spelniaja warunki: Var[X] =3, Cov(X,Y) = —1, Var[Y] = 2. Oblicz Var[4X —
3Y] oraz Cov(2X —Y,2X +Y). Odpowiedz

Var[4X —3Y] =90 oraz Cov(2X —Y,2X +Y) = 10.

2. Niech X = (X,Y) bedzie jednostajnie wylosowanym punktem kwadratu jednostkowego [0, 1]2. Znajdz
Var(X), Var(Y), Cov(X,Y). Odpowiedz
Var(X) =1/12, Var(Y) = 1/12, Cov(X,Y) = 0.

3. Znajdz wariancje dla zmiennej losowej X o rozkladzie

a. Pois(A), A > 0.
b. Ula,b], a < b
c. Exp(A), A > 0.
Odpowiedz
aX b (b—a)?/12,c 1/)\?

4. Wykaz, ze jezeli X jest zmienna losowa catkowalng z kwadratem, to:

a. Var[cX] = ¢*Var[X] dla kazdego c € R;
b. Var[X + a] = Var[X] dla kazdego a € R;
c. Var[X] =0 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna losowa X jest stala z prawdopodobieristwem 1.

Odpowiedz
Var(cX) = E[(¢X)?] — (E[cX])?
:62]E[ ?] - (E[X))?
(E[X?] - (E[X])?)
:czVar(X)
b

Var(X + a) = E[(X + a)?] — (E[X + a])?

X2 +2aX +a*] — (E[X] +a)?

X% + 2aE[X] + a® — (E[X]? + 20E[X] + a?)
X?] - (E[X])? = Var(X)

¢ (=) Jesli Var(X) = 0, to catka z funkcji nieujemnej (X — E[X])? jest réwna zero. Oznacza to, ze owa
funkcja jest réwna zero p.w. Czyli X = E[X] p.w. (<) Jesli X = ¢ z prawdopodobienistwem 1, to:

Var(X) = E[X?] - (E[X])?=c2 - c* =0

5. Niech X, Y i Z beda zmiennymi losowymi catkowalnymi z kwadratem. Pokaz, ze
a. Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y].
b. Cov(X, X) = Var[X].
c. Cov(X,Y) = Cov(Y, X).



d. Kowariancja jest operatorem dwuliniowym:

Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+ bCov(Y, Z).

Odpowiedz

a 7Z definicji kowariancji:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
=E[XY — XE[Y] - E[X]Y + E[X]E[Y]]
= E[XY] - E[X]|E[Y] — E[X]E[Y] + E[X]E[Y]
=E[XY] - E[X]|E[Y]

¢ Z definicji:

d Niech a,b € R. Udowodnijmy:

Cov(aX 4+ bY,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z)
=E[(aX 4+ bY)Z] — E[aX + bY|E[Z]
=aE[XZ]+bE[Y Z] — (aE[X] + DE[Y])E[Z]
= a(E[X Z] — E[X]E[Z]) + b(E[Y Z] — E[Y]E[Z])
= aCov(X, Z) + bCov(Y, Z)

6. Losujemy jednostajnie punkt X = (X,Y) z kota
{(z,y) €R? : 2% +y® — 22 — 4y < —4}.
Znajdz Cov(X,Y).
Odpowiedz

0
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7.

10.

11.

Zal6zmy, ze wektor losowy X = (X,Y) ma dwuwymiarowy rozklad normalny. Pokaz, ze X i YV sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy Cov(X,Y) = 0.

Podaj przyklad zmiennych losowych X i Y takich, ze X i Y maja standardowy jednowymiarowy rozktad
normalny, Cov(X,Y) =0, ale X 1 Y nie sa niezalezne.

Niech X7 i X5 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N'(0,1). Wykaz, ze zmienne losowe

% i L\@X? sa niezalezne i obie maja rozklad N(0,1).
Na ptlaszczyznie zaznaczono punkty pi,...,p, w taki sposob, ze zadne trzy nie sa wspdétliniowe. Kazda

para punktéw zostala polaczona odcinkiem z prawdopodobiefistwem p € (0,1). Niech X oznacza liczbe
powstalych tréjkatéw o wierzchotkach w punktach py,...,p,. Oblicz Var[X].

Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie N'(u, 0?). Pokaz, ze dla kazdej 6 € R,

E [eex] _ 60#+6202/2.



12.

13.

14.

Niech X = (X,Y) bedzie wektorem losowym o dwuwymiarowym rozkladzie normalnym z parametrami

7 =(0,0) i
s=(57)

dla p < Vab. Znajdz rozklad zmiennej X i wywnioskuj, ze Var[X] = a.

Dla zmiennej losowej X calkowalnej z kwadratem i zdarzenia A o dodatnim prawdopodobienstwie
definiujemy wariancje X pod warunkiem A wzorem

Var[X|A] = E [ (X — E[X|A])?| 4] .

Pokaz, ze dla rozbicia {A;};en zbioru  na zdarzenia o dodatnim prawdopodobiefistwie zachodzi

Z]P’ E[X]|A;]

oraz

Var(X ZIP’ Var(X | 4; +Z]P’ )- (B[X | 4] — E[X])*.

Rzucamy kostka az do momentu otrzymania pierwszej jedynki. Niech X bedzie suma wyrzuconych
oczek. Znajdz E[X] oraz Var[X].

Zadania dodatkowe

15.

16.

Niech X i Y beda niezaleznymi d-wymiarowymi wektorami losowymi z rozkladem normalnym o
parametrach (0,...,0) i macierzy kowariancji I; (identycznosé).

Udowodnij, ze dla dowolnych f, g € C2(R?) zachodzi
1
Cov(f(X), (X)) = / E [(V(X),Vg(aX + V1= a?Y))| da
0

gdzie Vf(z) = (%(m)) Najpierw sprawdz wzér dla f(x) = e*»?) oraz g(z) = ¢/*®) gdzie s,t,x € R,

. Niech 1, bedzie miara probabilistyczng na R??, ktéra jest rozktadem wektora

(X, aX +1— aQY) ,

i niech p oznacza miara probabilistyczna dana przez

1
/ Lo dav.
0

Niech Z bedzie wektorem losowym w R? takim, ze wektor (X, Z) w R?? ma rozktad p. Udowodnij, ze
dla kazdej funkeji Lipschitza f, takiej ze || f||Lip < 1 oraz E[f(X)] = 0, zachodzi nieréwnos¢

E[f(X)el! )] < B [/,

dla wszystkich ¢ > 0. Wywnioskuj, ze
E [etf(X)} <%

Méwimy, ze funkcja f : R™ — R jest ograniczona wielomianowo, jesli istnieja liczby catkowite k =
(k1,...,kn) oraz liczba rzeczywista a > 0 takie, ze

@) < Jaa]™ - |

dla kazdego = = (x1,...,x,) takiego, ze ||z|| > a.



a. Udowodnij, ze jesli G jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym o $redniej zero, to dla kazdej
ograniczonej wielomianowo i i rézniczkowalnej w sposob ciagly funkcji ® zachodzi:

E[G®(G)] = E [G?] E[®'(G)].
b. Udowodnij, ze jesli (G,G1,Gs,...,Gy) jest (n 4+ 1)-wymiarowym wektorem losowym o rozkladzie

normalnym, E[G] = E[G;] = 0, to dla kazdej ograniczonej wielomianowo i rézniczkowalnej w sposéb
ciagly funkcji

o:R" >R,
zachodzi .
E[G(Gy,....GC)] = S EGGIE | 2y, .
GGGl = Y EIGGIE | (G Go)
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