Uniwersytet Wroctawski, Instytut Matematyczny
Kolokwium nr 2

imie i nazwisko:

Kolokwium skifada sie z 6 stron oraz 4 zadan. Na drugiej stronie znajduje sie spis waz-
niejszych rozkladéw. Dwie ostatnie strony stanowia brudnopis. Na rozwiazanie wszyst-
kich zadan jest 100 minut. Zacznij od spokojnego (!) przeczytania treSci wszystkich zadan
i zacznij od najtatwiejszego. Powodzenia.

zadanie | 1 2 3 4 2

punkty | 25 25 25 25 | 100

wynik
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1. Niech (An)n 1 (By)n beda dwoma niezaleznymi ciagami niezaleznych zmiennych lo-
sowych o wspolnym rozktadzie. Zat6zmy, ze B, > 1,1 > A, > 0iP[A, =1] < 1dla
kazdego n €.

(@) (10 p.) Zatézmy, ze E[|log(A1)|] < co. Pokaz, ze {/A;... A, — expEl[log(A1)]
p-w.

(b) (10 p.) Zat6zmy, ze E[log(B)] < co. Pokaz, ze dla dowolnej ¢ > 1,
limsup, . V/By < cp.w.

(c) (5 p.) Zatézmy, ze E[|log(A)|], E[log(B)] < oo. Pokaz, ze szereg

Y A1Ay... AuBui
n>0

jest zbiezny p.w.
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2. Niech (Uy), bedzie ciagiem stochastycznie niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie jednostajnym [0, 1].

(@) (5 p.) Pokaz, ze zmienne U; oraz 1 — Uj maja taki sam rozklad.

(b) (5 p.) Pokaz, ze minj <<, Uy zbiega do 0 wedtug prawdopodobienstwa, gdy n —

Q.

(c) (10p.) Pokaz, ze dla A > 0, X;; = 7 min;<j<, U; zbiega stabo do rozktadu wy-
ktadniczego Exp(A).

(d) (5 p.) Wykaz, ze zmienne losowe Y, = 1 — e **n zbiegaja stabo do zmiennej
losowej o rozkladzie jednostajnym /[0, 1].
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p 4
gdzie |p| < 2. Niech M bedzie niezalezna od niego zmienna z rozktadem ad; + (1 —
n)dy, gdzie a € [0,1]. Definiujemy zmienna losowa Xy przez

X1 gdy M=1
XM:{ 1 gdy

3. Niech (X3, X;) bedzie wektorem losowym o rozktadzie normalnym N (0, < Lop ))/

Xy, gdy M =2

(a) (5 p.) Oblicz E[(X; + X»)?].

(b) (5 p.) Jaki rozklad ma zmienna X; + X5?
(c) (5 p.) Oblicz E[X3].

(d) (10 p.) Znajdz rozkiad Xy,.
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4. Niech X = (X3, Xy, ..., X») bedzie wektorem losowym z macierza kowariangji
C= COU(X) = (COU(XZ', Xj))i,jgn
i wektorze $rednich E[X] = 0. Niech (-|-) bedzie standardowym iloczynem skalarnym
na R".
(a) (10 p.) Pokaz, ze dla dowolnego & € R", (C¢|&) = E[(X|&)?].
(b) (10 p.) Pokaz, ze P[X € Im(C)] = 1. Wskazéwka: Im(C) = Ker(C)*.

(c) (5 p.) Zat6zmy, ze X posiada gestos¢ wzgledem n-wymiarowej miary Lebesgue’a.
Pokaz, ze C jest odwracalna.
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