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Méwimy, ze F jest automorfizmem wielomianowym, jesli istnieje
G € C[Xy, ..., X" takie, ze

FoG = GoF = X = (Xi,...,X).
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Méwimy, ze F jest automorfizmem wielomianowym, jesli istnieje
GeC[Xy,..., Xn]" takie, ze

FoG = GoF = X = (Xi,...,X).

Problem (Ksiega szkocka, problem 79, Orlicz i Mazur)

CzyjezeliF = (Fy,..., F,) jest automorfizmem wielomianowym, to czy
kazdy F; jest stopnia jeden?
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Méwimy, ze F jest automorfizmem wielomianowym, jesli istnieje
GeC[Xy,..., Xn]" takie, ze

FoG = GoF = X = (Xi,...,X).

Problem (Ksiega szkocka, problem 79, Orlicz i Mazur)

CzyjezeliF = (Fy,..., F,) jest automorfizmem wielomianowym, to czy
kazdy F; jest stopnia jeden?

Przyktad
Fi=Xi+(X+X)?  F=X—(X+X)
Fi — (F1 + R2)? = Xy, Fo+ (F1 + F2)? = Xz
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F:(F'Iy...,Fn)GC[X11""Xn]n’ nEN

Méwimy, ze F jest automorfizmem wielomianowym, jesli istnieje
G e C[Xi,..., X" takie, ze

FOG:GOF:X:(X1,...,XI7).

Problem (Ksiega szkocka, problem 79, Orlicz i Mazur)

Czy jezeliF = (Fy, ..., Fn) jest automorfizmem wielomianowym, to czy
kazdy F; jest stopnia jeden?

Przyktad
Fi=Xi+ (X1 +X)%  F=X—(X+X)?
Fi— (F1 + R)? = X, Fot (Fi+FR)? =X
Gi=X — (X +X%)2  Go=Xo+ (X + X)?
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F:(F11F21"'an) EC[X1,X2,...,Xn]n
JF = (9Fi/9X));; € Mnxn(C[X1, ..., X5])

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wroctawski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 5/27



F: (F11F21"'an) EC[X1,X2,...,Xn]n
F = (3Fi/9X));; € Maxn(C[X1, ..., X5])
GoF=X= (X1 X2 ..... Xn)
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F=(FFo....Fn) €C[X1, Xo, ..., Xn]"
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(JGo F) JF = J(X) = ldnxn
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F=(F, Fa,....Fn) €C[X1, Xa, ..., Xn]"
F = (9Fi/9X;);; € Maxn(C[X1,..., Xn])
GoF=X=(X{,Xo,..., Xp)
(JGo F) JF = J(X) = ldnxn

det(J(Go F)) det(JF) =
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F = (3Fi/0X;);; € Maxn(C[X1, ..., Xn])

GoF=X= (X1, Xo,.... Xp)
(JGo F)JF = J(X) = ldnxn
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det(JF) € C[Xy, ..., X, =C*
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GoF=X= (X1, Xo,.... Xp)
(JGo F)JF = J(X) = ldnxn

det(J(Go F)) det(JF) =
det(JF) € C[Xy, ..., X, =C*

Hipoteza (Keller, 1939)
Jesli det(JF) € C*, to F jest automorfizmem wielomianowym. J
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F=(Fi,Fa....Fn)€ClX, X, ..., X"
F = (3Fi/0X;);; € Maxn(C[X1, ..., Xn])
GoF=X= (X1, Xo,.... Xp)
(JGo F)JF = J(X) = ldnxn

det(J(Go F)) det(JF) =
det(JF) € C[Xy, ..., X, =C*

Hipoteza (Keller, 1939)

Jesli det(JF) € C*, to F jest automorfizmem wielomianowym.

n = 2: tak (Wang (1980)
n > 3: problem otwarty
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@ Zastepujemy F przez F — F(0), wiec F(0) = 0.
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@ Zastepujemy F przez F — F(0), wiec F(0) = 0.
@ Zastepujemy F przez (JF(0))~'F, wigc JF(0) = Idyxp.
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@ Zastepujemy F przez F — F(0), wiec F(0) = 0.
@ Zastepujemy F przez (JF(0))~'F, wigc JF(0) = Idyxp.
F; = X; + (wyrazy stopnia >2), j=1,...,n
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@ Zastepujemy F przez F — F(0), wiec F(0) = 0.
@ Zastepujemy F przez (JF(0))~'F, wigc JF(0) = Idyxp.
F; = X; + (wyrazy stopnia >2), j=1,...,n

Twierdzenie (Bass, Connell, Wright 1982)
Dla rozstrzygniecia hipotezy o jakobianie wystarczy rozwaza¢ F postaci

F=X—H, j=1,...n,

gdzie H; € C[X1, ..., Xn] sa d-jednorodne, d € IN.
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det (Idn)(n - JH) - 1
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det (Idn)(n - JH) - 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0
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det (Idn)(n - JH) — 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0

ok (JH) = suma wszystkich minoréw gtéwnych rzedu k
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det (Idn)(n - JH) - 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0

ok (JH) = suma wszystkich minoréw gtéwnych rzedu k

(=1)" =det (JH — ldhxn) = x(1) = (—=1)" + i(—ﬂkak(JH)
k=1
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det (Idn)(n - JH) — 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0

ok (JH) = suma wszystkich minoréw gtéwnych rzedu k
n
(=1)" = det (JH — Idnxp) = x(1) = (=1)"+ Y_ (—1) 0 (JH)
k=1
ok(JH) =0, k>1
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det (Idn)(n - JH) - 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0

ok (JH) = suma wszystkich minoréw gtéwnych rzedu k

(=1)" =det (JH — ldhxn) = x(1) = (—=1)" + i(—ﬂkak(JH)
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det (Idn)(n - JH) - 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0

ok (JH) = suma wszystkich minoréw gtéwnych rzedu k

(=1)" =det (JH — ldhxn) = x(1) = (—=1)" + i(—ﬂkak(JH)
k=1

ok(JH) =0,  k>1

x(t) = (=17
= X(H) = (—1)7H"
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det (Idn)(n - JH) - 1
n
x(t) =det (JH — t- ldnxn) = Y_ (—=1)*t" *oy(JH)
k=0

ok (JH) = suma wszystkich minoréw gtéwnych rzedu k

(=1)" =det (JH — ldhxn) = x(1) = (—=1)" + i(—ﬂkak(JH)
k=1

ok(JH) =0,  k>1
x(t) = (=1)""
0= x(JH) = (—1)"JH"

JH jest nilpotentna
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Problem

Fi = X; — H;, H; jednorodne stopnia d,

Czy F' e C[Xy,..., Xp]"?

JH nilpotentna
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Definicja

Dla p € IN niech C, oznacza zbior wszystkich ukorzenionych, planarnych,
petnych drzew d-arnych o p lisciach (kazdy wewnetrzny wierzchotek ma
dokfadnie d dzieci).
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Definicja

Dla p € IN niech Cp, oznacza zbior wszystkich ukorzenionych, planarnych
petnych drzew d-arnych o p lisciach (kazdy wewnetrzny wierzchotek ma
dokfadnie d dzieci).

Przyktad

Cr ={o}

a=(\V)

e {NG AV
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o= (ay,...,0n) EIN" || =1+ ...+ ap, al =aq!---apl,
X& = XMX32 e X,
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= (a,...,an) € N,
X¥ = XMXE2 X0,

T=1(cT), c: V(T) = [n]
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o)
=0 X
g
= (a,...,an) € N,
X = XX X0,

T=(cT), c: V(T) = [n]

IX‘:“1+...+Dén,0(!:[)(1!...an!’

Definicja
¢y = {T=(cT): TeCp croot(T)) =} J
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o)
=0 X
g
= (a,...,an) € N,
X = XX X0,

T=(cT), c: V(T) = [n]

IX‘:“1+...+Dén,0(!:[)(1!...an!’

Definicja

¢y = {T=(cT): TeCp clroot(T)) =j}

Przyktad
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Definicja

ple)
weT) = ] Ké/—vv) [T X €ClX..... X
Ve Vine(T) ’ Ve Vext(T)

k(v) = (x(v)j)j<n, k(v); liczba dzieci v koloru j
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Definicja

pe)
weT) = TI “2= TI Xew€ClXi.... X
ve Vint(T) ’ ve Vext(T)
x(v) = (k(v);)j<n, x(v); liczba dzieci v koloru j
Przyktad
n=d=3

1) (1) (2 L2
w _ h51)1 h030 hOOS h012 XSXG
~ 3! 31 31 g 72’s
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c) — U C;(,j)

p=1
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c) — U C,(,j)
p>1
Definicja

G = Y w(T)eC[X,..., X]]
Tecl)
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p=>1
Definicja
G = ¥ w(T)eC(,.... ]
Tecl
G=(Gi,..., Gn) € Cl[X1, ..., Xn]]"
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p>1
Definicja
G = ) w()eC[X,... X
Tecl)
G=(Gy,..., Gn) € C[[X1, ..., Xa]]"
Lemat (Singer 2000)
FoG=X
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p>1
Definicja
G = ), w(T)eC[X,..., X
Tecl)
G=(Gy,..., Gn) € C[[X1, ..., Xn)]"
Lemat (Singer 2000)
FoG=X J

T

. T
ch={pIu U © L Teech
peln?
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G=) w(l=w(®)+ ). w \M
Tech Bl
7’166(51) 7:166(%’)

.....
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~d o!
G=) w(l=w(®)+ ). w \M
Tect) Bl
7’166(51) """" 7:166(%’)
)
=X+ L SgelT) ()
peln® )

TreCB1) ... TyeC®a)
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|a|=d
G=) w(l=w(@®)+ ) w
Tech) geln?
TreCP1) ... TyeCBa)
H0)
x(root)
-x+ X oo (Ty) - w(Ta)
ﬁe[fﬂ" '
TreCB1) ... TyeC®a)
AU
—Xj+Z KI’(?OI "Gﬁd

peln)
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=L X R=X—H

G=) «M=w@+ L \M
Tecl) geln?
TreCB1) ... TyeCBa)
B0
x(root)
-x+ X oo (T3 - (T)
ﬁe[n]" '
TreCB1), ... TyeC®a)
AU
K (root)
=X+ Z ’ G,Bd

peln)

—xr Y G““--sz:mwoe
|o|=d '
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wi(T)= ), w(cT)
c:(c,T)eCc

()
h
(root)
w(~o2)= X w()z Y et
\/ Be[ & e 9! i
W i
= L XX =

|a|=d
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wi(T)y= ), w(cT)
c:(c,T)

ccl)
t
CL)j< )I Z w<.\./.> = Z Koo X/S1Xﬁ X/gn
\A/ Beln)® & peme @ i
. W
— 7)(1...)(%:/-//.

aa ’

p TGy

wtedy i tylko wtedy, gdy

Y wj(T)=0  dladostatecznie duzych p
TeCp
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Definicja
Rozwazmy T € C, z wyrdznionym lisciem v € Vey(T).

plew)
wi(Tv) = ), [T [T Xw

o (Toyect) veVu(™ I ueven(M\(W)
c(root)=j, c(v)=i
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h(C(V))

weT) = J] Ké‘f')
Ve Vine(T) )

[T X,

(%) e (Y

Rozwazmy T € C, z wyréznionym lisciem v € Vey(T).

Definicja

hLEw)
K\u
w;i(T,v) = ). I1 | Xe(u)

c:(T,c)eCl)  u€Vin(T) et U€ Vext(T)\{v}
c(root)=j, c(v)=i

aag)((’T) — Z aJ/','(T, V)

ve Vext( T)
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wi(Tv) = 1 [T - 11 Xw
c:(T,c)eCl)  u€Vin(T) T ueVe(T\{v}
c(root)=j, c(v)=i
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ow;(T) Z
= a)j,-(T, V)
aXi VE Vet (T)
plew)
T . x(u) X
w;i(T,v) = E H q! H c(u)

c:(T,c)eCl)  u€Vin(T) T ueVe(T\{v}
c(root)=j, c(v)=i

Lemat
Jedli (S, u) = (T, v), to w;i(S,u) = w;(T,v) J
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dwj(T) Z
= a)j,-(T, V)
0X; VEVext(T)
plew)
wji(T,v) = Kg]') Xe(u
c:(Tc)eCy)  ueVin(T) 77 u€Vex(T)\{v}
c(root)=j, c(v)=i
Lemat
Jesdli (S,u) = (T, v), to w;i(S, u) = w;i(T, V) J

o _ o

ox = ax (\2) =@ () +en () e (N)
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VEVeXy(T)
h(f(:(t)l))
w(Tv)= % [T — Xo(u
C: (T,C)EC(D u€ Vine(T) ) ue Vet (T)\{v}
c(root)=j, c(v)=i
Lemat
Jesdli (S,u) = (T, v), to w;i(S, u) = w;i(T, v) J

oH, o

ax = ax (\) = (\p2) rer () e (\)
=34 (\))
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(
wi(Tv)= ¥ i I Xw
c:(T,c)ect) UEVin(T) T ueVeu(T)\{v}
c(root)=j, c(v)=i
Lemat
Jedli (S, u) = (T, v), to w;i(S,u) = w;(T,v) J

oH,

ax = ax () =er () + e () e (\)
=30 (\))
=30 (\)
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w,-,-((S, U)(T, V)) = ki; w,-k(S, U) wk,-(T, V)

w((S,u)(T,v)) =w(S u)w(T,v)
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Definicja
Paprocig rzedu k nazywamy produkt k graféw postaci

N
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Definicja
Paprocig rzedu k nazywamy produkt k graféw postaci

N

Przyktad
Paprocie rzedu 3:
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Definicja
Paprocig rzedu k nazywamy produkt k graféw postaci

N

Przyktad
Paprocie rzedu 3:

Jezeli U jest paprocig rzedu n, to w;(U) = 0 dla kazdych i,j < n.

Cel
Y wi(T)=0
TEC,

dla dostatecznie duzych p.
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T € Cpive V(T) wodlegtosci > n od korzenia. Rozwazmy $ciezke
przodkow v = vy, Vo1, ... Y

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wroctawski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 19/27



T € Cpive V(T) wodlegtosci > n od korzenia. Rozwazmy $ciezke
przodkow v = vy, Vo1, ... Y

SREE
@mo
() G

aea?

’
s

T =
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T € Cpive V(T) wodlegtosci > n od korzenia. Rozwazmy $ciezke
przodkow v = vy, Vo1, ... Y

SREES SR SRS
ome o G ()
Qw' T = (o) G
@ (=) B @ O

T =

’
s
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T € Cpive V(T) wodlegtosci > n od korzenia. Rozwazmy $ciezke
przodkow v = vy, Vo1, ... Y

SREES SRR
@me o @D ()

T— @ W' T - () G
e & °m@
of ol
o o
Definicja

Shuffle class Sh(T, v) sklada sie ze wszystkich drzew T', ktére mozna
uzyskac w ten sposéb
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Lemat
Dla kazdego T i kazdego v € V(T) w odlegto$ci > n od korzenia

(Uj( TI> =0
T'eSh(T,v)
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Lemat
Dla kazdego T i kazdego v € V(T) w odlegtosci > n od korzenia

wi(T") =0
T'eSh(T,v)

Hipoteza (o tasowaniu poddrzew)
Dla dostatecznie duzych p funkcja stata na Cp, lezy w

span { 15 : S jest shuffle class w Cp},

1 TeS
15(T>:{o TZS
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Lemat
Dla kazdego T i kazdego v € V(T) w odlegtosci > n od korzenia

wi(T") =0
T'eSh(T,v)

Hipoteza (o tasowaniu poddrzew)
Dla dostatecznie duzych p funkcja stata na Cp, lezy w

span { 15 : S jest shuffle class w Cp},

1 TeS
1s(7) = { 0 T¢S
Twierdzenie
Hipoteza o tasowaniu poddrzew implikuje hipoteze o jakobianie. J
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w]'(T,) =0
T'eSh(T,v)

1 :Z/\S1S(T)v TECp
S
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w]'(T,) =0
T'eSh(T,v)

1 :Z/\S1S(T)v TECp
S

(f.g)= ) f(T)g(T)

TeCp
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w]'(T,) =0
T'eSh(T,v)

1 :Z/\S1S(T)v TECp
S
(f.g) =Y f(T)g(T)
TeCp

(1s,wj) =0
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wj(T’) =0
T'eSh(T,v)

1 :Z/\S1S(T)v TECp
S
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Hipoteza (o tasowaniu poddrzew)
Dla dostatecznie duzych p funkcja stata na Cp, lezy w

span { 1s : S jest shuffle class w Cp},
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Twierdzenie (EBP?D?>NGS?J?)
Istniejg funkcije

P, ¢ € span { 15 : S jest shuffle class w Cp},

takie, ze

11— ¢llo < e CREP, 11— ¢l < e P#C,

dla duzych p
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Twierdzenie (EBP? D> NGS?J?)
Istniejg funkcije

P, ¢ € span { 15 : S jest shuffle class w Cp},
takie, ze
2

11— 9|l < e CloeP) 11— ¢ll1 < e %#Cp

dla duzych p

Definicja
Drzewo T jest n-doskonate jezeli zawiera sciezke vy, . . . v, taka, ze kazde
z (d — 1)nrodzenstwa vy, . . ., v,_1 to lidcie.
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Twierdzenie (EBP? D> NGS?J?)
Istniejg funkcije
P, ¢ € span { 15 : S jest shuffle class w Cp},

takie, ze

11— pllo < e7CBR", 11— gl < &7 PHC,
dla duzych p )
Definicja
Drzewo T jest n-doskonate jezeli zawiera sciezke vy, . . . v, taka, ze kazde
z (d — 1)nrodzenstwa vy, . . ., v,_1 to lidcie.

Jezeli T jest n-doskonate, to Sh(T, v,) = {T}.
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1 /dk
Cp—#cp—p<k>, p=(d—1)k+1

— Cp*/2e%(1+ o(1))
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1 /dk
Cp—#cp—p<k>, p=(d—1)k+1

— Cp*/2e%(1+ o(1))

Co= ),  CpCpo " Cpy
p1+...+pa=p
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1 /dk
Cp—#cp—p<k>, p=(d—1)k+1

— Cp*/2e%(1+ o(1))

Cp = 2 Cp1Cp, * * * Cpy
p1+...+pa=p
C C ...C
P[(Py, ..., Pa) = (P1,...,Pa)] = w
0

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wroctawski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 24/27



1 /dk
Cp—#cp—p<k>: p=(d—1)k+1

— Cp*/2e%(1+ o(1))

Co= ). CpCo " Cpy
p1+...+pa=p
Cp, C, RN
P[(Py,...,Pg) = (p1,...,pg)] = 2 P___"Pd
Cp
(Yi,..., Yq_1) powstaje z (P, ..., Pg) poprzez usunigcie najwigkszej
wartosci
C - T eee T —
IPI:(Y‘] ..... Yd71) = (y1 ,,,,, Yd71 )] = dCy1 Cy2 . e C.yd71 w
D

e —C(y1+-.+Yda-1
- dCY1 C,Vz C,qu e ( )
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Planarne drzewo 3-arne Catalana
wezly wewnetrzne: 500, liscie: 1001
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Niech T, bedzie losowym drzewem z Cp,.
Lemat

IP [w T, d — 1 dzieci korzenia to liscie] > 1/e

Twierdzenie

IP[T, nie jest n-doskonate] < e~

$(T) = 17 jest p-doskonate € Span { 1s : & jest shuffle class w Cp},

(#Cp) 7 '||1 — ¢||1 = P[T, nie jest n-doskonate] < e~ P
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Ho 0

_ oy L 9u v

CRPOR SRR o
al=d o

Twierdzenie (EBP?>D?NGS?J?)
Niech F = (Fy, ..., Fn) € C[X, ..., Xn] bedzie postaci

Fi = X; — H;, H; d-jednorodne

Niech L = sup, ; . | = (d = 1)k +1

| <« 1 1 dk k—1Mk
971 = GyF @ ek )T at

Jezeli det(JF) = 1, to JH jest nilpotentna i wtedy

0| « 1 1 dk kqwk —ck
1971 =GR @R\« )T ar b xCe

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wroctawski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 27/27



