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F = (F1, . . . ,Fn) ∈ C[X1, . . . ,Xn]
n, n ∈ N

Mówimy, że F jest automorfizmem wielomianowym, jeśli istnieje
G ∈ C[X1, . . . ,Xn]n takie, że

F ◦ G = G ◦ F = X = (X1, . . . ,Xn).

Problem (Księga szkocka, problem 79, Orlicz i Mazur)
Czy jeżeli F = (F1, . . . ,Fn) jest automorfizmem wielomianowym, to czy
każdy Fj jest stopnia jeden?

Przykład

F1 = X1 + (X1 + X2)
2, F2 = X2 − (X1 + X2)

2
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Ott-Heinrich Keller Ganze Cremona-Transformationen. Monatsch.
Math. Phys. 47: 299–306, 1939
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Hipoteza (Keller, 1939)
Jeśli det(JF ) ∈ C∗, to F jest automorfizmem wielomianowym.
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n = 2: tak (Wang (1980)
n ≥ 3: problem otwarty
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Zastępujemy F przez F − F (0), więc F (0) = 0.

Zastępujemy F przez (JF (0))−1F , więc JF (0) = Idn×n.

Twierdzenie (Bass, Connell, Wright 1982)
Dla rozstrzygnięcia hipotezy o jakobianie wystarczy rozważać F postaci

Fj = Xj − Hj , j = 1, . . . , n,

gdzie Hj ∈ C[X1, . . . ,Xn] są d-jednorodne, d ∈ N.
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det (Idn×n − JH) = 1
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det (Idn×n − JH) = 1

χ(t) = det (JH − t · Idn×n) =
n

∑
k=0

(−1)k tn−k σk (JH)
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JH jest nilpotentna
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Problem
F = (F1, . . . ,Fn) ∈ C[X1,X2, . . . ,Xn]n

Fj = Xj − Hj , Hj jednorodne stopnia d , JH nilpotentna

Czy F−1 ∈ C[X1, . . . ,Xn]n?
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Definicja
Dla p ∈ N niech Cp oznacza zbiór wszystkich ukorzenionych, planarnych,
pełnych drzew d-arnych o p liściach (każdy wewnętrzny wierzchołek ma
dokładnie d dzieci).

Przykład

C1 = { }

C3 =

{ }

C5 =

 , ,


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Hj = ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
X α

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, |α| = α1 + . . . + αn, α! = α1! · · · αn!,
X α = X α1

1 X α2
2 · · ·X αn

n .

Definicja

C(j)
p = { T = (c,T ) : T ∈ Cp, c(root(T )) = j }

Przykład

1

1 22

3221

2 3 3

32 ∈ C(1)
9
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Definicja

ω(c,T ) = ∏
v∈Vint(T )

h(c(v))
κ(v)

d ! ∏
v∈Vext(T )

Xc(v) ∈ C[X1, . . . ,Xn]

κ(v) = (κ(v)j)j≤n, κ(v)j liczba dzieci v koloru j

Przykład
n = d = 3

ω


1

1 23

3322

2 3 3

32


=

h(1)
111

3!
h(1)

030

3!
h(2)

003

3!
h(2)

012

3!
X 3

2 X 6
3

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wrocławski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 11 / 27



Definicja

ω(c,T ) = ∏
v∈Vint(T )

h(c(v))
κ(v)

d ! ∏
v∈Vext(T )

Xc(v) ∈ C[X1, . . . ,Xn]

κ(v) = (κ(v)j)j≤n, κ(v)j liczba dzieci v koloru j

Przykład
n = d = 3

ω


1

1 23

3322

2 3 3

32


=

h(1)
111

3!
h(1)

030

3!
h(2)

003

3!
h(2)

012

3!
X 3

2 X 6
3

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wrocławski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 11 / 27



C(j) =
⋃

p≥1

C(j)
p

Definicja

Gj = ∑
T ∈C(j)

ω(T ) ∈ C[[X1, . . . ,Xn]]

Lemat (Singer 2000)
F ◦ G = X
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G = (G1, . . . ,Gn) ∈ C[[X1, . . . ,Xn]]
n

Lemat (Singer 2000)
F ◦ G = X

C(j) = { j } ∪
⋃

β∈[n]d


j

T1 · · · Td
: Tk ∈ C(βk )


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Hj = ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
X α, Fj = Xj − Hj
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j
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+ ∑

β∈[n]d
T1∈C(β1),...,Td∈C(βd )

ω


j

T1 . . . Td



Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wrocławski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 13 / 27



Hj = ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
X α, Fj = Xj − Hj

Gj = ∑
T ∈C(j)

ω (T ) = ω
(

j
)
+ ∑

β∈[n]d
T1∈C(β1),...,Td∈C(βd )

ω


j

T1 . . . Td



= Xj + ∑
β∈[n]d

T1∈C(β1),...,Td∈C(αd )

h(j)
κ(root)

d !
ω(T1) · · ·ω(Td )

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wrocławski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 13 / 27



Hj = ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
X α, Fj = Xj − Hj

Gj = ∑
T ∈C(j)

ω (T ) = ω
(

j
)
+ ∑

β∈[n]d
T1∈C(β1),...,Td∈C(βd )

ω


j

T1 . . . Td



= Xj + ∑
β∈[n]d

T1∈C(β1),...,Td∈C(αd )

h(j)
κ(root)

d !
ω(T1) · · ·ω(Td )

= Xj + ∑
β∈[n]d

h(j)
κ(root)

d !
Gβ1 · · ·Gβd

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wrocławski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 13 / 27



Hj = ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
X α, Fj = Xj − Hj

Gj = ∑
T ∈C(j)

ω (T ) = ω
(

j
)
+ ∑

β∈[n]d
T1∈C(β1),...,Td∈C(βd )

ω


j

T1 . . . Td



= Xj + ∑
β∈[n]d

T1∈C(β1),...,Td∈C(αd )

h(j)
κ(root)

d !
ω(T1) · · ·ω(Td )

= Xj + ∑
β∈[n]d

h(j)
κ(root)

d !
Gβ1 · · ·Gβd

= Xj + ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
Gα1

1 · · ·Gαd
d = Xj + Hj ◦ G

Piotr Dyszewski (Uniwersytet Wrocławski) Tasowanie drzew a hipoteza jakobianowa 13 / 27



ωj(T ) = ∑
c : (c,T )∈C(j)

ω(c,T )
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ωj

(
. . .

)
= ∑

β∈[n]d
ω

(
j

β1 . . . βd

)
= ∑

β∈[n]d

h(j)
κ(root)

d !
Xβ1Xβ2 · · ·Xβn

= ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
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Gj = ∑
p

∑
T∈Cp

ωj(T ) ∈ C[X1, . . . ,Xn]
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∑
T∈Cp

ωj(T ) = 0 dla dostatecznie dużych p
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ω(c,T ) = ∏
v∈Vint(T )

h(c(v))
κ(v)

d ! ∏
v∈Vext(T )

Xc(v),

Definicja
Rozważmy T ∈ Cp z wyróżnionym liściem v ∈ Vext(T ).

ωji(T , v) = ∑
c : (T ,c)∈C(j)

c(root)=j, c(v)=i

∏
u∈Vint(T )

h(c(u))
κ(u)

d ! ∏
u∈Vext(T )\{v}

Xc(u)
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∏
u∈Vint(T )

h(c(u))
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∂ωj(T )

∂Xi
= ∑

v∈Vext (T )

ωji(T , v)
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∂ωj(T )

∂Xi
= ∑

v∈Vext (T )

ωji(T , v)

ωji(T , v) = ∑
c : (T ,c)∈C(j)

c(root)=j, c(v)=i

∏
u∈Vint(T )

h(c(u))
κ(u)

d ! ∏
u∈Vext(T )\{v}

Xc(u)

Lemat
Jeśli (S, u) ≡ (T , v), to ωji(S, u) = ωji(T , v)
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∂Xi
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∂

∂Xi
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∂
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(S, u) = (T , v) =
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(S, u) = (T , v) =

(S, u)(T , v) =
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(S, u) = (T , v) =

(S, u)(T , v) =

ωji
(
(S, u)(T , v)

)
=

n

∑
k=1

ωjk (S, u)ωki(T , v)
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(S, u) = (T , v) =

(S, u)(T , v) =

ωji
(
(S, u)(T , v)

)
=

n

∑
k=1

ωjk (S, u)ωki(T , v)

ω
(
(S, u)(T , v)

)
= ω(S, u)ω(T , v)

JH2 = 9ω

  = 9ω

( )
ω

( )

= 9ω

( )
ω

( )
= 9ω

 
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Definicja
Paprocią rzędu k nazywamy produkt k grafów postaci

Przykład
Paprocie rzędu 3:
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Definicja
Paprocią rzędu k nazywamy produkt k grafów postaci

Przykład
Paprocie rzędu 3:

Jeżeli U jest paprocią rzędu n, to ωij(U) = 0 dla każdych i, j ≤ n.
Cel

∑
T∈Cp

ωj(T ) = 0

dla dostatecznie dużych p.
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T ∈ Cp i v ∈ V (T ) w odległości ≥ n od korzenia. Rozważmy ścieżkę
przodków v = vn, vn−1, . . . v0

Definicja
Shuffle class Sh(T , v) składa się ze wszystkich drzew T ′, które można
uzyskać w ten sposób
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Lemat
Dla każdego T i każdego v ∈ V (T ) w odległości ≥ n od korzenia

∑
T ′∈Sh(T ,v)

ωj(T ′) = 0

Hipoteza (o tasowaniu poddrzew)
Dla dostatecznie dużych p funkcja stała na Cp leży w

span
{

1S : S jest shuffle class w Cp

}
,

Twierdzenie
Hipoteza o tasowaniu poddrzew implikuje hipotezę o jakobianie.
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Dla dostatecznie dużych p funkcja stała na Cp leży w
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∑
T ′∈Sh(T ,v)

ωj(T ′) = 0

1 = ∑
S

λS1S (T ), T ∈ Cp
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∑
T ′∈Sh(T ,v)

ωj(T ′) = 0

1 = ∑
S

λS1S (T ), T ∈ Cp

⟨f , g⟩ = ∑
T∈Cp

f (T )g(T )
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1 = ∑
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λS1S (T ), T ∈ Cp

⟨f , g⟩ = ∑
T∈Cp

f (T )g(T )

⟨1S ,ωj⟩ = 0

0 =∑
S

λS ⟨1S ,ωj⟩ = ⟨1,ωj⟩ = ∑
T∈Cp

ωj(T )
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Hipoteza (o tasowaniu poddrzew)
Dla dostatecznie dużych p funkcja stała na Cp leży w

span
{

1S : S jest shuffle class w Cp

}
,
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Twierdzenie (EBP2D2NGS2J2)
Istnieją funkcje

ψ, ϕ ∈ span
{

1S : S jest shuffle class w Cp

}
,

takie, że

∥1 − ψ∥∞ ≤ e−C log(p)2
, ∥1 − ϕ∥1 ≤ e−Cp#Cp

dla dużych p

Definicja
Drzewo T jest n-doskonałe jeżeli zawiera scieżkę v0, . . . vn taką, że każde
z (d − 1)n rodzeństwa v0, . . . , vn−1 to liście.

Jeżeli T jest n-doskonałe, to Sh(T , vn) = {T}.
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Twierdzenie (EBP2D2NGS2J2)
Istnieją funkcje

ψ, ϕ ∈ span
{

1S : S jest shuffle class w Cp

}
,

takie, że

∥1 − ψ∥∞ ≤ e−C log(p)2
, ∥1 − ϕ∥1 ≤ e−Cp#Cp

dla dużych p

Definicja
Drzewo T jest n-doskonałe jeżeli zawiera scieżkę v0, . . . vn taką, że każde
z (d − 1)n rodzeństwa v0, . . . , vn−1 to liście.

Jeżeli T jest n-doskonałe, to Sh(T , vn) = {T}.
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cp = #Cp =
1
p

(
dk
k

)
, p = (d − 1)k + 1

= Cp−3/2eCp(1 + o(1))
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cp = #Cp =
1
p

(
dk
k

)
, p = (d − 1)k + 1

= Cp−3/2eCp(1 + o(1))

cp = ∑
p1+...+pd=p

cp1cp2 · · · cpd
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cp = #Cp =
1
p

(
dk
k

)
, p = (d − 1)k + 1

= Cp−3/2eCp(1 + o(1))

cp = ∑
p1+...+pd=p

cp1cp2 · · · cpd

P[(P1, . . . ,Pd ) = (p1, . . . , pd )] =
cp1cp2 · · · cpd

cp
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cp = #Cp =
1
p

(
dk
k

)
, p = (d − 1)k + 1

= Cp−3/2eCp(1 + o(1))

cp = ∑
p1+...+pd=p

cp1cp2 · · · cpd

P[(P1, . . . ,Pd ) = (p1, . . . , pd )] =
cp1cp2 · · · cpd

cp

(Y1, . . . ,Yd−1) powstaje z (P1, . . . ,Pd ) poprzez usunięcie największej
wartości

P[(Y1, . . . ,Yd−1) = (y1, . . . , yd−1)] = dcy1cy2 · · · cyd−1

cp−y1−...−yd−1

cp

→ dcy1cy2 · · · cyd−1e−C(y1+...+yd−1)
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Niech Tp będzie losowym drzewem z Cp.

Lemat

P [w Tp d − 1 dzieci korzenia to liście] ≥ 1/e

Twierdzenie

P[Tp nie jest n-doskonałe] ≤ e−Cp

ϕ(T ) = 1T jest p-doskonałe ∈ span
{

1S : S jest shuffle class w Cp

}
,

(#Cp)
−1∥1 − ϕ∥1 = P[Tp nie jest n-doskonałe] ≤ e−Cp
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Hj = ∑
|α|=d

h(j)
α

α!
X α, Gj = ∑

α

g(j)
α

α!
X α

Twierdzenie (EBP2D2NGS2J2)
Niech F = (F1, . . . ,Fn) ∈ C[X1, . . . ,Xn] będzie postaci

Fj = Xj − Hj , Hj d-jednorodne

Niech L = supα,j h(j)
α . |α| = (d − 1)k + 1

|g(j)
α | ≤ 1

(d !)k

1
(d − 1)k + 1

(
dk
k

)
nk−1 |α|!

α!
Lk

Jeżeli det(JF ) = 1, to JH jest nilpotentna i wtedy

|g(j)
α | ≤ 1

(d !)k

1
(d − 1)k + 1

(
dk
k

)
nk−1 |α|!

α!
Lk × Ce−ck .
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