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Wstep

Wiele proceséw pojawiajacych sie w teorii prawdopodobiefistwa oraz zasto-
sowaniach matematyki cechuje sie regeneracyjna struktura. Najprostszym
przykltadem takiego procesu jest spacer losowy, czyli suma niezaleznych,
jednakowo roztozonych zmiennych losowych. Gtéwna czes¢ wyktadu po-
Swiecona bedzie opisowi asymptotycznego zachowania takiego procesu.
Pozwoli nam to w przyszlosci bada¢ bardziej ztozone struktury.

W pierwszym rozdziale sformulujemy gléwne problemy i dokonamy
szybkiego przegladu zagadnieri poruszanych podczas reszty wyktadu. Zo-
baczymy miedzy innymi jak teoria odnowy wiaze si¢ z teoria proceséw
galazkowych.

1.1 Problem odnowy

Od teraz niech X, Xj, X ... oznacza ciag nieujemnych, stochastycznie nie-
zaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie (iid) o dystrybu-
ancie F i warto$ci oczekiwanej y, tj.

]/l:]EX:/ x F(dx).
0

Niech dodatkowo Sy bedzie nieujemna zmienna losowa niezalezna od X,
X1, X3 ... o dystrybuancie G. Definiujemy

n
S, =S5y)+ 2 X, n>1. (1.1)
k=1

Tak zdefiniowany proces stochastyczny stanowi jeden z podstawowych
obiektéw w teorii odnowy.
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Definicja 1.1

Ciag {Sn }n>0 dany przez (1.1) nazywamy strumieniem odnowy. Strumien
odnowy nazywamy opdéznionym, jezeli P[Sg > 0] > 0. W przeciwnym
wypadku {S, },>0 nazywamy czystym strumieniem odnowy.

W znakomitej wiekszosci przypadkéw skupimy sie na czystym procesie
odnowy. Bywa jednak, jak przekonamy sie w rozdziale 3, ze zmyS$Iny doboér
opdznienia Sy bardzo ulatwia analize strumienia odnowy. Zauwazmy,ze
strumient odnowy jest specjalnym przypadkiem spaceru losowego o dodat-
nich skokach X; i rozkladzie poczatkowym Sj. Ogélnymi spacerami loso-
wymi bedziemy zajmowali sie w dalszej czeSci wykladu w rozdziale ?.

Zalozenie, o znaku X pozwala na bardzo prosta interpretacje strumienia
odnowy.

Przyklad 1.2

Zal6zmy, ze mamy do dyspozycji nieskoniczona liczbe zaréwek produko-
wanych w tej samej fabryce. Mozemy przyja¢, sie czasy dziatania (czas do
przepalenia) poszczegdlnych zaréwek tworza ciag iid, powiedzmy { Xy }x>o.
Zal6zmy, ze pierwsza zaréwke instalujemy w chwili Sp = 0. W momencie
w ktérym pierwsza zaréwka sie przepala, czyli w chwili S; = Xj, ma-
giczny dozorca bezzwlocznie wymieniona przepalona zaréwke na nowa.
Kolejne zaréwki réwniez wymieniane sa bezzwlocznie. Wéwczas kolejne
momenty odnowienia systemu (przepalania sie kolejnych Zzaréwek) tworza
czysty proces odnowy {Sy },>0.

Przyklad 1.3

Zal6zmy, ze nasz zaprzyjazniony dozorca wymienia zaréwki jak w Przykla-
dzie 1.2. Przypusémy, ze odwiedzamy go w pewnym momencie. Jezeli nie
zjawimy sie dokladnie w momencie wymiany zaréwki, proces odnowieri
(wymian), ktéry obserwujemy bedzie opdZnionym procesem odnowy, w
ktérym Sp ma rozktad czasu oczekiwania od naszego przybycia do pierw-
szej wymiany.

Ponizsze pytania postuza nam za pretekst do wprowadzenia obiektéw,
ktore bedziemy badali w pierwszej czesci wyktadu.

Pytanie 1.4
Ile wynosi N(t) liczba odnowieni do czasu t > 0?

Pytanie 1.5
Co mozemy powiedzie¢ o N(t) przy t — co?
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Pytanie 1.6
Ile odnowieri miato miejsce w przedziale czasowym (s, t|?

Pytanie 1.7
W chwili t > 0 ile wynosi czas do najblizszej odnowy?

Przyjmijmy konwencje, ze w chwili Sp réwniez nastepuje odnowa. W od-
powiedzi na Pytanie 1.4, tatwo stwierdzi¢, ze

N(t) =#{n>0: S, <t} = Y Los(Sn). (1.2)
n=0

Zauwazmy, ze zmienna N(f) mozemy zapisa¢ w réownowaznej formie

N(t) =inf{n >0 : S, > t}.

Co w szczeg6lnosci oznacza, dla kazdego t > 0, N(f) jest czasem zatrzy-
mania. Rzeczywiécie, okre$lmy ciag o-ciat przez

J—‘-nZO'(SkaSn).

Zauwazmy, ze {F; },>0 tworza ciag wstepujacy, tj. F, C F,11. Wstepujacy
ciag o-ciat nazywamy filtracjq.

Fakt 1.10
Niech {S,},>0 bedzie strumieniem odnowy. Wéwczas dla kazdego t > 0,
zmienna losowa N(t) zadana przez (1.2) jest czasem zatrzymania.

Dowdd. Pozostawiamy jako Zadanie O

Aby utwierdzi¢ sie w przekonaniu, ze czasy zatrzymania sa wygodne
w analizie rozwazmy tzw. Tozsamos¢é Walda.
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Lemat 1.11 (Tozsamo$¢ Walda)
Rozwazmy czysty strumiei odnowy {S;},>0. Niech 7 bedzie czasem za-
trzymania wzgledem filtracji {F; },>0. Zalézmy, ze ET < co. Wéwczas

ES: =E = ETEX.

T
Y Xk
k=1

Dowdd. Jezeli T jest czasem zatrzymania, to
{t>k}={t<k}*={t<k—-1} € Fr_1.

W szczegblnosci zmienne losowe Xy oraz 1y sa niezalezne. Skoro
zmienne X} sa nieujemne, to z Twierdzenia Fubiniego

T
Y X

k=1

ES: =E =E

) Xkﬂ{rzn] =} E | Xilesy)]
k=1 k=1

= Y EX{P[t > k] = EX)_ P[r > k] = EXET.
k=1 k=1

O

Dla chwili £ > 0 zmienna losowa Sy ;) 0znacza czas nastepnej odnowy.
Z Lematu 1.11 wynika, ze dla czystego procesu odnowy

ESn() = EN(t)EX

oile EN(t) < co. W ten spos6b powstaje konieczno$¢ zrozumienia funkgji
t — EEN(t). Funkcja ta bedzie dla nas szczeg6lnie istotna.

Zauwazmy, ze stosujac Twierdzenie Fubiniego do (1.2) otrzymujemy

U(t) = EN(t) = f; P[S, < t]. (1.4)
n=0

Nie jest jeszcze jasne, czy szereg pojawiajacy sie po prawej stronie rGwnania
(1.4) jest zbiezny dla kazdego t > 0. Rzeczywiscie, jezeli X = 0 p.w., to
Sn = 0 p.w. dla kazdego n € N co pociaga U(t) = co. Okazuje sie, ze jest to
jedyny przypadek, w ktérym szereg definiujacy U(t) jest rozbiezny.
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Fakt 1.13
Jezeli P[X = 0] < 1, to U(t) < co dla kazdego t > 0. W szczegdlnosci
N(t) < oo p.w. dla kazdego t > 0.

Przypomnijmy, ze transformate Laplace’a nieujemnej zmiennej losowej
X definiujemy jako funkcje zmiennej u > 0 zadana wzorem

Ax(u) = Ee "X,
Woéweczas dla nieujemnych i niezaleznych zmiennych losowych X i Y mamy
Ax+y(u) = Ax(u)Ay(u).
W szczegolnosci Ag, (1) = Ag,(u)Ax(u)". (Zadanie )

Dowéd Faktu 1.13. Niech u > 0. Skoro P[X = 0] < 1, to Ax(u#) < 1. Na
mocy nieréwnosci Czebyszewa

(e o]

- = 3 etu e_uS" = M
U(t) = EN(t) _n;lP[sn <t < n;) E =1 A .

O

Skoro wiemy, ze EN(f) < oo, to mozemy sformutowa¢ zapowiedziany
juz wczeéniej wniosek.

Whniosek 1.14
Dla czystego strumienia odnowy

ESn() = EN(HEX, t>0.

PrzejdZmy teraz do opisu procesu odnowy dla duzych wartosci t. Po-
nizsze twierdzenie stanowiace prawo wielkich liczb dla procesu {N(f) };>0
odpowiada na Pytanie 1.5.

Dowdéd. Zauwazmy, ze N(t) — oo p.w. przy t — oo. Dodatkowo, na mocy
mocnego prawa wielkich liczb 57" — 4 p.w. Zauwazmy, ze ostatnia zbiez-
no$¢ ma réwniez miejsce wzdiuz dowolnego podciagu uciskajacego do +co.

Zatem

N(t) -
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Mamy réwniez

Sni-1 << Snp
a co za tym idzie

SN(t-1 t Sn(  N(t)
N(t)t—l SNH-1° N(tt) NGE

Teza wynika z twierdzenia o trzech ciagach. O

Udowodnione wtasnie twierdzenie méwi, ze N(t) jest rtéwne w przybli-
zeniu ﬁ W tym momencie mozna zada¢ pytanie o blad tego przyblizenia i
o to, czy zawiera on losowe fluktuacje. Innymi stowy, czy zachodzi twier-
dzenie graniczne. Przykladowo, czy w sytuacji gdy EX? < oo zachodzi
zbiezno$¢ wedtug rozkladu

N(t) -5
K
———= = N(0,
= N0
dla pewnej ¢ > 0? Okazuje sie, ze odpowiedZ na to pytanie jest juz w
naszym zasiegu. Wymaga ona jednak sporo pracy. Chcac utrzymacé lekki
charakter tego rozdziatu odlozymy twierdzenie graniczne dla {N(t)};>o
do rozdzialu ? .

Odpowiadajac na Pytanie 1.6 stwierdzamy, ze liczba odnowienr w prze-
dziale czasowym (s, t] dla s < t wynosi

(ee]

N(s,t] = N(t) — N(s) = ;) L5, (Sn)-

Zauwazmy, ze powyzsza definicja zmiennej losowej N (s, t| automatycznie
uogolnia sie do borelowskiego A C [0, +c0) wzorem

[ee]

N(A) = Y 1a(S0) = 3 ds, (A). 15)
n=0

n=0

Tutaj N ma podwdjny charakter. Dla kazdego borelowskiego A, N(A)
jest zmienna losowa. Dodatkowo dla kazdej ustalonej w € Q, Ny () =
Y1095, (w)(*) jest miara na o-ciele zbioréw borelowskich na prostej. Takie
odwzorowania nazywamy miarami losowymi.

Definicja 1.16
Miare losowa N zadana przez (1.5) nazywamy procesem czasu przebywa-
nia.
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Zauwazmy, ze dla nieujemnej funkeji f: R — [0, +00) catka wzgledem
miary N dana jest poprzez

/fx)Ndx ZfSn

W praktyce czesto bedziemy spotykali sie ze $rednia z powyzej calki, czyli
Z wyrazeniem

E| [ f0N@0)| = Y EIfS)

Jest to catka z f wzgledem usrednionej miary N, ktéra nazywamy miara
odnowy.

Podobnie jak w przypadku procesu czasu przebywania, dla nieujemnej
funkgji f: R — [0, +-o0) catka wzgledem miary U dana jest poprzez

[ foutax) ZIEf Su).

Miara odnowy pomoze nam udzieli¢ odpow1edz1 na Pytanie 1.7. W chwili
t > 0, czasem do najblizszej odnowy jest pozostaty czas oczekiwania dany, dla
t > 0 przez

Sngy — t (1.7)
Co potrafimy powiedzie¢ o rozkladzie zmiennej Sy(;) — #? Dla x,t > 0
mamy

IP[SN(t) —t>x] = Z]P[Sk >t+x, N(t) =k
k=1

k=1

=) P[Sk>x+t Siq <]

k=1
=Y P[Si_1+Xp >x+1t, S q < 1.
k=1
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Niech fy(s) = P[X > x + s]. Wowczas

P[Sne —t > ] ZlEfx (t—Sn) 1y (S /fx (t=y)1py(y) U(dy)
_/ fx t_ )
OtrzymalisSmy
PlSi —t>x]= [ felt—y) Uldy) (1.9

Okazuje sie, ze dokladne wyznaczenie wartosci catki moze by¢ klopotliwe,
a otrzymana wielko$¢ moze by¢ ciezka do zinterpretowania. Opis asymp-
totyczny okaze sie tutaj o wiele prostszy do uzyskania i zinterpretowania.
Jakiego zachowania spodziewamy sie po prawej stronie powyzszego row-
nania przy t — o0? fy(t) — 0 przy t — oo, wiec fy(t —y) dla ,malych
wartosci y” bedzie zaniedbywane. Najistotniejsze bedzie zachowanie miary
U(dy) dla duzych wartosci y. Udowodnione przed chwila Twierdzenie 2?
sugeruje, ze gdy t — oo,

U g [NO) 1

t t U

Dokladny dowdéd wymaga jednak subtelniejszej analizy niz ta zaprezen-
towana do tej pory. W nastepnym rozdziale zaprezentujemy dowdd po-
wyzszej zbieznosci. Wszystko wskazuje na to, ze funkcja U asymptotycznie
zachowuje sie jak funkgja liniowa. Mozna bowiem pokaza¢, co uczynimy w
rozdziale 3, Ze przy pewnym technicznym zalozeniu na rozktad F,

Ukt +h) = U(E+ h) — U() ~ Z f s oo

Zatem miara U (dy) dla duzych wartosci y powinna przypomina¢ miare Le-
besgue’a. Ta nieformalna dyskusja sugeruje, ze przy pewnym technicznym
zatozeniu na rozktad F,

1 1
/[O,t] fx(t —y) U(dy) = ﬁ /[O,t] fx(t—y)dy =~ ﬁ /fx(y) dy

Powyzsza argumentacja zostanie uscislona w rozdziale czwartym w postaci
kluczowego twierdzenia o odnowie. Wtedy tez formalnie uzasadnimy, ze

1 o0
PlSy —t > 2] ~ ﬁ/x P[X > y]dy =1 — F(x).

Rozklad F; zadany przez

Fi(x) = %/;H’[X > yldy

nazywamy rozkladem resztowym rozkladu F.
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1.2 Proces Poissona

Skupimy sie teraz na bardzo waznym przykladzie procesu odnowy. Za-
16zmy, ze {S; },>0 jest opdznionym procesem odnowy w ktérym Sy oraz X
maja rozklad wykladniczy z parametrem 6 > 0, t.j. dystrybuanty F i G sa
dane przez
G(x)=F(x)=1-¢%, x>0.

Wéwczas F i G sa absolutnie ciagle z gestoscia f(x) = e~ 1g,0) (x). Do~
datkowo y = EX = }. Rozklad wyktadniczy posiada wtasnos¢ braku pa-
mieci. Jest to gtéwny powdd, dla ktérego ten rozklad jest szczegdlnie istotny
w teorii odnowy. Dokladniej, dla s, t > 0

PX>t+s|X >s] =P[X > t].

Powyzsza rownos¢ tatwo sprawdzi¢ zauwazajac, ze P[X >t+s,X >s] =
P[X > t+s] oraz P[X > t] = e %. Pierwsza jawna korzyscia z zalozenia
przyjetego na rozklad X jest to, Zze znane sa dokfadnie rozklady S, dla
kazdego n.

Fakt 1.18

Zatozmy, ze Sy oraz X maja rozklad wykladniczy z parametrem 6 > 0.
Woéwczas S, ma tzw. rozklad Erlanga, czyli rozklad o gestosci zadanej wzo-
rem

gn+1l,mn B
fn(x) = - o x>0
Dowdéd. Dowéd indukcyjny pozostawiamy jako zadanie . O

Okazuje sie, ze korzystajac z powyzszego faktu w tatwy sposéb mozna
wyznaczy¢ rozklad zmiennej N(t). Na poczatek nalezy zauwazy¢, ze

{N(t) =0} = {So > t}.
W takim wypadku
P[N(t) = 0] = P[X > t] = €.

Dla n > 1 mamy
{N(t) =n} ={S,_1 <t < S}

Zatem, warunkujac wzgledem S,,_; otrzymujemy dla kazdego t > 0,
t
P[N(t) = n] = P[Sp_1 <t < Sp_1 + Xn] = /0 P[X, +x > t]fu_1(x) dx

t pn,n—1 n
_ e—@t/ e iy
0o (mn—1)! n!
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Zauwazmy, ze w tym przypadku miara odnowy jest proporcjonalna do
miary Lebesguea. Dokladniej

U(t 4+ ) = U(E+ k) — U(E) = % —6h, th>0.
Dla nieujemnej f: R — RR,

[ feu = [~ ) dx. (1.9)

1.3 Przerywnik analityczny

Przypomnijmy, ze kazda dystrybuanta F w jednoznaczny sposéb wyzna-
cza rozklad prawdopodobiefistwa na IR, ktéry réwniez bedziemy oznaczali
przez F. Wéwczas F(s,t| = F(t) — F(s). Podobna uwaga tyczy sie funkgji
niemalejacych. Dokladniej, jezeli H: R — [0, +00) jest funkcja niemalejaca
i prawostronnie ciagla, to w jednoznaczny sposéb wyznacza miare, ktéra
réwniez bedziemy oznaczali przez H, dla ktorej

H(s,t] = H(t) — H(s), s<t.

Przyklad 1.21

Zauwazmy, ze funkcja odnowy U jest niemalejaca. Prawostronna ciaglos¢
wynika z prawostronnej ciaglosci i monotonicznosci N(t). Zauwazmy,
ze miara generowana przez funkcje odnowy U jest miara odnowy dana
przez (1.6).
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Przyklad 1.23
Niech f bedzie funkcja nieujemna. Zauwazmy, ze

FrE(t) = /f(t %) F(dx) = Ef(t — X).

Przyklad 1.24
Uzyskany przez nas wczesniej wzor (1.8),

PlSy —t > 1] = /[O S PIX > x+ =yl udy)
réwniez zapisuje sie w notacji splotu jako
P[Syq — ¢ > x] = /[Ot] P[X > x+t —y] U(dy) = fo* U(t)

gdzie fx(s) = P[X > x + 5|1}y 10 ()

Dla dystrybuant H i D okreslamy ich splot poprzez

Hx*D(x) = /]R H(x —vy) D(dy). (1.10)

Catke pojawiajaca sie w definicji splotu (1.10) nalezy interpretowac jako
catke z funkgji H(x — ) wzgledem miary D. Zauwazmy, ze jezeli Z i Y sa
niezalezne o dystrybuantach H i D odpowiednio. to zmienna losowa X + Y
ma dystrybuante H * D.

Przez F*" oznacza¢ bedziemy n-krotny splot dystrybuanty F ze soba,
f. F*0 = 1y o0, F*1(t) = F(t) oraz F*("TD(t) = F*" « F(t). Wéwczas dla
kazdego n, F*" jest dystrybuanta (rozkladem) zmiennej S,,.

Przyklad 1.25
Rozwazmy czysty proces odnowy. Wéwczas dla kazdego t > 0

o0

u(t) = iOIP[Sn <f=Y F(r).

n=0
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1.4 Procesy galazkowe

Przejdziemy teraz do pierwszego zastosowania, ktére na pierwszy rzut oka
moze wydac sie zaskakujace. Teoria odnowy skupia sie na badaniu wtasno-
Sci spaceréw losowych, ktoére charakteryzuja sie liniowym wzrostem. Oka-
zuje sie, ze teorie te mozna zastosowac¢ do proceséw gatazkowych, ktére
charakteryzuja sie¢ wzrostem wyktadniczym.

Rozwazmy populacje komoérek, ktorych czasy zycia sa niezalezne ze
standardowym rozkladem wyktadniczym (6 = 1). Kazda komérka, na ko-
niec swego zycia (niezaleznie od czasu zycia) dzieli sie na dwie nowe z
prawdopodobienistwem p € (0,1) lub umiera z prawdopodobieristwem
1 — p. Zatézmy, ze w chwili t = 0 populacja skiada sie z jednej komoérki,
ktoérej czas zycia wynosi T. Oznaczmy przez Y liczbe potomstwa pierw-
szej komorki. Wowcezas P[Y = 2| = p oraz P[Y = 0] = 1 — p. Niech Z(¢)
oznacza liczbe komérek w populacji w chwili t > 0. Wéwecezas

Z(t) = Lrsny + Lranbyy=y (Zi(E = T) + Zo(t = T)),

gdzie Z;(t — T) oznacza rozmiar podpopulacji zapoczatkowanej przez i-
tego potomka pierwszej komorki, ktéry narodzit sie w chwili T. Nasz mo-
del zaklada, ze {Z;(t) }+>0 sa wzajemnie niezaleznymi procesami o tym sa-
mym rozktadzie co {Z(t) };>0 ktére sa dodatkowo niezalezne od (T,Y).

Niech M(t) =EZ(t)dlat > 0i M(t) = 0dlat < 0. Mamy dla kazdego
t>0,

M(t) =P[T > t] + Elr<2pM(t — T)
t
=e 4 / 2pM(t —s)e °ds
0

=t —i—/ M(t —5)2pe "1y +o0)(s)ds
R

Jezeli oznaczymy G(t) = e "1y ) (t) oraz Q(ds) = 2pe~®1 o) (s)ds, to
otrzymane réwnanie przyjmuje postac

M(t) = G(t) + M * Q(¢).

Réwnanie tej postaci w teorii odnowy nosi nazwe réwnania odnowy. Za-
uwazmy, ze miara Q w og6lnosci nie jest probabilistyczna, poniewaz

QR) = [ 2pe 1)y (5)ds = 2p.
Uzyjemy techniki zamiany miary. Dla dowolnej « € R mamy it > 0,

e M(t) = et 170 4 /Re"‘(t_S)M(t —5)2pe V51 | (s)ds
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co moze by¢ zapisane w skréconej formie jako
M, (t) = Ga(t) + M * Qu(t), (1.11)

gdzie My(t) = e“M(t), Go(t) = e*G(t) i Qu(ds) = 2pes(1*"‘)]l[0,+oo)(s)ds
dla t > 0. Dla « = 1 — 2p miara Q, staje si¢ probabilistyczna

C1l—u

Q«(R) = /OO 2pe* 1= ds = 2p 1.
0

Zauwazmy, ze wowczas Q, (dt) = Zpe_zf’tﬂ[ol +oo0)dt staje sie rozkladem wy-
kladniczym z parametrem 6 = 2p.

Zat6zmy, ze Sg, X1, X», ... maja rozklad wykladniczy z parametrem 6 =
2p. Wéwczas (1.11), zgodnie z Przykladem 1.23, przyjmuje postaé

Iteracja powyzszego rownania daje

M, (t) = Gu(t) + EMg(t — Sp)
= G,x(t) + IEG,X(i’ — 50) + ]EMa(t — 51)
= G,X(t) + ]EG,X(t — 51) —i—]EG,X(t — 52) + IEM,X(t — 53)
n—1

= Ga(t) + ) EGu(t — Sx) + EMy(t — Sy)
k=0

Przypus$émy, ze pokazaliémy, ze M, jest ciagla. Wowczas dla ustalonego
t >0,
s€[0,t]

poniewaz S;; — co. Otrzymalismy dla t > 0,
Mu(t) = Ga(t) + ¥ EGa(t =50 = Galt) + 1 [ Galt =) FH(ds)
k=0 k=0

= Gult)+ Y Ga # (1) = Gu(£) + Go+ U(1)
k=0

:Ga(t)+/Ga(t—x) U(dx) = ,X(t)+2p/0 Galx — ) dx
=e 2P 4+ 2p /te_zp(t_s) d=1.
0

Ostatecznie
M(t) = PP~ >0,
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Zalozenie, ze T ma rozktad wyktadniczy bardzo utatwito analize M(t). Co
potrafimy powiedzie¢ o funkgi M(t), jezeli T ma rozktad inny niz wy-
kladniczy? Nasze argumenty beda wymagatyby odpowiednich modyfika-
¢ji. Najwiekszym problemem bylaby funkcja odnowy U. Jezeli X nie ma
rozkladu wykladniczego, to jawna posta¢ U nie musi by¢ znana, wobec
tego dokladna warto$¢ splotu

Gax U(t) = Y EGu(t — Sk)
k=0
nie jest znana. Jak przekonamy sie w rozdziale 4, znane jest zachowanie
asymptotyczne

G % U(t) ~ % [ Gutwyax

1.5 Zadania

Zadanie 1.1
Zal6zmy, ze P[X = 0] € (0,1). Naszkicuj wykres funkgji t — N(t).

Zadanie 1.2
Pokaz, ze dla kazdego t > 0, zmienna losowa N(t) zadana przez (1.2) jest
czasem zatrzymania.

Zadanie 1.3
Pokaz, ze dla dystrybuant Fi G, F* G = G * F.

Zadanie 1.4
Pokaz, ze
1
Uit) < ——, t>0.
()—Pm>ﬂ =
Zadanie 1.5

Oblicz f[o,t] P[X >t — x] U(dx).

Zadanie 1.6
Zauwaz, ze dla nieujemnych i niezaleznych zmiennych losowych X i Y
mamy

Ax+y(u) = Ax(u))\y(u).

W szczegolnosei Ag, (1) = Ag,(u)Ax(u)".
Zadanie 1.7

Pokaz, ze jezeli F jest dystrybuanta rozktadu wykladniczego z parametrem
6 > 0, to X ma wlasno$é braku pamieci, tj. dlas,t > 0

PX>t+s|X >s]=P[X > t].
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Zadanie 1.8
Zat6zmy, ze F jest dystrybuanta rozkladu wyktadniczego. Wyznacz rozktad
resztowy F.

Zadanie 1.9
Zal6zmy, ze X ma rozklad wyktadniczy. Pokaz, ze

Zadanie 1.10
Pokaz, ze

d
XNy 2 X,
tj. P[Xy() > x] > P[X > x] dla kazdego x.

Zadanie 1.11
Znajdz reprezentacje catkowa dystrybuanty zmiennej losowej

XN

Jaka przyjmuje ona posta¢, gdy X ma rozktad wyktadniczy?

Zadanie 1.12
Pokaz, ze jezeli F jest dystrybuanta rozktadu wyktadniczego z parametrem
8 >0aSy =0, to S, ma tzw. rozklad Erlanga, czyli rozklad o gestosci
zadanej wzorem
B o" xnfl oy -0
fulx) = (n—l)!e r X E

Zadanie 1.13
Zat6zmy, ze dla kazdego t > 0, zmienna losowa N(t) ma rozktad Poissona
z parametrem 0t. Pokaz, ze X ma rozklad wykladniczy z parametrem 6.

Zadanie 1.14

Zat6zmy, ze X ma rozklad wykladniczy z parametrem 6 > 0 a Sp = 0.

Pokaz, ze

1. N*(0) = 0.

2. Dla kazdych t,s > 0, N*(t +s) — N*(s) jest niezalezne od o(N*(u) :
u <s).

CN*(F45) = N*(1) £ N*(s).

4. Funkgja t — N*(t) jest prawostronnie ciagta z prawdopodobieristwem

jeden.

(S8]
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Zadanie 1.15
Niech Ax bedzie transformata Laplace’a zmiennej X. Pokaz, ze transfor-
mata Laplace’a miary odnowy wynosi

As, (1)

TX(S), s > 0.

/ e * U(dx) = Ag, (1) +
[0,+00)

Zadanie 1.16
Niech dla pewnej A > 0, P[X < x] =1 — (1 — Ax)e~** dla x > 0. Pokaz, ze
U(x)=1+4x—11—-e?) dlax>0.

Zadanie 1.17
Zat6zmy, ze X ma rozklad o gestosci

3,2
A°x Ax

f(x) = f3(x) = —e, x2 0.
(Zauwaz, ze jest to gestoé¢ z Zadania 1.12). Pokaz, ze

u(t):1+“3_1 le {——At}(cos(im) ? (*/7g

At))

Zadanie 1.18
Zat6zmy, ze X ma rozklad gamma o gestosci

fo) = e, x>
gdzie A > 0. Pokaz, ze
5 Ve M e Suett p

Zadanie 1.19

Zat6zmy, ze X ma rozklad o gestosci f Pokai ze funkcja odnowy U jest
absolutnie ciagta na (0, +o0), tj. U(¢) )+ fo x) dx dla pewnej mie-
rzalnej, nieujemnej funkgcji v. Wyznacz v.

Zadanie 1.20
Zatézmy, ze P[X > t] = pe M +ge " dlat,p,g > 0,p+q=1oraz A,y > 0.
Pokaz, ze funkcja v z Zadania 1.19 ma postac

_~)2
v(x) _ A/\’)’ pqg\/\ r)/) e—(q/\—i—p’y)x’ x> 0.
qr + py qr +py

WsKAZOWKA : uzyj transformaty Laplace’a.
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Zadanie 1.21
Zatézmy, ze X ma taki sam rozklad co zmienna N~2, gdzie N jest zmienna
losowa o rozkladzie normalnym ze $rednia 0 i wariancja 2, tj. X ma gestosc¢

1 e 1/(4x)

fx) = mw,

x > 0.

Pokaz, ze funkcja v z Zadania 1.19 ma postaé

_ 1 - —nz/(4x)
U(X)—anlne , x > 0.

Zadanie 1.22
Zat6zmy, ze P[X = 0] < 1 oraz a > 0. Rozwazmy

V() = Y e[S, < ).
n=0

Pokaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

e Szereg definiujacy V(t) jest zbiezny dla kazdego ¢t > 0;
e Szereg definiujacy V(f) jest zbiezny dla pewnego t > 0;
e ¢P[X =0] <1

Wywnioskuj, ze Ee™ () < oo wtedy i tylko wtedy, gdy eP[X = 0] < 1. W
szczegoblnosci EN(#)P < oo dla kazdego p > 0.

Zadanie 1.23

Twierdzenie ?? jest czasami nazywane mocnym prawem wielkich liczb dla
procesu {N(f) }+>0. Pokaz, ze zachodzi tez centralne twierdzenie graniczne.
Jezeli 02 = Var(X) < oo, to

N(t) —u~'t
Tl

= N(0,1).
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Funkcja odnowy

W tym rozdziale skupimy sie na opisie wlasnosci funkcji odnowy U. Po
udowodnieniu tak zwanego elementarnego twierdzenia o odnowie zoba-
czymy podstawowe nieréwnosci zwiazane z funkcja U, jak miedzy innymi
jej podaddytywnos¢. Na koniec zobaczymy pierwsze zastosowania.

2.1 Asymptotyka

W poprzednim rozdziale agitowali$my, ze skoro N(t) ~ ﬁ, gdzie u = E[X],

oraz U(t) = E[N(t)], to U powinna spelnia¢ takie samo oszacowanie. Za-
prezentujemy teraz dokladny dowdd tego faktu.

Dowdd. Dolne ograniczenie wynika z Lematu Fatou

1iminf@ >E {hminf@} _1

t—ro00 t—o0 "u )

Pozostaje wiec uzyska¢ odpowiednie oszacowanie gérne. WeZmy dowolne
M > 01irozwazmy zmienne

xM—xaMm, xM=ox.aM si™=o,

gdzie x A y = min{x, y}. Niech

sM =y~ xM),
k=1
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Woéwczas {SglM)} 0 jest czystym strumieniem odnowy takim, ze S,(qM) <
n

S, dla kazdego n. ]gZeli S,(qM) ma krétsze kroki niz {S,, to potrze-
& >0 n>0 P

buje zrobi¢ ich wiecej, zeby opusci¢ przedziat [0, t]. Innymi stowy

N = 3" 10 ($8") = N(1)
n=0
a co za tym idzie
U(t) < ENM(p).
Powolujac sie na Tozsamos$¢ Walda (Lemat 1.11) otrzymujemy

(M)

M M) (1) —

EXMENM) (£) = ES i <t+M,

gdzie nieréwnosé¢ wynika z S;\%\)A) ) < t + M. Ostatecznie
t+M
<ENM)(t) < :
U(t) < ENY(t) < Ex () (2.1)
co daje
Uu(t) 1

lim su < .
ol t ~ EXM

Przechodzac teraz M — oo i korzystajac z twierdzenia o zbiezno$ci mono-
tonicznej otrzymujemy EX M) 5 u, O

Analiza dowodu Twierdzenia 2.1 pozwala nam wywnioskowac oszaco-
wania z gory i z dotu na funkcje U.

Whiosek 2.2 (Nieréwno$¢ Eriksona)
Rozwazmy czysty strumieri odnowy {S;, },>¢. Dlat >0

gdzie

t
m(t) = EX") = EX At = / P[X > y] dy.
0

Dowdd. Zauwazmy, ze dla M = t nier6wnos¢ (2.1) przyjmuje posta¢ U(t) <
%. Pozostaje wiec uzasadni¢ dolne szacowanie na U(t). Niech M =t + ¢
dla pewnego ¢ > 0. Zauwazmy, ze

N(t) = NI (1) = NM) (),
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Mozemy zatem napisac

U(t) = EN(t) = EN"9(¢) = ENM)(¢)
(M)
NM)(f) t t

ES
T TmM) T mM) m(tte)

Przechodzac do granicy przy ¢ — 0 otrzymujemy dolne oszacowanie. [

Nieréwnosci Eriksona sa wyjatkowo przydatne w przypadku, gdy p =
E[X] = oo. Wowczas U(t) < tE[X At]. Kolejna przydatna wlasnoscia funkji
U jest jej podaddytywnos¢. Do jej wykazania potrzebne nam beda dwa
lematy.

Lemat 2.3 (Mocna wtasnos¢ Markowa dla {S, },>0)

Rozwazmy czysty strumien odnowy {S; },>0. Dla kazdego ustalonego t >
0 ciag {S,+n(t) — Sn(t) fn>0 ma ten sam rozkiad co {S, },>0 ijest niezalezny
od N(t).

Dowdd. Dwa ciagi zmiennych losowych maja taki sam rozklad wtedy i tylko
wtedy, gdy maja takie same rozklady skoriczenie wymiarowe. Wystarczy
zatem sprawdzi¢, ze

PIN(t) =1, Styng — Snery € At - Siyn — S € 4jl
= I[)[N(t) = i]]P[Sl € A, ,S] € A]]

Wynika to z nastepujacych réwnosci

PIN(t) =i, Siin@ — SN € A1 -+ Sjene) — SNy € 4Aj

jHi
=P [N(t) =i, Xj1 € A1, ..., ), Xk €A
k=i+1
jHi
=P[N(t) =i]P | Xjy1 € Ay, ..., ) Xp € A;
k=i+1

:]P[N(t) = i]]P[Sl € A,.. .,S]' € A]],
gdzie w drugiej rownosci skorzystaliémy z niezaleznosci zdarzenia
{N(t) =i} ={S;1 <t S5 >t}
oraz tego, ze

j+i
d
(Xi+1/Xi+1+Xi+2/---/ Y. Xk) = (51,52,---5j).
k=i+1
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Lemat 2.4 (Stochastyczna podaddytywnos¢ {N(t) }+>0)
Dla czystego procesu odnowy i ustalonych s, t > 0 mamy

N(t+s) < N(t) + N;(s), (2.2)

gdzie N{(s) jest pewna zmienna niezalezna od N(t) o takim samym rozkta-
dzie co zmienna N(s).

Dowéd. Mamy
N(s+1t) = N[0,t +s] = N[0,t] + N(t,t+5s],
gdzie

[e0]

o
N(t,t+s] = ]1”+S Z 1tt+s Z ILSN f+S] Sn)

n

IN

i 1 ]( n): Z 1[0,5}(511—51\]“)) = Nt/(s).

n:N(t n=N(t)

Druga réwnos¢ wynika z faktu, ze dla k < N(t), Sy < t co pociaga za soba
Sk & (t,t + s]. Druga wynika z tego, ze w przedziale (t, Sy(;)) nie moze by¢
zadnej odnowy. Nier6wnoé¢ wynika z tego, ze Sy ;) > t. Rozklady Nj(s)
oraz N(s) pokrywaja sie na mocy Lematu 2.3. O

Whniosek 2.5
Dla czystego procesu odnowy funkcja odnowy U jest podaddytywna, tj. dla
t,s > 0 zachodzi

U(t+s) < U(t)+ U(s).

2.2 Zastosowanie: model Cramera-Lundberga

Rozwazmy problem budzetu firmy ubezpieczeniowej, ktérej kapitat poczat-
kowy wynosi R(0) = u > 0. Firma w sposob ciagly otrzymuje zyski ze
sktadek ubezpieczeniowych z intensywnoscia ¢ > 0. Dodatkowo w chwi-
lach op6znionego strumienia odnowy {S, },>0 (So 2 X) wyptaca naleznosci
z ubezpieczen. Zakladamy, ze k-ta naleznos¢ wynosi Yy a zmienne {Yj }x>o
tworza cia iid niezalezny od {S, },>0. Wéwczas kapitat sp6tki ubezpiecze-
niowej w chwili t > 0 zadaje sie jako

R(t) =u+ct— ZYk

Centralnym obiektem zainteresowania jest prawdopodobieristwo ruiny, ktéra
zachodzi w momencie
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A=inf{t >0 : R(t) < 0}.

Na poczatek sprawdzimy jak wartosci ¢, y i E[Y] wptywaja na prawdopo-
dobiefistwo zajécia ruiny, czyli

P[A < co].
Zauwazmy, ze

N(t)
Ejn]:u+a—Ewmﬂﬂ+D.
k=0

E[R(t)] =u+ct—E

Ostatnia réwno$¢ wynika z niezaleznosci zmiennej N(f) i ciagu { Y }x>0

N(t)

Y Y

k=0

E =E

Yﬂww4
k=0

W szczegolnosci

i EROL__ED]
t—o0 t U

co z kolei oznacza, ze dla ¢ < @, P[A < oo] = 1. Postepujac jak w

dowodzie Twierdzenia 1.15 mozna udowodni¢ zbieznos¢ punktowa

Fakt 2.6
Zat6zmy, ze E[Y] < co i P[X > 0] > 0. Wéwczas

Dowdd. Pozostawiamy jako zadanie ?. O

W sytuacji, gdy ¢ > # odpowiedZ o prawdopodobiefistwo ruiny nie
jest taka prosta. Wrécimy do tego pytania w dalszej czesci wykladu. Za-

uwazmy jednak na koniec, ze

P[A < o] = P

N(#)
sup Z Y —ct>u
t>0 k=0

=P

n
=P supZYk—ch>u

n>1 k=1

n
supZYk—cSn > u
n>0 k=0

Problem wiec sprowadza si¢ do zrozumienia trajektorii spaceréw losowych.
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2.3 Zadania

Zadanie 2.1

Niech a > 0 oraz N(t) = #{n > 0 : S, < t}. Bez odwotywania sie do
mocnego prawa wielkich liczb pokaz, ze jezeli lim;_,o t !N (t) = a p.w. to
lim, o™ 1S, =a~ ! pw.

Zadanie 2.2
Zatézmy, ze EX? < co. Pokaz, ze

.1t EX?
tli}r?o il Syz) —zdz = o p.w.
Zadanie 2.3

Zat6zmy, ze EX? < o0. Pokaz, ze

o1t E(X —x)*
tlggo?/o L{s, ) -z>x) 42 = T p-10-
Zadanie 2.4

Niech ¢ > 0. Pokaz, ze

}Eﬁ‘o tC(v(t+1)—v(t) =0 pw.

Zadanie 2.5
Pokaz, ze

Zadanie 2.6
Pokaz, ze funkcja U*(t) = EN(t) jest nadaddytywna, czyli dla t,s > 0
zachodzi

Ur(t+s) > U*(t) + U*(s).

Zadanie 2.7
Zat6zmy, ze rozklad X jest arytmetyczny o skoku 1. Zat6zmy, ze

Sl/(t) - t = W,

dla pewnej zmiennej losowej W. Pokaz, ze rozklad W jest arytmetyczny o
skoku 1. W szczego6lnosci rozklad W nie moze by¢ ciagly.

Zadanie 2.8
Pokaz, ze dla kazdego p > 0 rodzina zmiennych losowych (t~Fv(f)P);>1
jest jednostajnie catkowalna, tj.
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lim sup Bt Pv(t)PL-pyppspy = 0.
n—eo ;g

Wywnioskuj, ze

p
lim Ev(t) _ 1 .
t—oo P Hp






3
Twierdzenie Blackwella

W tym rozdziale udowodnimy najwazniejsze twierdzenie catego wykiadu.
Jego konsekwencje beda widoczne w kazdym zastosowaniu teorii odnowy.

To twierdzenie méwi, ze dla rozktadéw niearytmetycznych miara od-
nowy U(dx) w nieskoriczono$ci przypomina miare Lebesguea przemno-
Zzona przez stala % Najpierw wyjasnimy czym sa rozklady arytmetyczne.
Nastepnie oméwimy stacjonarne procesy odnowy, ktére postuza nam do
dowodu Twierdzenia 3.1.

3.1 Stacjonarny proces odnowy

Wéréd rozkladéw dyskretnych istnieje prosta klasa, ktéra niekiedy utrud-
nia proste sformutowania twierdzen, przez konieczno$¢ wprowadzania wy-
jatkow.

Najistotniejsze twierdzenia w teorii odnowy wymagaja rozréznienia
miedzy przypadkiem X o rozkladzie arytmetycznym a X o rozkladzie nie
bedacym rozkladem arytmetycznym. To rozréznienie ma charakter czysto
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techniczny a uzyskane rezultaty sa do siebie bardzo zblizone. Wszystko
bierze sie z tego, ze dla rozkladéw arytmetycznych o skoku d > 0 funkcja
odnowy U(t) jest stata na odcinkach postaci [kd, (k + 1)d). W szczeg6lno-
$ci miara odnowy U (dx) nie ma szans przypomina¢ miary Lebesgue’a. Ze
wzgledu na przejrzystos$¢ prezentacji skupimy sie wylacznie na rozkltadach,
ktére nie sa arytmetyczne.

Kluczem do sukcesu bedzie tutaj odpowiednia manipulacja opéZnieniem
So. Dla strumienia odnowy {S,},>0 przez {S)},>0 oznacza¢ bedziemy
jego czysta wersje, czyli czysty strumien odnowy zadany przez S) = 0 i
S% =S, — So. Zacznijmy od wyprowadzenia réwnania splotowego, ktére
spelnia funkcja odnowy U°(t) czystego strumienia {S)},>0 . Zauwazmy,
ze U%(t) = 0 dlat < 0 oraz dla t > 0 poprzez warunkowania wzgledem
wartosci Xj,

u'(f) =1+ / Ut — x) F(dx).
W skrécie mozemy zapisaé
UP(t) = 1o o) () + U F(t), teR (3.1)

Wykorzystamy U” do wyznaczenia réwnani splotowego dla U. Oznaczajac
proces odnowy czystego strumienia przez N°(t) = inf{n > 0 : S > t}
mozemy napisac
N(t) =inf{n >0 : S, > t}
=inf{n>0: 8% >t—-5} =NO(t—Sy) pw.

Przypomnijmy, ze Sy jest niezalezna od { X }(>1, wiec jest w szczeg6lnosci
niezalezna od NV. Stad

U(t) = EN(t) = EN(t — So) = E [E [N(t — S0) [So]]
—E[u(t—50)] = [ Ut~ y)Glay),

czyli w skrocie
U(t) =Uu’«G(t), teR. (3.2)

Jak méwi Twierdzenie 2.1, U(t) ~ u~'t. Okazuje sie ze mozemy tak do-
bra¢ rozklad G, aby U(t) = i Splatajac obie strony réwnania (3.1) z G
otrzymujemy

U(t) = U % G(t) = G* Ljg o) (t) + G+ U« F(t) = G(t) + U % F(t).

Podstawiajac U(t) = ﬁ, t > 0 otrzymujemy warunek na G,
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L =6+ i /(t —y)" Fdy).

Co po uproszczeniu daje

G(t) = - [t (6= )" Fldy) = Bt — (= X).
I M
—lEXAt—l/tH)[X> Jdy. (3.3)
Definicja 3.3

Jezeli F nie jest rozkladem arytmetycznym, to strumieri odnowy {S, } >0,
gdzie Sop ma rozklad o dystrybuancie G danej przez (3.3) nazywamy
stacjonarnym strumieniem odnowy. Woéwczas {N(t)};>o nazywamy sta-
cjonarnym procesem odnowy.

Wprawiony czytelnik zauwazy, ze w konstrukcji stacjonarnego procesu
odnowy nie skorzystaliémy z tego, ze rozklad F nie jest arytmetyczny. To
zalozenie wejdzie w gre dopiero przy niektérych zastosowaniach stacjonar-
nego procesu odnowy. Dla przykladu, stacjonarny proces odnowy postuzy
nam do udowodnienia zbieznosci zapowiadanej w rozdziale 1. Postawili-
$my tam hipoteze, ze przy pewnym technicznym zatozeniu na rozktad F,

1 X
(S —t < x] — ﬁ/o P[X > y] dy. (3.4)

Wspomnianym technicznym zalozeniem na rozklad F jest to, ze nie jest on
arytmetyczny:.

Jak juz wspomnieliSmy, uzyjemy stacjonarnego procesu odnowy aby
uzasadni¢ zbieznos$¢ (3.4). Okazuje sie, ze dla opdznionego procesu lewa
strona (3.4) jest stala i réwna granicy. Ttumaczy to dlaczego taki proces
nazywamy stacjonarnym.

Fakt 3.4
Niech {S; },>0 bedzie stacjonarnym procesem odnowy. Wéwczas kazdego
t>0

1 X
(S —t < %] = ﬁ/o P[X > y] dy.

Dowdéd. Dowdéd pozostawiamy jako zadanie ?. O

Stacjonarny proces odnowy moze postuzy¢ do uzyskania szacowan dla
punkcji odnowy.
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Dowdd. Zatézmy, ze {S2},>0 jest czystym strumieniem odnowy odpowia-
dajacym procesowi N°. Oznaczmy przez {S,},>0 jego stacjonarna wersje,
czyli Sg o rozkladzie (3.3) oraz S, = 52 + Sp. Niech 56 bedzie niezalezna
kopia Sp. Z podaddytywnosci funkcji U°,

Uu°(t) < BUY(t + Sh — Sp) + EU’(Sp — Sp).

Skoro, EUY(t — Sg) = U(t) = t/u, to wobec niezaleznosci Sy oraz S},

t+ S}

E [U°(t+ 5h — So)| 86] = 20

co z kolei pociaga za soba
ES), +t
EU°(t +S) — Sg) = ot
4
W analogiczny sposéb pokazujemy, ze
E
EU°(Sy — Sf) = ESo
K
Ostatecznie : 9ES
u'(t) < — + =29,
K K
Pozostaje tylko zweryfikowa¢, ze
2
ESy = l/le[X>x]dx:%.
M 2
O
Uwaga 3.6
Zauwazmy, ze nierownos$¢ w Twierdzeniu 3.5 jest rownowazna
EX?

Powyzsza forma jest czesciej spotykana w literaturze.
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Whniosek 3.7
Dla op6Znionego procesu odnowy N takiego, ze IE[X?] < co zachodzi nie-
rownos¢

t  E[X?] 1
Uu(t) < " + v Z]E[So]l{sogt}]
dla kazdego t > 0.
Dowdd. Pozostawiamy czytelnikowi jako zadanie. O

3.2 Przypadek skonczonej Sredniej

Skonstruowany w witasnie stacjonarny proces odnowy postuzy nam do do-
wodu Twierdzenia 3.1 w przypadku u < oo. Niech {S),},,>¢ bedzie nieza-
lezna kopia {S; }n>0. Przez {S) },>0 oznaczmy jego opézniona wersje, tj.

-5 4+5, n>o,
gdzie zmienna §6 jest niezalezna od S), o rozktadzie (3.3). Ustalmy dowolny
e > 0. Naszym pierwszym zadaniem bedzie znalezienie indekséw K oraz |
takich, ze |Si — Sj| < e. Doktadnie w tym miejscu potrzebujemy zatozenia,
ze F nie jest rozkladem arytmetycznym.

Lemat 3.8
Niech F bedzie rozkladem nie bedacym rozkladem arytmetycznym. Woéw-
czas, dla dowolnego ¢ > 0 istnieja czasy K oraz | taki, ze

ISk — S| <e oraz K,J<oo, pw.
Dodatkowo

Dowdd. Niech 11,1, ... oraz 1,15, .. beda zmiennymi iid, niezaleznymi
od {S,}n>0, {5, }uz0 oraz przyjmujacymi wartoéci 0 i 1 z prawdopodo-
biefistwem 1. Niech 6, = 71 + 12+ ...+ 1, oraz 0, = n} +n5+ ... + 1},
Rozwazmy spacer losowy T, = Sy, — ‘%Z' Przyrosty spaceru Tj, sa 0 z praw-
dopodobieristwem nie mniejszym niz 411 a noé$nik ich rozktadéw jest syme-
tryczny wzgledem 0 i zawiera noénik X. Jezeli wiec rozklad X nie jest aryt-
metyczny, to spacer losowy {T,},>0 bedzie nieredukowalnym faficuchem
Markowa. Skoro przyrosty { T} },>0 maja Srednia 0, to dla dowolnego € > 0,

T=inf{n >0 : |Ty| <e} <o pw.
Potézmy | = 07 oraz K = 6,. Z konstrukcji wynika, ze

ISk — S| <&, pw.
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Zdefiniujmy kolejny proces
g/ — Sn R R J=n

Innymi stowy {S), },>0 to modyfikacja {S, },>0 w ktdrej po czasie | przyro-
sty zostaly zamienione na te pochodzace z procesu op6Znionego.

Lemat 3.9
Zat6zmy, ze X jest nieujemna zmienna losowa o rozkladzie nie bedacym
rozkladem arytmetycznym. Wéwecezas

1. |S)) =S, <edlan>J;
d
2. {87} >0 = {Sn}u>o.

Dowéd. Zauwazmy, ze dla n > | mamy
Si = Sul = ISk =5/l <

na mocy konstrukcji czaséw | oraz K. Wystarczy zatem dowie$¢ druga
cze$¢ twierdzenia. Nalezy pokazaé, ze oba procesy maja takie same roz-
klady skoriczenie wymiarowe. Pokazemy, ze dla dowolnego n > 0

S = (s, sl,...,S" 4 (So, S1,---,54) =S.

3.3 Przypadek nieskoniczonej Sredniej

Na koniec tego rozdzialu zaprezentujemy dowdd Twierdzenia Blackwella
w przypadku nieskoniczonej §redniej. Zaczniemy od kilku technicznych de-
finicji i lematéw.

3.4 Zadania
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