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Celem wykladu jest wprowadzenie pojecia stabej zbieznosci miar pro-
babilistycznych w przestrzeniach metrycznych. Po zapoznaniu sie z og6lna
teoria zbadamy zbieznos¢ w przestrzeniach funkgcji ciagltych, miar punkto-
wych oraz funkgji typu cadlag. Po prezentacji tych klasycznych juz przy-
kladéw zbadamy ciagle drzewa losowe oraz modele ewolugji czasteczek z
interakcjami.

e o

Do opanowania podstaw wykladu niezbedny bedzie teoriomiarowy ra-
chunek prawdopodobienistwa oraz znajomos$¢é warunkowej wartosci ocze-
kiwanej (Rachunek prawdopodobiefistwa 1B i 2B). Poruszymy zagadnienia
takie jak:


https://sites.google.com/site/piotrdyszewski/teaching/sz2022
https://sites.google.com/site/piotrdyszewski/teaching/sz2022

v

A) Staba zbiezno$é¢: Przestrzenie metryczne, staba zbiezno$¢ na przestrze-
niach metrycznych, Twierdzenie Portmanteau, Twierdzenie Prohorowa,
ciasnosg;

B) Funkcje ciagte: Ruch Browna, Twierdzenie Donskera;

C) Miary punktowe: Funkcjonal Laplacea, konstrukcja procesu Piossona,
zbieznos¢ w v-topologii;

D) Przestrzeni Skorohoda: metryka Skorohoda, losowa zamiana czasu, teo-
ria odnowy;

F) Zastosowania: ciagle drzewa losowe, stochastyczne uklady czastek i pro-
cesy fragmentacji.

Podstawowa literatura do wyktady sa:

¢ Billingsley, P. (1968). Convergence of probability measures. John Wiley &
Sons.

® Resnick, S. I. (2007). Extreme values, regular variation, and point processes.
Springer Science & Business Media.

¢ Whitt, W. (2002). Stochastic-process limits. Springer New York, NY

* G. Miermont, Aspects of random maps

Zaliczenie ¢wiczer na podstawie dwoch sprawdzianéw pisemnych i ak-
tywno$ci w czasie zaje¢. Ocena z egzaminu na podstawie egzaminu ust-
nego.

Wroclaw, luty 2023 Piotr Dyszewski
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Wstep

Streszczenie Zaczniemy od krétkiego przegladu zagadnieni, ktére bedziemy oma-
wia¢ w trakcie wykladu. Niekiedy nasze rozumowania beda opieraty sie na heu-
rystyce, ale wszystkie podane fakty beda Scisle sformutowane i udowodnione udo-
wodnione.

Twierdzenia graniczne facza obiekty dyskretne i ciagle. Przykladowo,
z podstawowego kursu analizy wiemy, ze dla ciaglej funkcji f: [0,1] — R,

przy n — oo,
L k\ 1 1
kZ:f (E) i /0 f(x)dx. (1.1)
=1

Pozwala to miedzy innymi przybliza¢ dyskretny obiekt, ktérego wartosc
lub wlasnosci moga by¢ trudne do okreslenia, przez obiekt ciagly, ktérym
operowac jest niekiedy znacznie fatwiej. Dodatkowo dostarcza to ciagtego
kontekstu dla bytéw dyskretnych Rzeczywiscie, suma )}, f(k/n)/n moze

by¢ interpretowana jako catka fo fn(x)dx z funkdji f,, danej wzorem

Zf k/i’l [(k—1 /nk/n)( )

W szczeg6lnosci ciagly kontekst pozwala na uzycie calego dobrodziejstwa
abstrakcyjnej teorii L! do badania przer6znych wlasnosci Yp_, f(k/n)/n.

Zauwazmy na koniec, ze przytoczona przez nas zbiezno$¢ ma réw-

niez interpretacje probabilistyczna. Jezeli U, jest losowo wybrana liczba ze
zbioru {1,2,...,n}, to

£ ()’

Dodatkowo, jezeli U jest losowo wybranym punktem z odcinka (0, 1), to
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Bf(U)) = [ f(x)dx

Woéwezas zbieznosé (1.1) dla kazdej ciaglej f: [0,1] — R oznacza, ze ciag
zmiennych U, /n € [0,1] zbiega stabo do U € [0, 1].

Celem wykladu jest prezentacja podstaw stabej zbieznosci i funkcjonal-
nych twierdzeni granicznych. Interesowa¢ nas bedzie asymptotyczne zacho-
wanie elementéw losowych w przestrzeniach metrycznych. Przyjrzymy sie
teraz kilku konkretniejszym przykladom twierdzeni granicznych. Skupimy
sie na funkcjach ciagltych i drzewach losowych.

1.1 Spacery losowe i funkcje ciagle

Jednym z kluczowych zjawisk w teorii prawdopodobieristwa jest centralne

twierdzenie graniczne. Jezeli { Xy } ke jest ciagiem zmiennych iid o rozkia-

dzie P[Xy = 1] =P[Xy = —1] =1/2,todla S, = Y}_; Xy zachodzi
n~Y28, = N(0,1), (1.2)

gdzie N'(0,1) oznacza standardowy rozklad normalny. Przypomnijmy, ze

przez = oznaczamy slaba zbiezno$¢ zmiennych losowych. Doktadniej (1.2)
oznacza, ze dla kazdej ograniczonej funkcji ciaglej f: R — R, przy n — oo,

E [f (n_l/zsn)} — /]Rf(x)cb(dx), (1.3)

gdzie @ oznacza rozklad normalny, tj. miare probabilistyczna na prostej
taka, ze dla kazdego borelowskiego A,

D(A) :/A\/%exz/zdx.

Whbrew pozorom zbiezno$¢ (1.3) warto zapisaé w nieco bardziej abstrak-
cyjny sposéb. Oznaczmy rozklad zmiennej losowej n~1/2S,, przez u,, 4.

1n(A) = P [n_l/zSn € A]

dla borelowskich A. Wreszcie, dla miary probabilistycznej y na prostej oraz
ograniczonej funkgji ciagtej f: R — R bedziemy stosowa¢ oznaczenie

n(H) = [ S ().

Woéwczas (1.3) zapisuje sie jako przy n — oo,
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Hn(f) = @(f)

dla kazdej ciaglej i ograniczonej funkcji f: R — IR. Intuicyjnie oznacza to,
ze lokalnie u, przypomina ®. Funkcje f na ktérych testujemy zbieznos¢
moga postuzy¢ do wycinania lokalnego fragmentu prostej, ktéry chcemy
opisa¢. Rzeczywiscie, dla ustalonych a < b dobierajac funkcje ciagle przy-
blizajace 1, ;) widzimy, ze

b
P [a <n7125, < b} — / P(dx).
a

Klasyczne sformulowanie twierdzenia granicznego pozwala na opis lokal-
nych wiasnosci n~1/2S,,. Zastanéwmy sie teraz jak opisa¢ wtasnosci catego
ciagu (S1,S2,...,Sn). Dla ustalenia uwagi przypusémy, ze chcemy opisac
lokalne wtasnosci rozkladu

max S,

ke(n]
gdzie [n] = {1,2,...n}. Powinniémy znalez¢ jeden obiekt, ktéry bedzie
zawieratl cala informacje o ciagu (S1, Sz, ..., Sn). Jednym ze sposobow jest
rozwazenie funkcji kawatkami liniowej Y;: [0,1] — R zadanej przez

Y (t) = n" V28 4 {tnyn 2 X 0.

Innymi stowy Y;,(-) jest kawalkami liniowa i réwna n~'/25; w punkcie k/n.

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 1.1. losowa funkcja Y}, dla n = 50

Rozwazany przez nas losowy obiekt Y, jest elementem C|0, 1] przestrzeni
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funkgji ciagtych na odcinku [0, 1]. Czy Y,, widziane w ten spos6b ma granice
przy t — o0? Zauwazmy, ze dla s, t € [0,1], s < £,

Yu(t) = Yu(s) _ Sint] ~ Sus] +0

T 7 (n=12) = N(0,t —s).

Dodatkowo Yy (0) = 0, i S| — Sjps) jest niezalezne od (51,52, - -+, Signj—1)-
Funkcja graniczna dla Y, powinna mie¢ niezalezne przyrosty. Istnieje zatem
jeden kandydat na granice dla Y.

Spodziewamy sie, ze Y, bedzie zbiegato do B (co doprecyzujemy w dal-
szej czedci wykladu)
Y, = B. (1.4)

Jakie daje to informacje o max; Sx? Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze

-1/2

n max S, = max Yy (t).

ken] te0,1]

Lokalny opis rozkladu max;¢(,) Sy wynika zatem z lokalnego opisu roz-
ktadu maxY;,. Zauwazmy, ze odwzorowanie m: C[0,1] — R zadane przez
m(f) = max f jest ciagle w topologii zbieznosci jednostajnej. Spodziewamy
sie zatem, ze

-1/2

n max Sy = max Yy (t) = m(Y,) = m(B) = max B(t).

ke[n] tel0,1] t€[0,1]

Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze staba zbieznosé (1.4) odnosi sie do losowych
funkcji ciagltych. Zbieznoé¢ (1.4) méwi nam o zachowaniu calej Sciezki
(S1,S2,...,Sn) i daje nam wiecej informacji niz klasyczne centralne twier-
dzenie graniczne (1.2), ktére opisuje tylko ostatnia wartos¢ S,.
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0.6

0.8

Rysunek 1.2. losowa funkcja graniczna B

1.2 Drzewa losowe

Przypomnijmy, ze grafem G = (V, E) nazywamy pare zbioru wierzchotkéw
V i krawedzi E taka, ze

EC{{xy}:xyeV, x#y},

Graf G nazywamy drzewem, jezeli jest spdjny i nie ma cykli. W kazdym
drzewie t = (V,E) bedziemy wyrézniali korzern @ € V(t). Dodatkowo
kazdemu z wierzchotkéw bedziemy przypisywali etykiete ze zbioru

U=|JN"u{}

n=1

w taki sposob, ze jezeli x = (x1,x2,...,%,) jest rodzicem y = (y1,...,Ym) to
m=mn+1oraz x; =y, ... Xy = Yyu. Zauwazmy, ze przy ustalonym wiasnie
etykietowaniu istnieje kanoniczna reprezentacja drzewa t na plaszczyznie
(tak, aby etykiety wérdd rodzenstwa czytane od lewej do prawej tworzyly
ciag rosnacy). Od tej pory przez drzewo rozumie¢ bedziemy drzewo z ety-
kietami lub réwnowaznie rysunek drzewa na plaszczyZnie.

Niech t bedzie drzewem. Z t mozemy stowarzyszy¢ funkcje konturowa
Ct w nastepujacy sposob: Niech n = #E(t). i niech ey, ey, ...ep,—1 bedzie
ciagiem zorientowanych krawedzi obchodzacych t. Niech u; bedzie wierz-
chotkiem poczatkowym w e; oraz up, = @. Definiujemy

Ct(l) = dt(uo, ui),
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Rysunek 1.3. Przykladowe etykietowanie drzewa

gdzie ug jest korzeniem t a dy oznacza odleglos¢ w grafie t. Zauwazmy,
ze wowczas C¢ jednoznacznie wyznacza nam t. Rozszerzamy C; z liczb
{0,1,...,2n} do catego odcinka [0, 21| wzorem

Ce(s) = (1 = {s})Ce([s]) + {s}Ce([s] +1).

ChcielibySmy zrozumie¢ geometrie duzego losowego drzewa T, o n wierz-
chotkach. Jedynym ze sposob6éw jest zbadanie stowarzyszonych funkgcji
konturowych Cr, jako losowych elementéw C[0, 1].

3

#* +* -

Rysunek 1.4. drzewo i jego funkcja konturowa

Jezeli T, jest jednostajnie wylosowane sposréd drzew o n wierzchot-
kach, to ciag Cr,(k), k = 0,1,...,2n moze by¢ generowany w nastepu-
jacy sposob. Niech S, bedzie prostym, symetrycznym spacerem losowym
na Z. Wéwczas {Cr, (k)}?", ma ten sam rozktad do {S;}?", pod warun-
kiem A, = {Sx > 0, S, = 0}. Skoro Y;, = B, to spodziewamy sie, ze
(CTn(tZ”))/\/%)te[o,l] zbiegaja do B pod warunkiem {B; > 0, By = 0}.
Problem tutaj polega na tym, ze ostatnie zdarzenie ma prawdopodobieni-
stwo zero. Aby ten problem obej$¢ rozwazmy

G=sup{te€[0,1] : B=0}, D=inf{t >1: B; =0}.

Skoro By # 0 p.w. to z ciagsosci B, G < 1 < D p.w. Zdefiniujmy znormali-
zowana wycieczke ruchu Browna przez
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B _
o= Boroal
D—-G

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rysunek 1.5. losowa funkcja e

Okazuje sig, ze

CTn(Znt))
e =e=(e .
( V21 / iepon (€t)refon

Skoro Cr, jednoznacznie koduja drzewo T, to to z kolei powinno pociagac
zbieznos¢ T, w odpowiednim sensie. Zobaczymy teraz jako mozna odzy-
ska¢ T, z C,,. Ze wzgledéw technicznych tatwiej bedzie nam pracowaé ze
schodkowa wersja funkcji konturowej, ktéra niesie tyle samo informacji o
drzewie. Rozwazmy

qun

Z

oraz pseudometryke pochodzaca od ¢, dana wzorem

[(k=1)/nje/n) (t)

d (5,8) = bu(s) + Lu(t) — min ().

re[sAt,sVi]

Woéweczas dy, jest symetryczne i spelnia warunek tréjkata. Nie ma jednak
wlasnosci rozdzielania punktéw. Rozwazmy relacje rownowaznosci x ~,, v
wtedy i tylko wtedy, gdy dg, (v, ) = 0. Wéwczas dy, podniesiona do zbioru
ilorazowego [0,1]/ ~y, wzorem
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dy, ([x], [y]) = dy, (%),
gdzie [x] i [y] to klasy abstrakgji x i y. Wéwczas przestrzenie metryczne
(0,1]/ ~¢,,dg,)  oraz (T, dr,)

sa izomorficzne (tutaj korzystamy z tego, ze ¢, jest skokowa). Spodziewamy
sie, ze podobnie jak to miato miejsce dla Cr,,

b, = e

To pozwala powiedzie¢, ze

L3 B

Rysunek 1.6. ciagle drzewo losowe7,

T}’l = 7—61
gdzie 7 jest ciaglym drzewem losowym zadanym jako
7:3 — [0/ 1]/ ~es
gdzie relacja r6wnowaznosci pochodzi od pseudometryki

de(s, t) = e(s) +e(t) — re[srrgrslw] en(r).

1.3 Rekordy i miary

Przytoczymy teraz kolejne stosunkowo proste zagadnienie, ktére prowa-
dzi¢ bedzie do miar losowych, ktére z kolei okaza sie nad wyraz przydatne
w dwoch ostatnich zagadnieniach tego rozdziatu. Rozwazmy ciag niezalez-
nych zmiennych { Xy }xcy takie, ze dla pewnej a € (0, ),
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P[X; >n]=n""% mneN.

Interesuje nas zaréwno opis rekordéw tym ciagu, czyli kolejnych wartosci
w M, = maxy<, X jak i odstepy pomiedzy nimi. Chcemy tym celu bada¢
losowy podzbiér R? zadany przez {(k/n,n"1/*X;,) : k € N}. Powdd,
dla ktérego wpisalismy n~1/# okaze sie jasny podczas dowodu nastepnego
lematu. Z przyczyn technicznych wygodniej bedzie nam pracowac z miara
losowa zadana przez

A]’l = Z 5]/1/[ ® 5n—]/axj-
=1

Tak zdefiniowana A, staje sie losowym elementem M (E) przestrzeni miar
na E = [0, +00) X (0, 4-00). Kwestie okreslenia topologi na M (E) wyjasnimy
w rozdziale czwartym, Zauwazmy teraz, ze

{M,, < tn'/*} = {A,(t,00) x [0,1] = 0}.
Zauwazmy, ze dla ustalonego A C E, A,(A) jest zmienna losowa.

Lemat 1.2

Niech A = (a,b) X (c,d). Wéwczas ciag zmiennych losowych A, (A) zbiega
wedlug rozktadu do zmiennej oznaczanej przez A« (A) o rozkiadzie Pios-
sona z parametrem

d
(b— a)/ wx % ldx.
C
Dowdd. Zadanie a

W rozdziale czwartym pokazemy, ze A, = Ae W M(E). W chwili obec-
nej wiemy jedynie, ze przy zalozeniu, ze obiekt graniczny istnieje, to dla
kazdego A C E zmienna losowa A« (A) powinna mie¢ rozklad Poissona z
parametrem

/ ax % 1dxdt.
A

Rozwazmy teraz dowolne prostokaty Aj,...Ax C E. Zmienne losowe
Ax(A1),...Au(Ag) sa zalezne, ale przy przejsciu granicznym ta zaleznosc¢
znika.

Fakt 1.3
Dla dowolnych prostokatéw Ay, ... Ay oraz dowolnych naturalnych Iy, . . ., i

P | () {Au(4) =5} = J] PlAc(4) =11

1<j<n 1<j<n

Dowédd. Zadanie. O
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Widzimy, Zze losowa miara graniczna A (0 ile istnieje) jest procesem
punktowym Poissona z miara intensywnosci

AMA) = [ ax™*dxdt.
A

Stad

P[M, < tn'/%] = P[Ax([0,1]  (£,00)) = 0] — P[Axo([0,1] X (£, 00)) = 0]
—A([01]x (t00)) _ _ —a-ly dt} _
e exp { /[ 1] (10 ax X e

Zauwazmy, ze powyzsza heurystyka jest rzeczywiScie zgodna z prawda, bo
jak pokazuje bezposredni rachunek

]P[Mn < tnl/“] = (1 — ]P[X > tnl/“])" _ (1 _ t_“/n)" N e_tfvc
Miary losowe A, maja pelna informacje o ekstremach Xj, ..., X;.

Przyklad 1.5
Dla zmiennych X1, X», ... X, rozwazmy ich statystyki pozycyjne:

Xl:n S X2:n S cee Xn:n~

Dokladniej zmienne { X, } i<, to zmienne {Xj };<, uporzadkowane z kolej-
nosci rosnacej. Przykltadowo X, = maxy<, Xx. Mozna pokaza¢ (zadanie),
ze

J AMA k
]P[n_lxxn—j:n <x]— Z %e_/\(A)/

k=0
gdzie A = [0,1] x (x,00).

W rozdziale czwartym dokladnie oméwimy topologie na M(E) oraz
staba zbieznos¢ miar losowych.
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1.4 Systemy czasteczek z interakcjami

Kolejny raz rozwazmy zmienna losowa o rozkladzie
PX>nl=n"% neN.

dla pewnej &« > 0. Niech N € IN. Rozwazmy system N czastek na IN, ktéry
zmienia sie nastepujaco

(i) w chwili n = 0 wszystkie N czastek znajduje sie w punkcie 0;

(ii)w kazdej chwili n > 0 kazda z N czastek dzieli sie na dwie nowe cza-
steczki. Kazda z 2N czastek wykonuje niezalezny krok w prawo zgodnie
z rozkladem X. Powiedzmy, Ze i-ta czasteczka wykonuje krok o dtugosci
X, i dlai <2N. Wreszcie N czasteczek wysunietych najbardziej na lewo
zostaje usuniete z systemu. (w ten spos6b zostaje N czastek najbardziej
wysunietych na prawo)

Rysunek 1.7. realizacja procesu ze wspotzawodnictwem

W kazdej chwili n, w naszym systemie znajduje sie N czastek zajmujacych
pozycje

Xl(Tl) < Xz(ﬂ) o< XN(V[).
Jakie jest zachowanie Xy (n) przy n — oo? Struktura probabilistyczna po-
wyzszego systemu jest skomplikowana, wiec w analizie postuzymy sie pro-
cesem, ktory jest latwiejszy i pokazemy, ze dostatecznie dobrze przybliza
Xn(n).Dla ¢ = [log,(N)] rozwazmy proces R(n) zadany indukcyjnie przez

R(n+1) = R(m) VmaxiR(n — £) + X1}
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Fakt 1.6
Niech ¢ = [log,(N)]. Wéwczas

R(n—10) < X1(n) < Xn(n) < R(n).
Dowdd. Zadanie O

Niech A = )6, ® oz, bedzie punktowym procesem Poissona zmiara
intensywnosci dt ® p(dx), gdzie

i(x,00) = —2N/llog(1l —x~*)

Fakt 1.7
Zmienne losowe max{¢;, : f < 1/} oraz max;<py X,; maja ten sam
rozktad.
Dowdd. zadanie. 0

Powyzszy fakt sugeruje, ze proces R = {R(n)} moze by¢ kontrolowany
przez proces w czasie ciagtym. Niech funkcja R = R(t) bedzie zadany
przez

k
R(t) :max{zgti : kEN, ti S tl ti_ti—l Z 1}
i=1

Zanim zobaczymy, ze rzeczywiScie proces R zauwazmy najpierw, R jest
funkgja, ktéra jest jedynie prawostronnie ciagta. Dodatkowo
R(t) = max {R(tx—1)+ Gy}
teE[t—1,1]
Jezeli rozszerzymy definicje punktéw ¢; do wszystkich wartosci s € R wzo-
rem Cs = ) G101, (s), to powyzsza réwnos¢ zapisuje sie jako

R(t) = Srg[gff]{?%(t —s—1)+ &}

Stad proces R mozna konstruowaé w nastepujacy sposéb. Powiedzmy, ze
R(t) jest zdefiniowany dla t < n € IN. W pasku (1,1 + 1] x (0, 0) wyge-
nerujmy punkty punktowego procesu Piossona z intensywnoscia p(dx) ®
dt. Nastepnie kazdy atom (si,{s,) w pasku nalezy przesuna¢ o wektor
(0, R(t —1)). Niech teraz R (t) bedzie procesem rekordéw tak otrzymanych
punktow.

Zauwazmy wreszcie, ze R istotnie kontroluje R, ktére z kolei kontroluje
X.

Lemat 1.8
Dla kazdego t > 0,

P[R(n/t) > t] > P[R(n) > t] >P[R(n/({+1) >1t)].
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—_R(t)
—-———R(t—1])

» record points
other points

Dowdéd. Zadanie. O

SprowadziliSmy zatem problem badania maksimum i minimum w ga-
Iazkowym systemie czasteczek z interakcjami do badania zachowania pra-
wostronnie ciagtej funkcji R. W rozdziale piatym poznamy topologie w tej
przestrzeni i zajmiemy sie badaniem stabej zbieznosci w niej.



2

Przestrzenie metryczne

Streszczenie Zapoznamy sie z pojeciem slabej zbieznosci na ogélnych przestrze-
niach metrycznych. Na koniec zastosujemy zebrany aparat do badania losowych

partycji.

Zaczniemy od sformulowania pojecia stabej zbieznosci w ogélnym kon-
tekScie przestrzeni metrycznych. Przypomnijmy, Ze przestrzenia metryczna
nazywamy pare (S,p), gdzie p jest metryka na zbiorze S, tj. symetryczna
funkgja p: S x S — Ry taka, ze p(x,y) = 0 dla wtedy i tylko wtedy, gdy
x = y oraz spelniona jest nier6wno$¢ tréjkata p(x,y) < p(x,z) + p(z,y) dla
dowolnych x,y,z € S. Kula otwarta o sSrodku w punkcie x € S i promieniu
r > 0 nazywamy podzbiér S zadany przez

Bi(x) ={yeS:plxy) <r}

Zbioér U C S jest otwarty w (S, p), jezeli jest (dowolna) suma kul otwartych.
Woéwezas U C S jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € U
istnieje ry;; > 0 takie, ze B, ,(x) € U. Przypomnijmy réwniez, ze (S, p)
nazywamy o$rodkowa, jezeli istnieje przeliczalny, gesty podzbiér So C S,
tj. taki, ze dla kazdego otwartego zbioru U, So NU # @. Przez ¥ ozna-
cza¢ bedziemy o-cialo zbioréw borelowskich S, czyli o-cialo podzbioréw S
generowane przez wszystkie zbiory otwarte.

Fakt 2.1
Jezeli (S, p) jest osrodkowa, to

Y=0(Bs(x) : x€S,r>0).

Przyklad 2.2

Niech S = R z metryka euklidesowa p(x,y) = |x —y|. Wéwczas S jest
oSrodkowa ze zbiorem gestym Sp = Q. Zauwazmy, ze oznacza to, ze w
kazdej kuli B,(x) istnieje g4 € Q takie, ze dla pewnego r; € QN (0, +00),
x € B,(q) C B,(x). Oznacza to, ze kazdy zbidr otwarty w R jest przeliczalna
suma kul.
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Y=0(U: UCSotwarty) =0c((a,b) : a <b)= Bor(R).

Przypomnijmy, ze P nazywamy prawdopodobieristwem na (S, LX), jezeli
P: ¥ — [0,1] jest przeliczalnie addytywna funkcja zbioru taka, ze P[S| = 1.
Na poczatek przytoczymy techniczny, ale wyjatkowo uzyteczny fakt, ze
wartosci P sa jednoznacznie wyznaczone przez wartoSci na zbiorach do-
mknietych.

Twierdzenie 2.3

Kazda miara probabilistyczna P na (S, X) jest regularna. Dokladniej dla
kazdego A € X oraz & > 0 istnieja zbiér domkniety F C A oraz zbitr
otwarty G D A takie, ze P[G \ F] <.

Dowdd. Rozwazmy klase zbioréw A C X spelniajacych teze twierdzenia.
Dokfadniej A € A jezeli dla dowolnego ¢ > 0 istnieja zbiér domkniety
F C A oraz zbiér otwarty G DO A takie, ze P[G \ F] < e.

Pokazemy najpierw, ze A zawiera wszystkie zbiory domkniete. Ustalmy
domkniety A C S. Dla x € S rozwazmy odleglo$¢ x od A zadana przez

p(x,A) =inf{p(x,y) : y € A}.
Dla § > 0 rozwazmy é-otoczenie zbioru A zadane wzorem
A ={xeX:p(xA) <5}

Zauwazmy, ze
N A’ =cl(A) = A.
6>0

Rzeczywiscie, x ¢ Ns5=o A° wtedy i tylko wtedy, gdy x ¢ A% dla pewnej &.
Oznacza to, ze kula otwarta o Srodku w x i promieniu dy jest rozlaczna z A.
Jest to réwnoznaczne z x ¢ cl(A).

Z ciagloéci z gory P na zbiorze A, limy_,o+ P[A°] = P[A]. Jezeli wiec
obierzemy F = A oraz G = A%, to P[G \ F] = P[A? \ A] < ¢ dla dostatecz-
nie matej 6 > 0. To pokazuje, ze A € A.

Teraz pokazemy, ze A tworzy o-cialo. Klasa A jest zamknieta na dopel-
nienia. Istotnie, dla A € A, ¢ > 0 oraz $wiadkéw F C A C G takich, ze
P[G\ F] < ¢ zbiory G = X \ G oraz F¢ = X\ F sa odpowiednio domkniete
i otwarte oraz spetniaja G° C A° C F¢ oraz P[G° \ F°] < e.

Klasa A jest réwniez zamknieta na przeliczalne sumy. Rzeczywiscie
dla A, € A, n > 1 oraz ¢ > 0 mozemy wybra¢ zbiory domkniete F,
oraz zbiory otwarte G, takie, ze F, C A, C G, oraz P[G, \ F,] < 7",
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n > 1. Rozwazmy zbiér otwarty G = |J,,>1 G, oraz zbiér domkniety
F = Ui<n<n, Fn, gdzie ng jest tak dobrane, aby P[U,>1 Fn \ F] < /2. Ist-
nienie ng jest zagwarantowane przez ciagtoé¢ P z dotu na zbiorze |J,,>1 Fy.
Woéwczas F C |J,>1 An € Goraz P[G\ F] < e. B

Klasa A zawiera wiec o-cialo generowane przez wszystkie zbiory do-
mkniete, czyli X. Skoro A = X, to teza twierdzenia jest prawdziwa dla
kazdego A € %. O

Zauwazmy, ze powyzsze Twierdzenie 2.3 implikuje, Ze P jest wyzna-
czona jednoznacznie przez wartosci na zbiorach domknietych. Rzeczywi-
Sciedla A € %,

P[A] = sup{P[F| : F C A, F- domkniety}.

Rzeczywiscie, nier6wnos¢ > w powyzszym wzorze jest oczywista z mono-
toniczno$ci prawdopodobieristwa. Aby uzasadni¢ < zauwazmy, ze z Twier-
dzenia 2.3 dla dowolnego ¢ > 0 istnieje zbiér domkniety F C A i otwarty
G O A takie, ze P[A] < P[G] = P[G \ F] + P[F] < e+ P[F]. Jedna z konse-
kwencji powyzszego wzoru jest to, ze kazde dwie miary probabilistyczne,
ktore zgadzaja sie na zbiorach domknietych, sa sobie réwne.

Definicja 2.4

Powiemy, ze A C X jest klasa rozrézniajaca, jezeli dla dowolnych miar
probabilistycznych P; oraz Py na (S,X), P1(A) = Py(A) dla wszystkich
A € A pociaga P; = P, czyli P1(B) = P;(B) dla wszystkich B € X.

Klasa zbioréw otwartych i klasa zbioréw domknietych sa klasami roz-
rézniajacymi. Dodatkowo kazdy m-uklad generujacy X jest klasa rozréznia-
jaca. Przypomnijmy, ze rt-ukladem nazywamy dowolna rodzine zamknieta
na skoriczone przekroje.

Fakt 2.5
Niech A bedzie -uktadem. Jezeli o(A) = %, to A jest klasa rozrézniajaca.

Dowdd. zadanie. O

Przyklad 2.6
Rozwazmy S = R. Wéwczas £ = Bor(R). Rodzina zbioréw

A={(—00,a] :a € R}

jest t-uktadem generujacym X. Z Faktu 2.5 A jest klasa generujaca. Ozna-
cza to dokltadnie tyle, Ze miara P jest jednoznacznie wyznaczona przez war-
tosci dystrybuanty
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Fp(a) = P[(—oco, )]

Przyklad 2.7
Niech teraz S = R* dla pewnego k € IN z metryka euklidesowa

k
o(xy) = | Y (xj—yj)%  x=(x.. ), y= 1Y)

j=1
Woéwczas X = Bor(IR¥) jest generowane przez rr-uktad
A= {(—00,611] X ... X (—OO,ak] tay, ..., 05 € IR}

Skoro A jest klasa generujaca, to podobnie jak w przypadku jednowymia-
rowym, P jest jednoznacznie wyznaczone przez warto$ci wielowymiarowej
dystrybuanty

Fp(ﬂl,...,ak) = P[(—oo,al] X ... X (—OO,le]].

Przyklad 2.8

Rozwazy S = RN, czyli przestrzen nieskoficzonych ciagéw x = (x1,xy,...)
o wartosciach rzeczywistych. Inaczej funkgji x: N — R, n — x,. Na RN
rozwazmy metryke

plxy) = Yomin{1, | — yjl}2 .
j=1

Woéwcezas x — y w RN wtedy i tylko wtedy, gdy xj — y; w R dla kaz-
dego j € IN. Innymi stowy p zadaje na RN metryke zbieznoéci punk-
towej. Dla k € IN rozwazmy projekcje mp: RN — RF zadana przez
me(x) = (x1,x2,...,x¢). Wowczas 71y jest odwzorowaniem ciagtym. Ozna-
cza to, ze rodzina zbioréw skoriczenie wymiarowych

RE = {m'[H] : k€N, H € Bor(R")}
zawiera sie w Bor(IRN). Okazuje sie, ze R}\I jest klasa rozrézniajaca (zada-
nie).

Przyklad 2.9
Niech S = CJ[0, 1] bedzie przestrzenia funkgji ciagltych x = x(-) na odcinku
[0,1] z metryka jednostajna

p(x,y) = |lx —yllo = sup |x(t) —y(t)].
t€[0,1]
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Przypomnijmy, ze jezeli x, — x w C[0, 1], to w szczeg6lnosci x,, (t) — x(f)
dla kazdego t € [0,1]. Wynikanie odwrotne nie jest prawdziwe. Rozwazmy
ciag funkcyjny

zn(t) = ntligq/ny(t) + (2 = 1t) Ly s 0/ (1)

Wéwezas z,(t) — 0 dla kazdego t € [0,1], ale p(x,,,0) = 1 dla wszystkich
n € N.

Niech C bedzie o-ciatem zbioréw borelowskich (C[0,1], || - ||e)- Dla 0 <
t) <tp <...<t <1piszemy t = (t1,f,...,t,) oraz |t| = n. Rozwazmy
projekcje 7¢: C[0,1] — RF zadana przez m(x) = (x(t1),x(t2),..., x(t)).
Woéweczas 71¢ jest odwzorowaniem ciaglym a co za tym idzie 7, H ecC
dla dowolnego H € B(IR¥). Klase zbioréw

Cp = {m '[H) : t H € Bor(RI)}

nazywac bedziemy zbiorami skorficzenie wymiarowymi. Pokazemy w za-
daniu, ze C f jest klasa rozrézniajaca.

Zobaczymy teraz, ze funkcje ciagle réwniez maja wlasnos¢ rozrézniania
miar.

Twierdzenie 2.10
Zat6zmy, ze Py oraz P, sa miarami probabilistycznymi na (S, %) takimi,

. [ f@Pidx) = [ £ Pa(ax)

dla kazdej ograniczonej i jednostajnie ciaglej funkcji f: S — R. Wow-
czas P = P».

Dowdd. Ustalmy zbiér domkniety F. Dla ustalonego € > 0 rozwazmy funk-
ge f:' S — [0,1] zadana przez f(x) = (1 —p(x,F)/¢e)s, gdzie t; =
max{0,t} dla t € R. Wéwczas f(x) = 1 dla x € F oraz f(x) = 0 dla
x ¢ F¢. Stad

16(x) < f(x) = (1 - p(x, F) /&)1 < 1:(x).
Stad, korzystajac z zatozonej réwnosci dla funkcji f,
PiF] < [ f()Pi(dx) = [ £(x) Pa(lx) < Po[FY.

Skoro F jest zbiorem domknietym, to przy ¢ — 0 prawa strona bedzie zbie-
gac¢ do P,[F|. To pokazuje, ze P1[F] < P,[F] co przez symetrie prowadzi
do P;[F] = P;[F]. Skoro F jest dowolnym zbiorem domknietym, to z uwag
poprzedzajacych dowodzone twierdzenie wynika, ze Py = P». O
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2.1 Slaba zbieznos$é

Funkcje f: S — R nazywamy ciagla w punkcie x € S, jezeli dla kaz-
dego x € S i kazdego € > 0 istnieje &6 > 0 taka, ze p(x,y) < 6 pociaga
|f(x) — f(y)| < e. Rdbwnowaznie, f jest ciagta w x, jezeli f(x,) — f(x) dla
kazdego ciagu {x,} w S zbieznego do x. Innymi stowy f jest ciagta w x
jezeli p(x,x,) — 0 pociaga |f(x) — f(xn)| — 0.

Powiemy, ze f jest ciagla, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie. Réwno-
waznie f~![U] jest zbiorem otwartym w S dla kazdego zbioru otwartego
U C R. Przypomnijmy, ze przez C,(S) oznaczamy klase ciaglych i ogra-
niczonych funkcji f: S — R. Dla f € Cy(S) i miary probabilistycznej P
bedziemy przyjmowali oznaczenie

P(f) = [ f(x)P(d).

Przyklad 2.12
Niech P = ¢, dla pewnego x € S, czyli

Ljeslix € A

P(A) = 0:(4) = {O poza tym

Woéwczas

P(f) = x(f) = f(x).
Jezeli rozwazymy P, = 6y, dla pewnych x,, € S, to z ciagtosci wszystkich
f € Cy(S), bx, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x, — x w S.
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Dowdd. Implikacja = jest oczywista. Zat6zmy, ze P, nie zbiega stabo do P.
Istnieje zatem funkcja ciagla f ie > 0iciag {ny} taki, ze |P,, (f) —P(f)| > «.
Z ciagu {Pnk}k nie mozna wybrac stabo zbieznego podciagu. O

Przypomnijmy, ze dla zbioru A C S definiujemy jego brzeg poprzez
dA = cl(A) \int(A).

Woéwezas x € dA wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja ciagi {yx }new € A oraz
{zn}nen C S\ A takie, ze y, — x oraz z, — x w S.

Przyklad 2.14

Niech P = 6, i P, = 6y, dla pewnych x, x;,, € S takich, ze x, — x w 5. Wtedy
P, = P. Zbadamy teraz co mozemy powiedzie¢ o zbieznosci P,[A] do P[A]
dla A € X. Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zaklada¢, ze A # & oraz
A # S. Zalézmy najpierw, ze x ¢ d(A). Wtedy x € int(A) lub x & cl(A). W
pierwszym przypadku x, € int(A) dla dostatecznie duzych n i wtedy

P,(A) =1 1=P(A).

Jezeli natomiast x ¢ cl(A), to x € int(S\ A) i wtedy x, € int(S\ A) dla
dostatecznie duzych n i wtedy

P, (A) =0 — 0= P(A).

Otrzymujemy wiec pewne kryterium: jezeli x ¢ dA, to Jy, = Jx pociaga
Ox,(A) — 6x(A) dla dowolnego ciagu x, — x. Zat6zmy teraz, ze x € JA.
Wéwczas istnieja ciagi {yn }nen C A oraz {z,},en C S\ A takie, ze y, — x
iz, — x w S. Wobec tego dy, = dy oraz ¢, = 4. Nie jest jednak mozliwe,
aby jednoczesnie 1 = 6, (A) — 6x(A) oraz 0 = 0, (A) — 6x(A). Jezeli wiec
x € dA, to nie jest mozliwe aby 6y, = J, pociagato Jy,(A) — +(A) dla
dowolnego ciagu x, — x.

W powyzszym przykladzie warunek x ¢ dA jest rGwnowazny d,(0A) =
0. Okazuje sie, ze to jest wlasnie warunek ktéry nalezy testowaé w ogélnym
kontekscie.

Definicja 2.15
Zbiér A € X nazywamy zbiorem ciagtoéci miary probabilistycznej P,
jezeli P(0A) = 0.
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Dowdd. Implikacja (i) = (ii): wynika z definigji.

Implikacja (ii) = (iii) Dla ustalonego F i ustalonego ¢ > 0 rozwazmy
funkcje f: S — [0,1] zadana przez f(x) = (1 — p(x, F)/¢€)+. Przypomnijmy,
ze przez F® oznaczamy ¢ otoczenie zbioru F dane przez

FF={yeS:p(yF)<e}

Przypomnijmy, ze jezeli x € F, to f(x) = 1 oraz jezeli x ¢ F%, to f(x) =0.
Stad mamy nieréwnosci

Lp(x) < f(x) = (1 —p(x, F)/e)+ < Lpe(x).
Catkujac wzgledem miary P, otrzymujemy

limsup P,[F] < limsup P,[f] = P[f] < P[F?].
n—oo n—00
Przypomnijmy, ze
() F€ = cl(F) =F.
e>0
Po przejsciu granicznym & — 0 z ciaglodci miary P otrzymujemy

limsup P,[F] < lim P[F?] = P[F].
n—roo e—=0t

Réwnowazno$é (iii) < (iv) wynika z tego, ze dopelnienie zbioru domknie-
tego (otwartego) jest zbiorem otwartym (domknietym) oraz z
liminf P,[F°] = 1 — lim sup P, [F].
n—roeo n—ro0
Implikacja (iii)&(iv) = (v). Wybierzmy A € X bedacy zbiorem ciagtosci P.
Mamy

P[cl(A)] > limsup P,[cl(A)] > limsup P, [A]

n—oo n—00

> liminf Py [A] > lim inf P,[int(A)] > Pint(A)] = P[cl(A)].
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gdzie ostatnia réwno$¢ wynika z 0 = P[0A] = P[cl(A)] — P[int(A)].
Implikacja (v) = (i): Wybierzmy f € C,(S). Z liniowosci catki bez zmniej-
szania ogolnosci mozemy zatozy¢, ze 0 < f < 1. Wéwczas

1
P(f) = / F(x)P(dx) / / 1 () dEP(dx) = / Plx : f(x) > fdt
Zauwazmy, ze z ciaglosci f,

cf{x : f(x) >t} C{x: f(x) >t}

oraz, skoro przeciwobrazy przez f zbioréw otwartych sa otwarte

int{x : f(x) >t} ={x: f(x) >t}

Stad
ofx : f(x) >t} C{x: f(x) =t}

Zauwazmy, ze zbiory A; = {x : f(x) = t} sa parami rozlaczne i wypel-
niaja cale S. Wowczas P[A;] > 0 tylko dla przeliczalnie wielu t € R (jest
co najwyzej n € IN zbioréw postaci A; dla ktérych P[A;] > 1/n). Oznacza
to, ze {x f(x) > t} jest zbiorem ciagloéci miary P dla prawie wszystkich ¢
(wszystkich poza przeliczalna iloscia). Stad na mocy twierdzenia o zbiez-
nosci ograniczonej

P(f) = /Pn : >t]dt—>/ P[x : f(x) > f]dt = P(t).

O
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Wéwezas dla dowolnego ciagu miar probabilistycznych {P, },en waru-
nek

lim P,[A] = P[A]

n—00

dla kazdego A € Ap pociaga P, = P.

Dowdd. Krok 1: Zbieznos¢ na skonficzonych sumach z Ap

Przypomnijmy, ze dla A,B C S,0(ANB) C 0AU9B.Stad dla Ay, Ay,... A €
Ap wszystkie ich skoniczone przekroje sa w Ap. Korzystajac zatem ze
wzoru wilaczen i wylaczen otrzymujemy

UAk

— Y (~1)l+p, [ﬂA
)

Ic! jel
!
= Y (-DIFe [N A =P | A,
ICl] jel k=1

gdzie [I] = {1,2,...,1}.
Krok 2: Kazdy zbiér otwarty jest przeliczalna suma zbioréw z Ap

Zalozenia pociagaja, ze dla kazdego otwartego G i kazdego x € G istnieje
zbior A, € Ap taki, ze

x € int(A,) C A, CG.

Skoro S jest osrodkowa, to istnieje ciag {xi}reny € G taki, ze G =
Uliozl int(Axk>-

Krok 3: Konkluzja
Niech teraz G bedzie otwartym podzbiorem S. Wéwczas G = (Ji>1 Ax dla
pewnych A € Ap. Dla dowolnego ¢ > 0, z ciagloéci miary, istnieje takie
naturalne [, ze

/
U Ax

P[G] <P +e.
k=1
Woéweczas
1 l
< _ < T
P[G]—e<P kL_Jl Ay nlgxgo P, kL;Jl Al < h%gg}f P,[G].

Skoro ¢ jest dowolny otrzymujemy

P[G] < liminfP,[G].

n—o00

Czyli P, = P. O
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Definicja 2.19
Niech A C X. Powiemy, ze A jest klasa testujaca staba zbieznos¢, je-
zeli dla kazdego P i kazdego ciagu miar probabilistycznych {P,},en
warunek

VA € Ap r}l_r)rc}o P,[A] = P[A]

pociaga P, = P.

Przyklad 2.20
Niech S = R przypomnijmy, ze P, = P wtedy i tylko wtedy, gdy

Fp, (t) = Pu[(—oo, t]] — Fp(t) = P[(—oo, t]]

dla kazdego t bedacym punktem ciagltosci dystrybuanty granicznej Fp. Za-
uwazmy, ze t jest punktem ciaglosci Fp wtedy i tylko wtedy, gdy

0= Fp(t) — Fp(t") = P(—o0,1] — P(—co,t) = P[{t}] = P[d(—co,{]].

Oznacza to, ze

A ={(—o00,t] : t € R}

jest klasa testujaca zbieznosc¢.

Przypomnijmy, ze klasa A z powyzszego przykladu jest tez klasa roz-
rézniajaca. Jest to ogdlny fakt. Kazda klasa testujaca zbieznos¢ jest klasa
rozrézniajaca.

Przyklad 2.21
Niech S = R¥ dla pewnego k € IN. Dla x € Rk rozwazmy

Qr={yeRF: y; <w;,i <k}

Woéweczas rodzina zbioréow A = {Q, : x € ]Rk} jest klasa testujaca zbiez-
no$¢. Zauwazmy, ze funkcja x — P[Qy] jest k-wymiarowym odpowiedni-
kiem dystrybuanty. Niech B bedzie klasa wszystkich prostokatéw postaci

(al,bl] X (az,bz] X ... X (ﬂk,bk]/ al,...bk € R.

Niech dla i < k, E; bedzie zbiorem tych ¢ dla ktérych P[y € RF : y; =t > 0.
Wowczas E; jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Stad D = (US_, E;)©
jest zbiorem gestym. Z definicji Bp zawiera wszystkie prostokaty postaci

A:(al,bl] X (az,bz] X ... X (llk,bk]r a,...by € D.

Zat6zmy, ze P, [Qx] — P[Qx| dla wszystkich x takich, ze P[0Qx] = 0. Niech
A € Bp bedzie zbiorem postaci jak wyzej. Jezeli x € R jest dowolnym
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wierzchotkiem A (x; € {a;,b;}), to na mocy 9Qx C U;{y : vi = x;} zbior
Qyx jest zbiorem ciaglosci P. Ze wzoru wiaczen i wylaczen

P,[A] =Pu[(Qp\Qa)N...]=... > P[(Qy\ Qu) N...] =P[A].
Z gestosci D spelniony jest warunek (ii) Twierdzenia 2.18. Oznacza to, ze

P, = P.

Przyklad 2.22
Niech S = RN. Pokazemy, ze

RN = {m'[H] : k€N, H € Bor(R¥)}

jest klasa testujaca zbieznosé. Dla € > 0 wybieramy k € IN takie, ze 27k <
€/2.Dlan < €/2ix € S rozwazmy zbiory

Apx={y €S ¢ |xi—yil <n,i <k}
Wowcezas z doboru k € IN,
X € int(Amx) CAyx C Be(x).
Zauwazmy, ze
Ay =y es : lyi—xl =1, [xj— x| <n}
i<k

Niech teraz dane beda {P; },en i P. Skoro zbiory dA, » sa roztaczne dla r6z-
nych 1 musi istnie¢ jedna 7o taka, ze P[0 A, x] = 0 (jest tylko przeliczalnie
wiele 77, gdzie P[0Ay ;] > 0). Spelnione sa zatem warunki Twierdzenia 2.18,
poniewaz

x €int(Ayx) € Ayyx € Be(x).

Przyklad 2.23
Cr nie jest klasa testujaca zbieznos¢ w C[0, 1]. Niech

zn(t) = ntljgq /) (t) + (2= 1)Ly 0/m (F)-
Wéwczas z, nie jest zbiezne do 0 w C[0, 1]. Stad P, = J;, nie jest zbiezne
stabo do P = &y. Jednak dla kazdego zbioru A € Cy, Py[A] = P[A] =
1
{0eA}:

2.2 Miary ciasne*

Jak juz wspomnieliémy jesteSmy w stanie aproksymowa¢ prawdopodobien-
stwa zdarzen przez prawdopodobienistwa zbioréw domknietych. W prak-
tyce niekiedy wygodniej jest korzysta¢ z aproksymacji przez zbiory zwarte.
Zanim do tego przejdziemy przypomnijmy pojecie zupelnosci przestrzeni
metrycznej.
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Przyklad 2.25
Przestrzenie R, R¥, RN, C[0,1] sa zupelne.

Lemat 2.28
Kazdy catkowicie ograniczony podzbiér przestrzeni zupelnej ma zwarte
domkniecie.

Przypomnijmy, ze A C S nazywamy catkowicie ograniczonym, jezeli dla
kazdego ¢, istnieje skorficzone pokrycie kulami otwartymi o promieniu e.

Dowdd. Pokazemy, ze dowolny ciag elementéw z cl(A) mozna wybra¢ pod-
ciag zbiezny. Dla n € IN niech {B,,;} bedzie skoficzonym pokryciem A ku-
lami o promieniu 1/n. Zauwazmy, Zze wéwczas (ze skoriczonosci) { B, } jest
pokryciem cl(A). Niech x,, bedzie dowolnym ciagiem elementéw cl(A). Po-
nownie powotujac sie na skoriczono$¢ pokry¢ pokazujemy, istnieje k;, taki,
ze Byt1k,,, © Buk, oraz By x, zawiera nieskoniczenie wiele wyrazéw ciagu
{xy }. Wybieramy teraz podciag x, € B\, z konstrukdiji jest to ciag Cau-
chy’ego ({Xu, }x>n C By, ktory jest zbiezny z zatozenia o zupetnosci. O

Dowdéd Twierdzenia 2.27. Skoro S jest osrodkowa, to dla kazdego k € IN ist-
nieje przeliczalne pokrycie S kulami {Ay;};en 0 promieniu 1/k. Ustalmy
e > 0. Dla kazdego ustalonego k niech 1, € IN bedzie na tyle duze aby
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P [U]'anAk,j} >1—e27k

Zbiér

A=U U 4,

k>1j<ny

jest catkowicie ograniczony. Z zupelnosci S, domkniecie cl(A) = K jet zbio-
rem zwartym. Z konstrukcji wynika, ze

[ee]

P[S \ K] < kz P [S \ Uj;énkAk,j] <e.
=1

Whiosek 2.29
Jezeli S jest osrodkowa i zupetna, to zwarte podzbiory S tworza klase roz-
rézniajaca.

2.3 Odwzorowania ciagle

Jezeli h: (S,X) — (S, X’) jest ciagte, to dla dowolnej funkgji f € Cp(S'),
foh e Cy(S) oraz

WB(f) = [, F()hP(dx) = [ f(h(x))P(dx) = P(f o h).
Jezeli P, = P to wéwczas

W*Pa(f) = Palf oh) = P(f o ) = H*P(f).
Innymi stowy h*P,, = h*P.

Przyklad 2.31
Projekcja 7t5: RN — R¥ jest odwzorowaniem ciagtym. Jezeli x* — x w RN
to x/' — x; dla kazdego i € IN. W szczeg6Inosci wiec x}' — x; dla kazdego
i <k, czyli

n

me(x") = (x1', .. xf) = (x1,x2,..., %) = i (x).
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Oznacza to, ze jezeli P, = P, to 7P, = 7 P. Okazuje sig, ze to wynikanie
mozna odwrécié. Niech i € Bor(RF). Z ciagtosci my, o, '[H] C m, '[oH].
Okazuje sie, ze w przypadku rzutéw ostatnie inkluzja jest réwnoscia. Niech
x € m_'[0H]. Wtedy 7tx(x) € 9H. Oznacza to, ze sa ciagi {y"}nen € H
oraz {z"},en C HE takie, ze y" — mx oraz z' — mx w RF. Za-
uwazmy teraz, ze (y},y4, ...y}, Xki1,-..) € 7, |[H] zbiega do x w RN oraz
(24,28,... 20, Xy, - ..) € (' [H])® zbiega do x w RN. Stad x € o, '[H].

Zatézmy teraz, ze 7P, = ;P dla kazdego k. Niech A = 7 ![H] bedzie
dowolnym elementem R . Jezeli A jest zbiorem ciagtosci miary P, to

m;P[0H]| = P[n, '0H] = P[orr, 'H] = P[0A] = 0.
Oznacza to, ze
P,[A] = P,[n; 'H] = m{P,[H] — m;P[H] = P[r; 'H] = P[A],

czyli P, = P.

Niech teraz h: (S,X) — (S’,¥') bedzie mierzalne. Niech

Dy = {x € S : hnie jest ciagta w x}.

Z mierzalnosci h, D;, € ¥.

Twierdzenie 2.32
Jezeli P = P oraz P[D;] = 0, to h*IP,, = h*P.

Dowdd. Niech F bedzie domkniety w S'. Jezeli x € cl(h~![F]), to istnieje
ciag {xu}nen taki, ze x, — x w S oraz h(x,) € F.Jezeli x ¢ Dy, to h jest
ciagle w x, h(x) € F. Stad

DS Nel(h~YF]) € hYF).
Stad
limsup P,,[h 1 [F]] < limsup Py [cl(h~1[F])]
o Sn;;(hl[F])] = P[Dj; Ncl(h'[F])] < P[a~'[F]].
0

Przyklad 2.33
Cr nie jest klasa testujaca zbieznos¢ na CI0, 1].
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Przyklad 2.35
Zat6zmy, ze dla miar probabilistycznych {P, },en, P na C[0,1]:

e Rodzina {Py },eN jest warunkowo zwarta
e Dla kazdego t = (f1,ta,...,t), T; Py = 7} P
Z dowolnego ciagu {P,, } mozemy wybra¢ podciag {Pnkj} stabo zbiezny do

pewnej miary probabilistycznej Q. Z ciagtosci rzutu 7P, = 717 Q. Wobec
zatozenia 71 Q = 71y P Skoro Cy jest klasa rozr6zniajaca, to Q = P. Oznacza
to, ze woéwczas P, = P.

Elementy losowe

Podstawowym obiektem naszych badar, poza miarami probabilistycznymi
na przestrzeniach metrycznych, beda elementy losowe. Przypomnijmy, ze
(Q), F,P) jest rozwazana przez nas przestrzenia probabilistyczna.
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Przyklad 2.39
Niech S = R. Wéwczas, wprost z definicji, X jest elementem losowym R
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zmienna losowa.

Przyklad 2.40

Niech S = R¥. Wowczas X = (X1, Xa, ..., Xy, na mocy lematu o 77 — A ukfa-
dach jest losowym elementem R* wtedy i tylko wtedy, gdy Xj jest zmienna
losowa dla kazdego j < k. Losowe elementy R¥ nazywamy wektorami lo-
sowymi.

Przyklad 2.41

Niech S = RF. Wowczas X = (X1,X3,..., na mocy lematu o 7 — A ukla-
dach jest losowym elementem RN wtedy i tylko wtedy, gdy Xj jest zmienna
losowa dla kazdego j € IN. Losowe elementy RN nazywamy ciagami loso-
wymi.

Przyklad 2.42
S = C[0, 1] Wéwczas X jest elementem losowym C[0, 1] wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego t € [0,1], X(t) jest zmienna losowa.

Podobnie jak ma to miejsce dla zmiennych losowych Rozklad X * IP ele-
mentu losowego X zawiera wszystkie kluczowe informacje o X. Przykia-
dowo, dla dowolnej nieujemnej funkgji mierzalnej f: (S,X) — (R, Bor(R)),

BIF(X)] = [ f(X(@)) P(dw) = [ f(x)P(d)
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Dowdd. Niech F bedzie zbiorem domknietym. Niech F. bedzie domknietym
€ otoczeniem F zadanym przez

Fe={y : p(y,F) <¢}
P[Y, € F] < P[o(Xy, Yy) > €] + P[X, € E]

limsupP[Y, € F] <limsupP[X, € F.] < P[Xw € F]

n—oo n—00

Przechodzac z € — 0 i korzystajac tego, ze F jest domkniety

limsupP[Y, € F] < P[X& € F]

n—oo

O

Dowdd. Niech F i F. beda jak wczesniej. Wowczas

P[Xy € F| < Plo(Xku, Xn) > €] + P[X, € F]
Stad przy n — oo,

limsup P[X, € F| < limsupP[p(Xy,, Xn) > €] +P[Z; € F]

n—oo n—oo
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Biorac teraz k — oo,

limsupP[X, € F] <P[X € F]

n—oo

i wreszcie € — 0,
limsupP[X, € F] <P[X € F]

n—o00

2.4 Dlugie cykle

Niech I, bedzie jednostajnie wybrana permutacja liczb [n] = {1,2,...,n}.
Woéwczas I, posiada jednoznaczny rozklad na cykle. Niech {C}}ien be-
dzie ciagiem opisujacym dtugosci cykli. Dokladniej, niech Cj bedzie diu-
goscia cyklu zawierajacego 1. Dla k > 2 niech C} bedzie dtugoscia cyklu
zawierajacego najmniejszy element [n] nie nalezacy do pierwszych k — 1
cykli (jezeli wyczerpaliSmy wszystkie elementy [1], to kladziemy C;! = 0).
Woéwezas C" = {C}' }xen jest losowym elementem RN,
Mamy
P[C] =jl=1/n, 1<j<n.

Zauwazmy, ze pod warunkiem C{ = j zmienna losowa Cj ma ten sam
rozkltad co CT Jistad

. 1
PIC =) Y =K =

i ogblnie dla m € N iliczb jj, ... j, > 1 takich, ze Y jx < n,

2<j+k<n.

m—1 1

[

PICY=j1,...,Cp, = jm] = — —.

S

Przypomnijmy, ze staba zbieznos¢ w RN jest réwnowazna zbieznosci roz-
kladéw skoniczenie wymiarowych. Zauwazmy tez, ze zmienna C} ma roz-
kfad jednostajny na [n] stad

L’f = C? / n = B1
stabo w R, gdzie B; ma rozklad jednostajny na [0,1]. Rzeczywiscie, dla
ciaglej i ograniczonej f: R — R,

n

BIFLY] = Y f/m)/n— | ' flx)dr.

k=1
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Skoro pod warunkiem C} zmienna C} ma rozkfad jednostajny na {1,...,n —
C'}, to pod warunkiem CY,
S
n—CY

= By,

gdzie B, jest niezalezna kopia B;. Usciélajac niech L5 = Cj /n. Dla ciagtlej i
ograniczonej f: R?> — R,

n Lo — l 1 ] j/n

1 X
- ’ dxid :/ ,y2)dy1d
X+x<1 1—x1f <x1 1—x1) X10x2 f(y1,y2)dy1dy2

To pokazuje, ze
(L1, L3/ (1 = L{)) = (B1, Ba)

stabo w R2. Z twierdzenia o odwzorowaniu ciaglym
(L1, L) = (B, (1= B1)By)
stabo w IR?>. W podobny sposéb pokazujemy, ze dla LY = C%/n mamy
(Li,L3/(1 = L7),L3/(1 = LT — L3)) = (B1, B2, Bs)
stabo w R3, gdzie Bj jest kolejna niezalezna kopia B;. To z kolei daje
(L1, L3, L3) = (B1, (1 = B1)By, (1 — By1)(1 — Bz)B3)

stabo w IR?. Powyzszy argument uogolnia sie dla L! = C}'/n, k € IN. Skoro
zbieznos¢ w RN jest rownowazna zbieznosci rozktadéw skoriczenie wymia-
rowych otrzymujemy twierdzenie graniczne w R” dla C". Niech {By }ren
bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych o rozkltadzie jednostajnym na [0, 1].
Definiujemy Gy = By oraz dla k € IN, k > 2 definiujemy

k=1
Ge = B [ J(1 - B)).
j=1
Niech G = (Gy, Gy, . ..) bedzie losowym elementem RN. Wéwczas

L"= G

stabo w RN. Pokazemy teraz jak z powyzszej zbieznosci wywnioskowaé
twierdzenie o zbieznosci najdtuzszego cyklu z losowej permutacji. Niech
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M,, = max C}
keIN
bedzie badana przez nas dlugoscia najdiuzszego cyklu. W naturalny sposéb
nasuwa sie zastosowanie odwzorowania

m: RN = RU{+c0}, m(x)=supux;
kelN
i zastosowaniu twierdzenia o funkgji ciaglej. Jednakze tak zdefiniowane od-
wzorowanie nie jest ciagte w punktach dla ktérych m(x) < co. . Aby obejs¢
te trudnoéé rozwazmy podzbiér RN dany przez

A:{XEIRN:xkE[O,l],kEN,ijzl}.
j=1

Elementy A mozemy interpretowac jako dtugosci odcinkéw w partydji [0, 1].
Na A rozwazamy topologie odziedziczona z RN (czyli z ta sama metryka).
Zbiory otwarte w A sa postaci U N A, gdzie U jest otwarty w RN. Podobnie
2. jest postaci

Ia={ANA: AcX}

Zauwazmy, ze L",G € A p.w. Istotnie dla L" jest to jasne, bo suma dlugo-
Sci wszystkich cykli w permutacji na n elementach wynosi wtasnie n. Dla
dowolnego k mamy

k k
1-) G =]J(1-B;)—0
j=1

=1

przy k — oo na mocy mocnego prawa wielkich liczb. Skoro L",G € A p.w,
to
P[L" e UNA] =TP[L" € U], P[G e UNA] =P[G e U].

Oznacza to, ze L" = G stabo w RN jest rtownowazne temu, ze L" = G
stabo w A.

Uwaga 2.48
Powyzsze rozumowanie zachodzi dla dowolnej przestrzeni metrycznej S i
podprzestrzeni Sy C S. Jezeli X, X,,(3 — S sa elementami losowymi w S
takimi, ze

]P[Xn c So] = IP[X € So] =1,
to X;, = X stabo w S wtedy i tylko wtedy, gdy X,, = X stabo w Sy.

Zauwazmy, ze dla dowolnych x,y € RN,

m(x) = sup x; < supyx+ [ye — x| <m(y) + ) |xj —yjl.
keN keN j=1
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Co przez symetrie daje
m(x) —m(y)] <) [x—yl- (2.1)
=1

Korzys¢ z rozwazania L" i G jako elementéw A bierze sie z tego, ze odwzo-
rowanie ma jest ciagte. Rzeczywiscie, niech x, x € A beda takie, ze x* — x
w (A, p). Wéwcezas z lematu Scheffego,

(o)
|xj —xj| = 0.
j=1

Z nier6wnosci (2.1) wynika woéwczas, ze m(x") — m(x). Z twierdzenia o
odwzorowaniu ciagtym

k-1
My/n=m(G) =maxB, [ [(1-Bj) =M
keN =1

stabo w IR. Rozklad graniczny mozna scharakteryzowac¢ réwnaniem

k—1
MZLBv(1-B) max B [T(1-B)) 4B v(1-B)M,
= j=2

gdzie M’ jest zmienna niezalezna od B; o tym samym rozktadzie co M. Z
powyzszego mozna wyznaczy¢ doktadny wzoér na gestos¢ rozkltadu M. Da-
rujemy sobie jednak przyjemno$¢ jej wyznaczania. Zmienna M ma rozkiad

0 gestosci
flx) =e"p(1/x),

gdzie p jest rozwiazaniem réwnania ré6zniczkowego

xp'(x) +p(x—1) =0.

2.5 Losowe partycje

Partycja zbioru E nazywamy dowolna kolekcje rozlacznych podzbioréw E,
ktérych suma jest réwna E.
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Fakt 2.50
Py jest zwartym podzbiorem RN.

xo(x) = max{||x —y|y & 8}.
01(8,0") = [[xs — xo'llo = max{|xs(x) — xo(x)| = x €[0,1]}.




3
Funkcje ciagle

Streszczenie Miara Wienera, Twierdzenie Donskera i drzewa losowe

Przez C oznacza¢ bedziemy o-ciato zbior6w borelowskich C[0, 1]. Przy-
pomnijmy, ze dla k € N it = (f1,t2,...,t) definiyjemy rzut 7r¢: C[0,1] —

R przez
m(f) = (f(t) f(t2), ... f(E))-

Przypomnijmy, ze wéwczas 7t; jest funkcja ciagla dla kazdego t.

Z twierdzenia Prohorova wiemy, ze rodziny warunkowo zwarte, to do-
kladnie te, ktére koncentruja sie na zbiorach zwartych (rodziny ciasne). Aby
moc je scharakteryzowaé¢ w pierwszym kroku przypomnimy jak wygladaja
zwarte podzbiory C[0,1].
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3.1 Zbiory zwarte w C|[0, 1]

Twierdzenie Arzeli-Ascoliego, ktore za chwile przytoczymy traktuje o funk-
cjach jednakowo ciagtych. Jednym ze sposobéw wyrazenia tej wlasnosci jest
odwotanie sie do modutu ciagtosci funkgji. Dla x: [0,1] — R iJ > 0 defi-
niujemy

wy(0) = w(x,08) = sup{|x(t) —x(s)| : |[s—¢t| <4,s,te]0,1]}.

Zauwazmy, ze x jest jednostajnie ciagta na [0,1] wtedy i tylko wtedy, gdy
wy(6) — 0 przy 6 — 07. Zauwazmy tez, ze dla x,y € C[0,1],

|wx () — wy(6)] < 2[[x = Ylleo-
Stad x — wy(9) jest funkgja ciagta na C[0,1] dla kazdej 6 > 0.

Twierdzenie 3.3 (Arzeli-Ascoliego)
Zbioér A C CJ0,1] jest warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy

sup [f(0)] < oo  oraz lim sup w¢(d) = 0.
fea Sl

Dowéd. Zal6zmy najpierw, ze cl(A) jest zwartym podzbiorem C[0, 1]. Wéw-
czas sup, 4 | f(0)| < oo poniewaz odwzorowanie f — f(0) jest ciagte. Aby
sprawdzi¢ drugi warunek przypomnijmy, ze dla kazdego f € A, w¢(6) — 0.
Ustalmy e. Dla kazdego f istnieje 6 = 6(f, €) taka, ze w(6) < e. Z ciagto-
Sci w.(d) wynika, Ze jezeli ws(d) < €, to istnieje €7 = €1(J, f,€) taki, ze
wg(6) <2eoile |f — gllow < €1. Zauwazmy, ze Br(e1(f)) dla f € cl(A) sta-
nowi otwarte pokrycie cl(A). Istnieje zatem skoniczony podzbiér Ay C A
taki, ze cl(A) C Usea, Be, (f)- Niech &y = mingc 4, 0(f). Z konstrukcji wy-
nika, ze sup . , wy(6) < 2e.

Zat6zmy teraz, ze A spelnia podane w twierdzeniu warunki. Pokazemy,
ze A jest catkowicie ograniczony. Skoro przestrzen C|0,1] jest zupelna, to
pokaze, ze cl(A) jest zwarty. Ustalmy Wybierzmy tak duze k € IN aby

sup wf(l/k) < 00,
feA

Wodwczas z nieréwnosci

k
FOI<1fO0)] + Z%If(]'t/k) = f(G+DE/)] < |FO)] + kwe(1/k).

]:

dla t € [0,1] wynika, ze



3.1 Zbiory zwarte w C|0, 1] 39

-~
Py Lt ?\L '1:.#' il
w

&

iy
iy L S
.

U

F T I I

Rysunek 3.1. Konstrukcja 2e-sieci w dowodzie twierdzenia Arzeli-Ascoliego

a = sup sup|f(t)| < co.
te[0,1] feA

Ustalmy e > 0. Niech H bedzie skoriczona e-siecia odcinka [—a,a] w R
(dowolnym skoriczonym podzbiorem [—a, «] takim, ze p(x, H) < € dla kaz-
dego x € [—a, a]). Niech k bedzie teraz tak duze by

sup wf(l/k) <e.
feA

Rozwazmy teraz B C C[0, 1] sktadajacy sie z funkgji f, ktére sa kawatkami
linowe na przedziatach [(i —1)/k,i/k], i < k takich, ze f(i/k) € H. Jezeli
x € A, to |x(i/k)| < a. Z wyboru zbioru H istnieje funkcja f, € B taka, ze

|x(i/k) — fx(i/k)| < e.
Dla dowolnego t € [0,1], mamy ¢ € [(i — 1) /k,i/k] dla pewnego i. Woéwczas
|x(t) = fx (/)] < |x(t) = x(i/k) [ + [x(i/k) = fx (/)| < 2e.

Pierwszy skfadnik jest mniejszy niz € z wyboru k i tego, ze x € A. Zupelnie
analogicznie

() = fx((i = 1) /K)| < |x(t) —x((i —i)/k)]
+x(G = 1)/k) = fx((=1)i/k)| < 2e.

Skoro fy(t) jest kombinacja wypukta fx((i —1)/k) i fx(i/k), to fx(t) =
afx((i—1)/k) 4+ (1 —a)fx(i/k) dla pewnego a = a(t) € [0,1] i stad

x(8) = fo(O)] < alx(t) = fo(( =) /K)| + (1 = a)|x(t) = fx(i/K)| < e

To pokazuje, ze B jest skoriczona 2e¢ siecia A. O




40 3 Funkgje ciagte
(ii)Dla kazdego € > 0,

lim limsup P, [wx(d) > €] = 0.
0—=0T  pooo

Zauwazmy, ze warunki sformutowane w powyzszym twierdzeniu mozna
sformutowac nastepujaco:

(i)’Dla kazdego n7 > 0 istnieje a > 0 takie, ze dla dostatecznie duzych #,
P,[x : |x(0)] >a] < 7.

(ii)Dla kazdego € > 0 i 7 istnieje 6 > 0 taka, ze dla dostatecznie duzych n,
P,[x @ wy(d) > €] <.

Dowdd. Zat6zmy, ze rodzina {P,},cN jest ciasna. Dla ustalonej 7 > 0 wy-
bieramy zbiér zwarty K C CJ[0, 1] taki, ze

infP,[K] >1—1.
n
Z Twierdzenia Arzeli-Ascoliego

sup |f(0)] < o0 oraz lim sup wy(6) = 0.
fek 0=0 ek

Oznacza to, ze dla dowolnego € > 0 istnieja a > 01 6 > 0 takie, ze

KC{f: 1fO) <a}n{f : wp(6) <e}.

Wobec wyboru K,

P,[x : |x(0)] >a] <.
oraz

P,[x : wy(d) > €] <.
Uwaga 3.5

Zauwazmy, ze skoro C|0,1] jest oSrodkowa i zupelna, to kazda miara P na
CI0,1] jest regularna (rodzina jednoelementowa {P} jest ciasna). Oznacza
to, ze dla dowolnej 7 > 01i € > 0 istnieja a i ¢ takie, ze

Plx : |x(0)] > a] <.

oraz
Plx : wx(6) > €] <.

Oznacza to, ze jezeli warunki (i) oraz (i)’ sa spetnione dla dostatecznie
duzych n, to przez potencjalne zwiekszanie a i zmniejszenie 6 mozemy, bez
zmniejszania ogélnosci zaklada¢, ze warunki (i) oraz (ii)” sa spetnione dla
wszystkich 7.
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Zal6zmy, ze {P, },ciN spetnia warunki podane w twierdzeniu. Z powyz-
szej uwagi mozemy zatozy¢, ze {P, },eN spetnia (i)” oraz (i)’ dla wszystkich
n. Dla ustalonej # wybieramy a > 0 takie, ze

Pulx ¢ [x(0)] <a] > 1

dla wszystkich n. Niech B = {x : |x(0)| <a} C C[0,1]. Dla k € N niech J;
bedzie taka mata, ze

Pulx : we(dp) <1/k] >1—n27*

Niech By = {x : wx(d) < 1/k} Dla wszystkich n. Jezeli K jest domknieciem
zbioru A = BN By, to Py[K] > 1— 15 dla kazdego n. Z twierdzenia
Arzeli-Ascoliego zbiér K jest zwarty. To pokazuje, ze rodzina {P; },cN jest
ciasna. O

3.2 Funkcje losowe

Niech X,, X beda losowymi elementami C[0,1]. Przez P, i P oznaczmy
odpowiednio rozklad X, i X. Bedziemy méwig¢, ze X, zbiega do X w sensie
zbieznodci rozkladéw skoniczenie wymiarowych, jezeli ma to miejsca dla P,
i P. Dla dowolnych k € N, t = (t1,ta,...,t;) € [0,1]Fi A € Bor(RF),

7 PA] = Pl [A]] = P[X € i '[A]]
— P[m(X) € [A]] = P[(X(h), X(£a), .., X(t)) € A].

Podobnie
T P[A] = P[(Xu(t1), Xu(t2), ..., Xu(ty)) € A]

Oznacza to, ze X, zbiega do X w sensie zbiezno$ci rozktadéw skoriczenie
wymiarowych wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k € IN i kazdych
t; € [0,1], przy n — oo,

(X"(t1), X" (t2),..., X" (tr)) = (X(t1), X(t2),..., X(t))
w R

Twierdzenie 3.6

Niech X, X beda losowymi funkcjami ciagltymi na [0, 1]. Jezeli zat6zmy,
ze X, zbiegaja do X w sensie zbieznoéci rozkladéw skoriczenie wymia-
rowych oraz ze dla kazdego € > 0,

lim lim sup Plwx« (6) > €] =0,
O

n—oo
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to X" = X w C[0,1].

Dowdd. Niech P, i P beda rozkladami X" oraz X. Pierwsze zatozenie méwi,
ze m{Py, = 1P, gdzie t = (t1,...,t), k € Nit; € [0,1]. Przypomnijmy,
ze 71 jest rzutem na osie t zadanym przez m(f) = (f(t1),..., f(t)). Za-
uwazmy, ze skoro 77;P, = 715P, to rodzina {7;P, } e jest ciasna. Oznacza
to, ze dla dowolnego € > 0 istnieje a takie, ze dla wszystkich 7,

P[X,(0) > a] = P[mo(X") > a] = B,[f : mi(f) > a] = mBu[[—a,0]] <e.

Oznacza to, ze rodzina miar {P, },c spetnia zatozenia Twierdzenia 3.4. Z
warunkowej zwartosci { P, },cN i zbieznosci rozkladéw skoniczenie wymia-
rowych wynika, ze P, = P, czyli X" = X w C|0, 1]. 0

3.3 Miara Wienera i twierdzenie
Camerona-Martina

Niech B = (Bt);c[o,1) bedzie ruchem Browna na [0,1].

Definicja 3.7
Miara Wienera nazywamy miare probabilistyczna W na CJ[0, 1] bedaca
rozktadem ruchu Browna. Dokladniej,

W[C]=P[BeC], CecC.
O funkgji f € C[0,1] wylosowanej zgodnie z miara Wienera W mozna

mysled jak o trajektorii ruchu Browna. Przyktadowo, dla kazdego t € [0,1]
x € R,

WI{f € Cl0,1] : £(t) < x}] = P[B < x] = (x/ D),

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego

x 1 0
q)(X) :/OOEB y/zdy

Podobnie, wykorzystujac opis rozkladéw skoriczenie wymiarowych ruchu
Browna, mozemy opisa¢ miary zbioréw postaci

A={feCl0,1] : f(t) € Ak <n}

dlan € N, Ag, Ay,..., A € Bor(R)i0 =1ty < t; < ... < t, <1.Mamy
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W[A] = W[f :f(tk) e Ay, k < 1’1] = ]P[Btk € Ak, k < ?l] =

" (x — Xp_1)? dx...dx,
L4y (0) /AA eXp{ k_Zl 2(t — ti1) } 2m)"2\/ti(ta— 1) - (b — bn1)
Zbiory A tworza klase rozrézniajaca. Oznacza to, ze W jest jednoznacznie
wyznaczona przez rozklady skoriczenie wymiarowe ruchu Browna. Innymi
stowy wiasnosci (B1)-(B4) definicji ruchu Browna jednoznacznie charakte-
ryzuja W. Jezeli wiec B’ = (Bj)c[oq] jest innym ruchem Browna (spetnia
wlasnosci (B1)-(Bg) definicji), to dla dowolnego C € C,

P[B e C] =W|C] =P[B' € C].

Innymi stowy B’ ma ten sam rozktad na CJ[0, 1] co B.

Uwaga 3.8
Jedno z klasycznych zadani o ruchu Browna jest sprawdzenie, jezeli B =
(Bt)ic[oa) jest ruchem Browna, to proces stochastyczny B’ = (Bj);cjo]

dany przez B, = v/2B,/, jest ruchem Browna. Rozwiazujac to zadanie (po-
przez skrupulatne sprawdzenie wtasnosci (B1)-(B4) definicji ruchu Browna)
w istocie sprawdza sie, ze B i B’ maja ten sam rozktad na przestrzeni C[0, 1].

Zauwazmy wreszcie, ze przy pomocy samej miary W jesteSmy w stanie
poda¢ przestrzen probabilistyczna, na ktorej okreslony jest ruch Browna.
Rozwazmy

(Q, F,P) = (C[0,1],C,W).
Woéwezas proces stochastyczny
Bi(w) = w(t), w e Q=C[0,1]
jest ruchem Browna.

Przyklad 3.9
Dla t € (0,1), funkcja 71;(f)? = f(t)? jest ciagta C[0,1] — R. Mamy

/C[O,l] m(f) W(df) = /C[Oll]f(t)z\w(df) = E[BY] =t.

Dla F € C|0,1] rozwazmy przesuniecie tr: C[0,1] — C|0,1] dane wzo-
rem 1r(g) = g+ F, czyli

w(8)(#) = g(t) + F(t), te[01].

Takie odwzorowanie jest ciaglte. Naszym kolejnym celem jest zrozumienie
miary probabilistycznej na (C[0,1],C) danej przez

WF = T;:W.

Woéwezas W jest rozkladem procesu stochastycznego B; + F(¢).
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Przyklad 3.10
Niech

Col0,1] = {f € C[0,1] : £(0) = O}.

Woéwcezas W[Cp[0,1]] = 1. Pokazemy nawet, ze Cy[0,1]] jest nosnikiem
miary W. Czyli dla kazdej f € Cy[0,1] i kazdej é > 0,

W(B;(f)] = P[B € B;(f)] > 0.

Jezeli F € C[0,1] jest taka, ze F(0) # 0 (F ¢ Cy[0,1]), to B(0) + F(0) # 0
p-w. istad Wg[Cy[0,1]] = 0.

Przyklad 3.11
Przypomnijmy, ze z prawa iterowanego logarytmu

. B;
lim su

Ho+p V/2tloglog(1/t)

Jezeli rozwazymy wiec

= : limsu ) =
A= {f eclo1 -1 t_>?)+p V/2tloglog(1/t) B 1} ’

to W[A] = 1. Rozwazmy F(t) = t!/3. Skoro

=1 pw.

y Bi + F(t) _
im sup =00 p.w.

0+ +/2tloglog(1/t)

to Wr[A] = 0. Oznacza to, ze miary W 1 W sa singularne (skupione na
roztacznych podzbiorach C|0, 1]).

Aby wyjasni¢ dokladniej co sie dzieje rozwazmy t = (to,t1,...t,) dla
nelN,tp=0<t <t <...<t,. Wektor losowy

B(t) = (B(tp),B(t1),...,B(ts))

ma rozktad pp ) 0 gestosci
_ 2
oxp { - X1 S )
(2m)/2\/t1(tp —t1) ... (tn — tu_1)

Podobnie, dla F € C[0,1], F(0) = 0, wektor losowy

fo(x) =

B(t) + F(t) = (B(to) + F(to),B(t1) + F(t1),...,B(ty) + F(ty))

ma rozkiad pp(y)p(r) O gestosci
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(e —x-1)*
exp{ Zk 1 2(t—ty— 1)}
(2m)n/2\/ti(ta —t1) ... (tn — ty_1)

Oznacza to, ze dla dowolnego borelowskiego F € IR",

fB(t)+F(t)(x) =

HB( /fB t)+F(t (x)dx =
fB t)+F t)( x) X . fB(t)+F(t)(x)
—fB(t)(x f (x)dx = b fam() Mp(e) (dx)

Czyli () 1r(r) jest absolutnie ciagta wzgledem pip(y)) z gestoscia

fB(t)+F(t)(x) _
fa(x)
L(ve— ) (F() — F(b1)) & (F(t) = F(t-1))?
P {kzzl (tk — te1) k:Zl 2t — te-1) }

Chcac przejs¢ od ppy) 1 pp(e)+r(r) do odpowiednio W o W checemy zage-
§ci¢ nasze obserwacje wektoréw losowych B(t) i B(t) + F(t). Innymi stowy
wybiera¢ punkty f; < t, < ... < t, tak aby maxy(ty — tx_1) — 0 przy
n — co. Wéwczas spodziewamy sie, ze

= (F(te) — F(te—1) 1 & ( — F(t_ 1)2
) te — t—
k_Z:1 2(t, — tk-1) 2; H—tr 1 (tr — te—1)
- 1/1 F'(s)*ds
2 Jo ’

Chcac zbada¢ drugi czynnik we wzorze na fp(y) 4+ r(t) (X)/ fp(r) (¥) zauwazmy,
ze losujac x1, x2, ... x, z rozkladu u B(1) otrzymu]emy wektor o tym samym
rozkladzie co B(t). Spodziewamy sie zatem, ze wspomniany czynnik za-
chowuje sie jak

i (B(tx) — B(tk1)) (E(tx) — F(te1))

= (tk — te—1)
Pokazemy niebawem, ze powyzsze sumy zbiegaja do zmiennej, ktéra ozna-

cza¢ bedziemy fo F'(s)dBs.

Definicja 3.12
Przestrzenia Camerona-Martina ‘H nazywaé bedziemy
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H = {F € C[0,1] : F(t) = /Otf(s)dsdla pewnej f € L?[0,1] }

Jezeli F(t) = fot f(s)ds € H, to f jest staba pochodna F. Dokladniej dla
kazdej ¢ € C![0,1] takiej, ze ¢(0) = ¢(1) =0,

[ E) s =~ [ fs)gs)ds
0 —Jo '

Z tego powodu pozwolimy sobie na notacje F' = f.
Dla F € H potézmy

Lemat 3.13
Niech F € C[0,1] bedzie taka, ze F(0) = 0. Wéwczas ciag {Q,(F) }nen jest
niemalejacy oraz

F e H < sup Qu(F) < oo.
nelN

Dodatkowo dla F € H,
lim Qu(F) = ||}

Dowéd. Z nieréwnosci (a + b)? < 242 + 2b? otrzymujemy

o(4) (5]
2[r(2h) - (Bt)] =2 (B) -+ (59)]

sumujac stronami po j otrzymujemy monotoniczno$é¢ ciagu {Qy (F) }nen-

Zal6zmy, ze F € ‘H. Woéwczas

- E[r(§)-r(5)] - [ o]

j=1

Zal6zmy teraz, ze sup,,.p; Qn(F) < 0. Rozwazmy
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Zzn/ stﬂ{ ) O

2’2"

Wéwczas ciag Yy, jest martyngatem na przestrzeni ([0,1], Bor|[0,1]) z miara
Lebesguea wzgledem filtracji

. |
f”:aq;_"’]zﬂ ] :1§]§2n)'

Dodatkowo
on 1 . . 1 2
2 _ a2\ L JN (] _
EY; =2 ,-;2” [F (2n> F( T )] Qu(F).

Stad {Yy}nen jest martyngatem ograniczonym w L2([0,1]). Istnieje zatem
zmienna Y € [2[0,1] taka, ze Y;, — Y pw.iw 12 Zauwazmy, ze dla dowol-

nych jim,
L _ zm
F (2m> /o t)dt — /

Z gestosci liczb diadycznych wnioskujemy, ze Y = F/ p.w. Ostatni postulat
wynika z
Qu(F) = EY; — EY? = ||F'[|3.

Lemat 3.14
Niech B = (Bt);c[o,1) bedzie ruchem Browna. Dla F € H, ciag

on . . . .
_ ] j—1 ] j—1
=2 L |r(5) - F ()] [ () -2 ()]
]:
jest zbieZny prawie wszedzie i w Lz(Q). Zmienna graniczna oznaczac be-

dziemy fo F’(s)dBs.

Dowéd. Zadanie O

Twierdzenie 3.15 (Cameron-Martin 1944)
Niech F € C|0, 1] bedzie taka, ze F(0) = 0. Wéwczas

(i) Jezeli F ¢ H, to W i W sa singularne.
(ii)Jezeli F € ‘H, to W i W sa rownowazne oraz
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We(dw) = exp { /O " F(s)duw(s) — /O : F’(s)zds/z} W(dw).

Uwaga 3.16

Miara WV skoncentrowana jest na trajektoriach ruchu Browna B. Calka
fo F'(s ) pojawiajaca sie w powyzszym wzorze jest wiec catka sto-
Chastyczna z ruchu Browna. W tym szczeg6lnym przypadku (catkowania
funkgji deterministycznych) mozliwe jest catki fol F'(s)dB; dla kazdej tra-
jektorii (kazdej w).

Dowdd. Niech t, = {j27" : j =0,1,...,2"} bedzie partycja diadyczna od-
cinka [0, 1]. Niech F;,, = o(m,) bedzie najmniejszym o-ciatem podzbioréw
C[0,1] wzgledem ktdrego 7, jest mierzalne. Innymi stowy F;, generowane
jest przez zbiory postaci

A={xeCl01] : x(27") € Aj, 0<j<2"}

dla A; € Bor(R). Zauwazmy, ze

1 2
W(A] = P[B(2") € A, :/ L olrylrr2g
[ ] [ (] ) ]] A XX Agn Cne 4
oraz
WE[A] = P[B(727") + E(j27") € A]] = / L - liry-me P r2g,,
Ay X...xAgn Cn

/ L ptryme) —lme 212 r 1124,
A

1><...><A2n Cn

Dla x € C[0, 1] przyjmowa¢ bedziemy

(n) I\ L (i—1
Vj x—Vx—x(2n> x(zn)

oraz ” ”
Hy(x) =21 lZ(VF 2Zva F]
=1 ]
dWFIFn 1 -1 2 _ ,—Hu(x)
dWV|f Hexp{ =2 Vx—VF)}exp {2" (Vx) } = ¥

Ciag zmiennych losowych e~H7: C[0,1] — R jest wiec nieujemnym mar-
tyngatem wzgledem W. Ciag H, jest zatem zbiezny W-p.w. (by¢ moze do
granicy niewlasciwej +0c0). Mamy
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BygHy= [ Ha(/YW(d) = Qu(F)/2

oraz
Varyw [H,] = Qn(F).

Z nieréwnosci Czebyszewa

16
W|f : H. < F)/4] <
Jezeli F ¢ H, to H, — o0 a co za tym idzie
dwF|~7:n —H,

Jezeli natomiast F € H, to

1 1
Hy(x) — E||PH§—/O F'(s)dBs.

O

Niech B = (Bt);¢[o,+00) bedzie ruchem Browna na [0, +-00). Rozwazmy
pierwszy czas przejécia dla B z dryfem p < 0 zadany wzorem

To(u) = inf{s >0 : Bs+ pus > a}.
Szukamy P[1,(y) < o0]. Zauwazmy najpierw, ze z ciaglosci miary

Pt (1) < oo] = lim P[t,(u) < n].

n—o0

Dla dowolnego c > 0,
T,(p) = inf{cs > 0 : Bes + pcs > a}

:cinf{s>0 : %Bcs+y\/55> %}

d
L ety (Ven).

Stad
Plra(p) < n) =P [, 5 (Vin) <1].

Oznaczmy a, = a/+/n oraz y, = \/npu. Dla F(s) = p,s mamy

/1 F'(s)dBs = #nB(1).

0
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Mamy

P [Ta/ﬁ(ﬁﬂ) < 1] =W Hf : sup (f(s) + pns) Zan}]

s€[0,1]

=Wr [{f : sup f(s) Zan}]
s€[0,1]

- el f () —Ha /2y (4
/{fzsupse[o,uf(S)Zan} (df)

_ Bi—p%/2
=F [l{supse[o,l] BSZan}ePln 1—H ] .

Przypomnijmy, ze z zasady odbicia proces

! 2a, — By t > 1,,(0)

jest ruchem Browna. Stad

nBi—p2/2| _
E [ﬂ{supsdo,u Bzagye P } =

5 ﬂnB\l_ﬂ%/z = |: }‘n(zan_Bl)_}‘%/z] =
E {ﬂ{supse[o,u Bo>a,}° ] E l{supse[o,l] Bs>ay,}¢

o2nin <1 _E [ e—unBl—u%ﬂD '

]l{supse[m] Bs<ayu}
Wyrazenie pod wartoécia oczekiwana jest ograniczone przez
oy —12
e Ha—H n/ 2.

Ostatecznie
P[7,(1) < oo] = lim P[1,(u) < n] = e?.

n—o0

3.4 Twierdzenie Donskera

Niech {Xj}ren bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich,
ze
E[X] =0, o*=E[X}] < co.

Rozwazmy spacer losowy generowany przez rozklad X, So = 01 S, =
X1+ Xo+...+ X, dlan € N, n > 1. Naszym celem jest opis wlasno-
$ci asymptotycznych {S, },en, ktore zaleza od catej trajektorii ciagu. Prze-
strzen RN jest w tym celu niewystarczajaca, poniewaz topologia produk-
towa jest zbyt uboga (lub réwnowaznie jest zbyt duzo ciagéw zbieznych a
przez to mato funkgji ciagtych).
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Bedziemy pracowa¢ w przestrzeni C[0,1]. Dla n € N niech Y;,: [0,1] —
R bedzie losowa funkcja ciagta zadana przez

Yu(t) = a’ln’l/zs[m} + {tn}a’ln’l/zx[m]ﬂ. (3.1)

0.5

I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 3.2. losowa funkcja Y, dla n = 50

Funkcja Y, (-) jest kawatkami liniowa i réwna n~1/25, w punkcie k/n.
Rozwazany przez nas losowy obiekt Y, jest elementem C|0, 1] przestrzeni
funkgji ciagtych na odcinku [0, 1].

Twierdzenie 3.17 (Donsker)

Niech zmienne losowa { X} }xcn beda iid ze Srednia 0 i wariancja a2 <
co. Wéwczas dla losowych funkgji ciagltych Y, zadanych przez (3.1),
Y, = B, gdzie B = (Bt);c[o1) jest ruchem Browna na [0,1].

Dowdd. Krok 1: Zbieznoé¢ rozkladéw skoriczenie wymiarowych.
W pierwszym kroku uzasadnimy, ze dla kazdego k € IN i kazdych
t1,t2,..., Ik € [O, 1]k,

(Yn(tl),Yn(tz),. . -/Yn(tk)) = (Btl,Btz,. . -/Btk)

stabo w RRF. Niech 51 < sp < ... < s bedzie (rosnaca) permutacja liczb
t1,...,tx. WOwczas powyzsza zbieznos¢ jest rtownowazna

(Yu(s1), Yu(52), - ., Yu(sk)) = (Bs,, Bsy, -, Bs,)-
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Zauwazmy wreszcie, ze dla j < k,

1 [S]+11’l}
U\/— i=[sjn]+1 ]
Skoro zmienne { Yy, (j11) — Ya(t;) ;‘;& sa niezalezne, to

(Yn(SO)/ Yn(sl) - Yn(SO)/ <o /Yn(sk) - Yn(sk—l) =
(B(s0), B(s1) — B(s0), - -, B(sx) — B(sk—1)-

Z twierdzenia o odwzorowaniu ciaglym otrzymujemy
(Yn(sl), Yn(sz), oo ,Yn(sk)) :> (le, BS2/ ceey Bsk).

Krok 2: Testowanie modutu ciagtosci. Ustalmy 6 > 0. Dlan > [1/6] = n;
rozwazmy ti = jodlaj=0,1,...,n5s. Wowczas dla kazdego € > 0,

Plwy, (6) >3e] < Y P | sup [Xu(s)— Xu(tj—1)| > e]

j=1 _SG[i’j,l,fj]

= Z P max |Sk — S(j—l)m5| > €0'\/E]

L (j—1)dn=<k<njé
= nsIP [max |Sk| > ea\/ﬁ} :
k<én
Aby dokonczy¢ szacowanie zastosujemy nieréwnos¢ Etemendiego
P [max|5k| > 20(] < 2maxP[|Sg| > «]
k<n k<n
aby otrzymadé
2
Plwy, (8) > 3e] < = maxP[|Si| > eoc/n/2]
0 k<én

Z centralnego twierdzenia granicznego, dla kazdego x € R istnieje takie
k(x), ze dla k > k(x),

P[|Sk| > xovVE] < 4(1— ®(x)) < 6e /2.
Biorac x = €/(2v/9) otrzymujemy, dla pewnego ks,

2
~ max P[|S| > eov/n/2]
0 ks<k<én

<2 max P[|S| > eovk/(2V/3)] < Ze €/ %) 0,

<>zll\)
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przy 6 — 07. Z drugiej strony dla kazdej ustalonej J,

1 ik
SI,%%(H)HS"' > eo/n/2] < ez, 0

przy n — oo. Powyzsze argumenty daja

lim limsup Plwy, (6) > 3e] = 0.

0—0+ n—o00
Ciag rozktad6éw Y, na C[0, 1] jest wiec ciasny. 0

Lemat 3.18
Rozwazmy zmienne iid { Xy } ren. W6wczas dla spaceru losowego zadanego
przez So = 0, S, = Xy + ... + X, oraz dowolnej « > 0 zachodzi

P {max|5k| > Za} < 2maxP[|Sk| > «a.
k<n k<n
Dowdd. Niech T = inf{k : |Si| > 2a}. Mamy

n

P [?j}i“sﬂ > 2“] =P[S, > a] + ZIP[T =k, |S,| < a]

k=1
n—1
<P[S,>a]+ Y P[t=k [Sy— S| > 4
k=1
n—1
<P[Sy >a]l+ Y P[t=kP[S, & > 4]
k=1
n
< P[S, > a] + maxP [|S,_j| > a] ) P[r =k
jsn k=1
< P[S; > «] + maxP [|S,_;| > a]
j=n
O
Przyklad 3.19
Niech Sp = 0, S, = Xj + ... + X, dla niezaleznych zmiennych o jedna-
kowym rozkladzie takim, ze E[X;] = 0 oraz E[X?] = 1. Rozwazmy ciag

zmiennych losowych M,, = maxj<x<, Sx. Korzystajac z twierdzenia Don-
skera pokazemy, ze
My /v/n = |N|,

w R, gdzie N ma standardowy rozklad normalny. Rozwazmy w tym celu
tunkcje Y}, zadane przez (3.1). Wéwczas

M, /v/n = max S;/v/n = max Y,(t).
1<k<n te[0,1]
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Funkcja m: C[0,1] — R zadana przez (h) = sup,(g ;) h(t) jest ciagta. Skoro
Yy = B = (Bt)c|o,1) to z twierdzenia o odwzorowaniu ciagtym

M, /+/n = max Y, (t) = m(Y,) = m(B) = sup B:.
te[01] te[0,1]

Z zasady odbicia wiemy, ze ostatnia zmienna ma ten sam rozkfad co |N]|.

3.5 Most Browna

Niech B = (Bt)sc[o1) bedzie ruchem Browna na odcinku [0, 1].

Most Browna jest procesem gaussowskim (rozklady skoniczenie wymiarowe
sa gaussowskie) takim, ze E[B;BJ| = s(1 — ) dla s < t (zadanie).

05

05

-15

Rysunek 3.3. Trajektoria ruchu Browna (niebieska) i otrzymana z niej trajektoria
mostu Browna (pomarariczowa)

Zauwazmy, ze B] = 0 p.w. Most Browna interpretowa¢ mozna jako ruch
Browna na [0, 1] pod warunkiem By = 0:
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o d
(BY )t = (Bt)iepo,)|B1 = 0.

Zdarzenie {B; = 0} ma zerowe prawdopodobienistwo, wiec nadanie mate-
matycznego sensu powyzszej interpretacji wymaga odrobine pracy. Oznaczmy
przez W° rozktad B° na C[0, 1].

Twierdzenie 3.21
Dla € > 0 rozwazmy miare probabilistyczna P. na C[0, 1] zadana przez

P.JA] =P[Be A|B, € [0,€]], A cC.

Woéwczas P = W° przy € — 0.

Dowdd. Pokazemy, ze dla kazdego domknietego F € C,
lim sup P.[F] < W°[F].

e—0

Zauwazmy najpierw, ze E[B;B1] = 0. Skoro wektory losowe postaci
(Bf, By, ... B, B1)

sa normalne, to zmienna Bj jest niezalezna od wektora losowego ( Bfl, sz, ... Bfn ).

Oznacza to, ze dla kazdego A € Cf (zbiory skoriczenie wymiarowe) i kaz-
dego D € Bor(R),

IP[B° € A, B, € D] = P[B° € A]P[B; € D].

Skoro Cy jest klasa rozr6zniajaca, to powyzsza réwnos¢ zachodzi dla kaz-
dego A € C. Biorac D = [0, €] otrzymujemy

IP[B° € A|B; € [0,€]] = IP[B° € A]

dla dowolnego A € C i e > 0. Zauwazmy, ze ||B — B°||c = |B1|. Jezeli wiec
przez ja oznaczymy domknieta otoczke F,

F'={feCl01] : p(f,F) <4},

to
{|B1| <d8}n{B e F}C{B° e F°L.

Stad dla € < 4,
IP[B € F||B; € [0,€]] <IP[B° € F|B; € [0,1]] = P[B° € F].

Przechodzac najpierw z eto0 a nastepnie z 6 — 0 i powotujac sie na to, ze F
jest domkniety otrzymujemy teze. O
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Przyklad 3.22

Znajdziemy rozktad sup, 1, ;) By W tym celu przypomnijmy ciagte odwzo-
rowanie m: C[0,1] — R zadane przez m(f) = sup;cjq) f(t). Wowczas
m*W? jest rozktadem zmiennej sup, () By. Z twierdzenia o odwzorowa-
niu ciagtym wiemy, ze przy € — 07,

m*'P. = m*W°, (3.2)

gdzie Pc[A] = P[B € A|B; € [0,€]]. Miary m*P, to po prostu rozktad
Sup;¢(o,1] B+ pod warunkiem By € [0, €]. Zauwazmy, ze przy € — 0" zreguly

de 'Hospitala,

%113[31 € [0,¢]] - ——.

V2

Z drugiej strony, dla a > 0 i € < a z zasady odbicia (ruch Browna odbity
przy pierwszym uderzeniu w a jest ruchem Browna)

P | sup By >4, By € [0,e]| =P[B; € [24,2a — €]].

te0,1]

Powolujac sie raz jeszcze na regule de I’'Hospitala,

1 —242.

e
\ 27T

élP[Bl € [2a,2a —€]] —
Wracajac do (3.2) otrzymujemy dla a > 0,

P

2
sup By >a| =e ",
tel0,1]
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Streszczenie Zbadamy staba zbiezno$¢ losowych podzbioréw ptaszczyzny

Naszym celem jest zbudowanie aparatu pozwalajacego na badanie loso-
wych dyskretnych podzbioréw przestrzeni topologicznych. Gdy obserwu-
jemy duzy dyskretny zbiér ciezko jest opisa¢ doktadnie konfiguracje punk-
tow. Przy bardzo duzych zbiorach na pierwszy rzut oka jesteSmy w stanie
jedynie stwierdzi¢ w ktérych miejscach jest wieksze zageszczenie punktow.

Rysunek 4.1. Losowy podzbiér plaszczyzny.

Duze losowe podzbiory naturalnie utozsamiamy z miarami. Dokladniej,
zbiér dyskretny D mozemy utozsamic¢ z miara punktowa postaci

Y 6.

xeD
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Ta barokowa wrecz konstrukcja okazuje sie wyjatkowo przydatna w anali-
zie. Miary skupiaja wokot siebie wiecej aparatu matematycznego niz kolek-
cje podzbioréw.

Rozwaza¢ bedziemy stosunkowo porzadna przestrzen topologiczna E.
Mozna mysle¢, ze E jest pewnym uzwarceniem podzbioréw R". Przykla-
dowo (—o0, 00|, w ktérym do prostej R dorzucamy dodatkowy punkty {co}.
Woéwezas baza otoczen oo sa potproste (a,00). Wowcezas (—oo, 0] staje sie
homeomorficzne z (0,1]. Oznacza to w szczeg6lnosci ze zbidr [0, +o0] jest
zwarty w (—o0, o0].

Niech E bedzie lokalnie zwarta przestrzenia topologiczna z baza przeli-
czalna. Dokladniej E jest przestrzenia Hausdorffa, gdzie kazdy x € E ma
warunkowo zwarte otoczenie i istnieja zbiory otwarte {Gn}nen takie, ze
kazdy otwarty G C E zapisuje sie¢ w postaci G = [ic; G dla pewnego
I € N. Przez £ oznaczaé bedziemy c-ciato zbioréw borelowskich na E.

4.1 Procesy punktowe

Przypomnijmy, ze dla kazdego x € E definiujemy miare 6, na E skupiona

W X wzorem
lxe A

0:(A) = {OxeéA'

Skoriczone sumy miar powyzszej postaci nazywac bedziemy miarami punk-
towymi.

Definicja 4.1
Miare m na E nazywamy miara punktowa jezeli m jest postaci

m = Z 5xk/

1<k<N

gdzie N € IN U {0} i ciag {xk}1<k<n hie zawiera podciagu zbieznego.
Przez M, (E) oznacza¢ bedziemy przestrzeri wszystkich miar punkto-
wych na E.

Zatozenie o baraku podciagu zbieznego sprawia, ze dla kazdej m €
M,(E) i kazdego zwartego K C E, m(K) < oo. Kazda miara punktowa
jest wiec miara Radona.

W przysziosci rozwaza¢ bedziemy losowe elementy M, (E). Nie uciek-
niemy wiec od o-cial podzbioréw M, (E). Niech M, (E) bedzie najmniej-
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szym o-ciatem podzbioréw M, (E) zawierajacym zbiory postaci
{m € My(E) : m(F) € B}

dla F € £ oraz B € Bor(R). Wéwczas M, (E) jest najmniejszym o-ciatem
podzbioréw M, (E) wzgledem ktérego dla kazdego F € £ odwzorowanie
m +— m(F) jest mierzalne (M, (E), M,(E)) — (R, Bor(R)).

Definicja 4.2
Niech (Q), F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Procesem punk-
towym nazywamy mierzalne odwzorowanie

N: (Q, F) = (My(E), My(E)).

Jezeli N jest procesem punktowym, to dla kazdej w € O, N(w) € Mp(E).
O N mozemy wiec mysle¢ jak o odwzorowaniu dwéch zmiennych N(w, A),
we Acé.

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku miar postepujemy inaczej niz w
przypadku losowych funkcji czy ciagéw. Nie wprowadziliSmy bowiem na
M, (E) metryki. Uczynimy to w pézniejszych podrozdziatach, kiedy be-
dziemy mowili o stabej zbieznosci proceséw punktowych. Pamietajmy jed-
nak, ze caly aparat przestrzeni metrycznych zgromadzony w rozdziale dru-
gim stosuje sie tez w przypadku przestrzeni M, (E).

Fakt 4.3
N: Q — M,(E) jest procesem punktowym wtedy i tylko wtedy, gdy
N(-, A) jest zmienna losowa dla kazdego A € £.

Dowédd. Zadanie. O

Przyklad 4.4
Niech E = [0,1] i niech U bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym
na [0, 1]. Wéwczas

N(w, A) = by(w)(A)

jest procesem punktowym.

Przypomnijmy, ze dla procesu punktowego (czyli losowego elementu
M, (E)) definiujemy jego rozktad Py wzorem

Py[-] = N*P[-] =P[N € -].
Woéweczas Py jest miara probabilistyczna na zbiorze miar.

Fakt 4.5
Zbiory postaci
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{m e My(E) : m(Iy) = ng, k <n} C My(E)
dlan € N, {ng}x<, € N i Iy € £ tworza klase rozrézniajaca.

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze powyzsze zbiory stanowia rr-uklad gene-
rujacy M (E). O

Powyzszy fakt oznacza, ze jezeli dwa procesy punktowe N i M spelniaja
nastepujaca wlasnos¢: dla kazdego n € IN i dowolnych zbioréw Ej, ..., E, €
& wektory losowe

(N(E1),N(Ez),...,N(E,)) oraz (M(E1),M(Ey),...,M(Ey))

maja ten sam rozklad, to procesy punktowe N i M maja ten sam rozklad na
M,(E).

Dla zmiennej losowej X jej wartos¢ oczekiwana E[X] stanowi pewnego
rodzaju uproszczenie badZ przyblizenie X. Latwiej jest bowiem méwié o
liczbie rzeczywistej E[X] niz o calej funkgi X: Q) — R. Zastosujemy po-
dobny zabieg dla proceséw punktowych.

Definicja 4.6
Miara intensywnosci procesu punktowego N nazywamy miare py na
(E,£) zadana przez

Przeliczalna addytywno$¢ pun wynika z zastosowania twierdzenia o
zbiezno$ci monotonicznej.

Przyklad 4.7

Rozwazmy zmienna losowa P o rozkladzie Poissona z parametrem A >
0. Niech Eq, E, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
normalnym. Rozwazmy proces punktowy

P
N =Y 6.
k=1

Woéwcezas N ma miare intensywnosci

1
V27T

e /2dx,

pun(dx) = A

Przyklad 4.8

Miara intensywnosci nie rozréznia rozkladéw proceséw punktowych. Roz-
wazmy zmienna losowa U o rozktadzie jednostajnym na [0,1]. Wéwczas
procesy punktowe
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N =20y, No=du+di-u
maja te sama miare intensywnosci p(dx) = 215 (x)dx.

Przypomnijmy, Ze dla mierzalnej f: E — [0+ co) oraz m € My(E) po-

staci
m = Z §xk,
1<k<N
gdzie N € N € N U {oo}, x; € E, zachodzi
[fGomn) = ¥ flxo).

1<k<N

Poprzez zastosowanie twierdzenia Fubiniego, dla procesu punktowego N
0 mierze intensywnosci iy,

E| [ fonn)| = [ i

dla dowolnej mierzalnej f: E — [0+ o).

Przyklad 4.9

Niech Ej, E;... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o roz-
kladzie wykladniczym z parametrem A > 0. Dla n € NN niech S, =
E; + ...+ E,. Rozwazmy proces punktowy

N() = il 65, ().

W celu zidentyfikowania miary intensywnosci py rozwazmy jej transfor-
mate Laplacea

#s) = [ unldx) = [ e () = YE[e].
Zauwazmy, ze
—sEq A
pls) = B[R] =

Stad
[ o [—se " @(s) A
(s)=Y Ele| = Y E|e*h| = =—.
¢ nzzl [ } n;l [ ] 1—¢(s) s
Skoro A/s jest transformata Lempace miary Lebesguea przeskalowanej
przez A,

/Oo e *Adx = % = ¢(s)

0
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to ta ostatnia jest miara intensywnosci N. Dokladniej
pn(dx) = Adx.

Proces N nazywamy procesem punktowym Poissona z intensywnoscia
Adx.

Okazuje sie, ze metoda funkcjonatlu Laplacea jest skuteczna rowniez w
kontekscie proceséw punktowych. Wymagana jest jednak odpowiednia de-
finicja.

Przyklad 4.11
Niech N = 4x dla pewnej zmiennej losowej X. Wéwczas

yn(f) =E [ef(x)] :

Dowdéd. Rozwazmy f postaci

Fx) = 3 M, (3)
k=1

dlan € N, Ay > 01 E; € £. Wowczas

[ FOON(ax) = Y- AN(E).

k=1
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Skoro przy ustalonych Ei, ¥n(f) = ¥m(f) dla kazdych A, to wektory
losowe

(N(Ex))k<n oraz  (M(Eg))r<n

maja ten sam rozktad. Skoro rozktady skoriczenie wymiarowe rozrézniaja
rozklady otrzymujemy teze. O

Przyklad 4.13
Rozwazmy raz jeszcze

N=Y s,
n=1

gdzie S, = E1 + Ex + ... + E, dla E; niezaleznych o rozktadzie wykfadni-
czym z parametrem A > 0. Chcemy znalez¢ funkcjonat Laplace’a . Dla
uproszczenia jednak ograniczymy sie do wyznaczenia wartosci P (f) dla
f o ograniczonym nos$niku, tj takich, ze istnieje ¢ takie, ze f(t) = 0 dla
t > to. Rozwazmy funkgje

F(y) = E [exp{—/f(x-l—y)N(dx)H _E

exp{— ilf(sn +y)}

Zauwazmy, ze

exp{— if(%—%y)}

Stad otrzymujemy réwnanie catkowe

E

E1] = e fEBHF(E +v).

Fly)=E [e—f(Eﬁy)F(El _|_y)} = /\/ e—Axe—f(x+y)p(x +y)dx
0
= Ae)‘y/ e Me S F(x)dx,
Yy
ktore z kolei prowadzi do réwnania rézniczkowego

F'(y) = A%N /

N e Me fOF(x)dx — Ae TWF(y) = A (1 - e_f(y)) F(y).
y

Stosujac czynnik catkujacy otrzymujemy

F(x) = F(0) exp {A/O (1-e W) dy} .

Wracajac do definicji

lim F(y) = lim E = 1.

Yy—00 Yy—00

exp {— ilf(sn +y)}
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To oznacza, ze

F(0) = exp {—A/Ooo (1-ef®) dy} .

() =E |oxp { ~ [ FNn) || =E [exp {— néf(sn)}]
— F(0) = exp {—A/Ow (1-e®) dy} .

Konstatujac

4.2 Procesy Poissona

Przejdziemy teraz do badania Proceséw Poissona. Sa to procesy punktowe,
ktore charakteryzuja sie zupelna losowoscia. Dokladniej miary rozlacznych
zbioréw sa od siebie niezalezne. Jest to miarowy odpowiednik procesu sto-
chastycznego o niezaleznych przyrostach. Jak przekonamy sie pod koniec
tego rozdziatu stanowia one obiekt graniczny dla niezaleznych prébek.

Przypomnijmy, ze jezeli zmienna losowa X ma rozklad Poissona z pa-
rametrem A, to E[X] = A. Jezeli wiec N jest Procesem punktowym Po-
issona z miara intensywnosci u, to E[N(F)] = u(F). Dokladniej y jest tez
miara intensywnosci w sensie Definicji 4.6. Druga wiasnos¢ definiujaca pro-
ces punktowy Poissona nazywana jest zupelna losowos$cia. Zanim podamy
przykltady podamy wzér na funkcjonat Laplacea procesu punktowego Po-
issona. Skoro funkcjonaty te rozrézniaja rozkltady proceséw punktowych, to
postuzy nam on do weryfikacji, czy dany proces punktowy jest procesem
Poissona.
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Dowdd. Zat6zmy najpierw, ze N jest procesem Poissona. Dla funkgji f po-
staci

f(x) = Z silg, (x (4-2)

dla pewnych n € IN, s; € R oraz Ex € £, k < n. Bez zmniejszania ogoélno-
$ci mozemy zalozy¢, ze zbiory Ej sa parami roztaczne. Wéwczas zmienne
losowe N(E1), N(Ep), ..., N(E,) sa niezalezne. Mamy

N(f) = [ f)N(d) zskwwk

Ze wspomnieniowej niezaleznosci mozemy wyrazi¢ funkcjonat Laplacea w
punkcie f jako

gn(f) = kF:Il E [emsNE)]

Dla kazdego k zmienna losowa N(E;) ma rozktad Poissona z parametrem
u(Ey) i stad

© j
E [e—SkN(Ek)] = Z esk]y(jilk)e_ywk) =exp{—(1—e*)u(Ex)}.
j=0 '

Stad

P (f) = exp {— - e_sk)V(Ek)} = exp {— [(1=eo) ﬂ(dx)}-

k=1

Przypadek ogélny wnioskujemy teraz z przej$cia monotonicznego. Jezeli f
jest dowolna mierzalna, nieujemna funkcja E — R, to istnieje niemalejacy
ciag funkgji prostych zbiezny do f. Wéwczas exp{—N(f»)} jest nierosna-
cym ciagiem zmiennych losowych zbieznych do exp{—N(f)}. Z drugiej
strony 1 — e~/ jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 1 — e/. Stad
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on(f) =E [E‘N(f)] = lim E [e—N(fn)} _

n—oo

gii%oexp {—/ (1 — e*f”(x)> y(dx)} = exp {—/ <1 — e*f(x)> y(dx)}.

Niech Teraz N bedzie procesem spelniajacym (4.1). Dla f postaci (4.2)
otrzymujemy

E exp {— ZSkN(Ek)H =yn(f) =
k=1
exp {— / (1 — e_f(x)> y(dx)} = exp {— Y (1- e_sk)y(Ek)}
k=1
Podstawiajac s, = s3 = ... = 5, = 0 otrzymujemy

E [exp {—s1N(E1)}] = exp {—(1 —e ")u(E1)}

Dla kazdego E; zmienna N(E;) ma rozklad Poissona z parametrem p(Ej).
Proces N spelnia wiec pierwszy postulat definicji procesu Poissona. Wraca-
jac teraz do przedostatniego wzoru otrzymujemy
n
E

exp {— SkN(Ek)H =yn(f) =
P

exp {— i(l - E‘Sk)ﬂ(Ek)} = If[llE [exp {—skN(Ex)}]

k=1
co z kolei implikuje niezaleznos¢ zmiennych N(E;), N(Ep),...,N(E,). O
Twierdzenie 4.16

Niech p bedzie o-skorficzona miara na E. Istnieje proces punktowy Po-
issona z miara intensywnosci j.

Dowdd. Wystarczy, ze pokazemy ze istnieje proces punktowy ktérego funk-
cjonal Laplacea zadaje sie wzorem

() =ep{ 1= Wnan |

Zal6zmy najpierw, ze 0 < u(E) < co. Rozwazmy zmienna losowa P z roz-
ktadem Poissona z parametrem yu(E) oraz ciag niezaleznych elementéw lo-
sowych Xj, Xy, ... o rozkladzie u(-)/u(E). Pokazemy, ze proces punktowy



4.2 Procesy Poissona 67
N
Ny = Z 5Xk
k=1

jest szukanym procesem Poissona. Rozwazmy w tym celu jego funkcjonat

YN, (f) = i)]E [e—f(x)]j V(ﬁ)je_ﬂ(E) = exp {IE [1 — e_f(X)} y(E)}.
i=

Wystarczy teraz napisac, ze

E [1 - e—f(X>] u(E) = /1 — e SOy (dy).
Jezeli natomiast y jest dowolna o-skoficzona miara, to mozemy rozbi¢ E na
przeliczalnie wiele rozlacznych kawatkéw Ej o skoriczonej mierze. Niech
ur(-) = u(- N Eg). Dla kazdego k istnieje (niezalezny od pozostatych) pro-

ces Poissona Ny o mierze intensywnosci px. Woéwczas N = Y ;2 ; Ny jest
szukanym procesem Poissona poniewaz

() = TTomt) = [Top { 1/ Ppan)}

= exp {/ 1-— ef(x)y(dx)} .

O

1 — 1
08t . CL e 08
06 . ‘ ST 06,
. ® . ? p
04 te oo 048
. . . [
02l T T K 02
N
0 ] 0 buslae = PR 2
0 02 04 06 08 1 0 02 0.4 06 038 1

Rysunek 4.2. Po lewej proces Poissona z intensywnoscia 1001 112 (x, ). Po prawej
intensywnos¢ 25/41 g 2 (x, y) (xy) /4
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O

Dowdéd. Zadanie.

O

Dowdéd. Zadanie.
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Dowdd. Wystarczy sprawdzi¢ wzér Campbella. Oznaczajac przez [E wartos¢
oczekiwana otrzymana z prawdopodobieristwa [P piszemy

Efexp{~N(g)}] = E [exp {N(f —g) = (1—¢f) }|
= exp {/1 — of =80y (dx) — /1 - ef(x)y(dx)}

exp { / (1 es) o y(dx)} _

O

Rozwazmy powyzszy wzor dla f(x) = 1 oraz G(x,m) = 1,1 Go(m).
Woéwczas

E[G(N)N({x0})] = E[Go(dx, + N)Ju({x0})-
Jezeli u({xo}) > 0 to powyzszy wzdr oznacza, ze wzgledem nowej miary
probabilistycznej dP = N({xo})/u({x0})dP proces N ma ten sam rozktad
co N + 6y, wzgledem wyjsciowej miary IP. Jezeli natomiast p({xo}) = 0,
to mozna pokaza¢, ze P[N(xp) < 1] = 1 (zadanie). Wéwczas powyzszy
wz0r jest interpretowany jako rozklad warunkowy N pod warunkiem, ze
N(xp) = 0. Doktadniej

E[Go(N) [ N(x0) = 1] = E[Go(dx, + N)].
Dowdd. Wystarczy uzasadni¢ wzér dla f = 1 oraz G postaci
Glm) = exp{ — [ stom(an) |
E
dla pewnej mierzalnej g: E — [0, +0c0). Dokladne uzasadnienie, ze wystar-

czaja funkcje powyzszej postaci wymaga nieco pracy. Mozna mysle¢, ze
algebra w C(M,,) generowana przez powyzsze funkcje rozdziale punkty i
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ma miejsce zastosowanie wersja twierdzenia Stona-Weierstrassa (co formal-
nie nie jest prawda, bo M, nie jest zwarta).

Ze wzoru Campbella, dla kazdego g > 0,

E [exp {1 [ fN(@0) } 60| = E e { = [7(0) +g(0N(en) |
= exp {_ /1 — e—qf(X)—g(x)y(dx)} )
Rézniczkujac wzgledem g > 0 otrzymujemy
E| [ o exe{-q [ f<x>N<dx>} 6]
— / F(x)e~ =80 4 (dx) exp{ / 10 )y(dx)}.
Przechodzac teraz z ¢ — 07 otrzymujemy
E| [ NG|
—/f i(dx) exp{ /1—eg )}

Powolujac sie raz jeszcze na wzér Campbella widzimy, ze prawa strona
powyzszego wzoru jest rOwna

[ F@e OGN = [ fx)e s u(dx)E e swN@] -
[ FOE [e fs00N40@0] () = [ F()E[G(6x + N)] (dlx).

O

4.3 Procesy punktowe i losowe partycje

4.4 v-topologia

Chcemy zbada¢ miary punktowe z punktu widzenia ich zbiezno$ci. Przy-
pomnijmy, ze dla funkgji f: E — R jej nosnik definiujemy jako

supp(f) = cl{x € E : f(x) #0}.
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Funkcje z C{ (E) postuza nam do testowania zbieznosci miar punkto-
wych.

Przyklad 4.24
Jezeli py = 6y, i p = Jy, to py —° u wtedy i tylko wtedy, gdy x, — x w E.

Lemat 4.25 (a) Niech K C E bedzie zbiorem zwartym. Istnieje ciag zbio-
réw zwartych K, | K oraz nierosnacy ciag f € CE(E ) taki, ze

Ix < fu < 1k, 4 1k

(b) Jezeli G jest otwartym zbiorem warunkowo zwartym, to istnieja warun-
kowo zwarte otwarte zbiory G, 1 G oraz funkgje f, € Ci (E) takie, ze

Ig > fu > 1g, T 1c.

Dowdd. W dowodzie wykorzystamy fakt, ze E jako lokalnie zwarta z przeli-
czalna baza jest metryzowalna w spos6b zupelny. Oznaczmy przez p wspo-
mniang metryke. Niech {Bj}ren beda otwartymi, warunkowo zwartymi
zbiorami takimi, ze By 1 E. Jezeli K jest zwartym podzbiorem E, to { By }ren
stanowi jego otwarte pokrycie. Stad istnieje kg € IN takie, ze K C By, . Dodat-
kowo p(K, B,SO) > 0. Niech e € (0,p(K, B,(EO ). Dla 6 > 0 rozwazmy domknieta
d-otoczke K dana przez

K*={y€E : p(Ky) <5}
Dla n € N takich, ze 1/n < € niech K, = K", Zauwazmy, ze

Kn Q Bko g Cl(BkO).
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Skoro ostatni zbior jest zwarty, bo K, jako jego domkniety podzbiér réow-
niez. Dodatkowo K;, | K.

Rozwazmy funkgje f, dana przez

fu(x) =1— (np(K,x)) A1,

Woéwezas 0 < f, < 1 oraz supp(f) = Ky a co za tym idzie f, € C{ (E). To
w szczeg6lnosci pokazuje, ze f, < lg,. Aby pokaza¢, ze 1x < f, wystarczy
zauwazy¢, ze dla x € K, f,(x) = 1.

Jezeli G jest otwarty i warunkowo zwarty, to rozwazamy
Gn = ...

O

Przy pomocy powyzszego lematu mozna uzasadni¢ wersje Twierdzenia
Portmantou dla v-zbieznosci

Dowdd. (i) — (iii) Jezeli K jest zwarty, to z Lematu 4.25 istnieje ciag zbioréw
zwartych {K, },en i funkdji f, z Cf (E) takie, ze

Ik < fn < 1k, 4 Lk
Stad dla kazdego ustalonego m € IN,

lim sup p, (K) < limsup pn(fin) = p(fm)

n—00 n—00
Przechodzac teraz z m — oo otrzymujemy pierwsza czes¢ tezy. Druga uza-
sadniamy z podobny sposéb.

(iii) — (ii) Niech B bedzie warunkowo zwartym zbiorem takim, ze
#(9B). Skoro int(B) C B C cl(B) to
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(int(B)) < lim inf o (int(B)) < lim inf 1 (B) <
limsup pn(B) < limsup p,(cl(B)) < u(cl(B)).

n—oo n—00

Skoro y(9B) = 0, to skrajne wyrazy powyzszego ciagu nier6wnosci sa sobie
rowne.

O

(ii) — (i) Jak w dowodzie Twierdzenia Portmantou

Szkic dowodu. Metryzacje My (E) przeprowadzamy w standardowy sposéb.
Najpierw nalezy pokaza¢, Ze istnieje przeliczalna kolekcja {h;}jen funkdji
hj € C{ (E) taka, ze jty, =7 p wtedy i tylko wtedy, gdy

palhy) = [ Iy0pa(d) — ) = [ y(x)u(d)

dla kazdego j € IN. Innymi stowy {4;};cn stanowi klase testujaca zbieznos¢
w v-topologii. Wéwczas metryke na M, (E) zadajemy wzorem

o0

p(u,v) = ;(W(hj) —v(hp|A1)27)
=

O

Dowéd. Zatézmy, ze M jest warunkowo zwarty. Wowczas sup,, ., 1(f) <
oo wynika z ciagtosci m — m(f). Zal6zmy teraz, ze dla kazdej f € C{ (E)
zbidr

~

Iy =

0, sup m(f)]

feMm

jest zwarty. Stad zbior
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I= J] I

feCK (E)

jest zwartym podzbiorem R (E), Przestrzert M, (E) wklada sie w RCx (E),
Doktadniej kazde m € cl(M) mozna jednoznacznie utozsami¢ z T(m) =
{m(f)}fem € I. To wloZenie jest dodatkowo ciagte, poniewaz m, — m w
M, wtedy i tylko wtedy, gdy m,(f) — m(f) dla kazdego f € C{(E), czyli
T(my) — T(m) w R (). Oznacza to, ze cl(M) i T[cl(M)] sa homeomor-
ficzne. Zwartos¢ cl(M) wynika ze zwartosci T[cl(M)] jako domknietego
podzbioru przestrzeni zwartej I. O

Twierdzenie 4.29

Rodzina rozktadéw proceséw punktowych { N, } e jest ciasna w M, (E)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej f € C{ (E) rodzina zmiennych lo-
sowych {Ny(f) }nen jest ciasna w R.

Dowéd. Zatozmy, ze {N,(f)}n jest ciasna w R dla kazdego f € C{(E).
Wybierzmy ciag g; € C¢(E) taki, ze gj T 1. Skoro dla kazdego j € N
rodzina { N (g;) }neN jest ciasna w R, to dla kazdego € > 0 i kazdego j € N
istnieje stata ¢; > 0 taka, ze

sup P[N,(gj) > ¢] < e2 /71,
nelN

Rozwazmy zbior

M= J{neMy: ug) <}
jeEN

Zbior ten jest warunkowo zwarty w My, bo

sup m(f) < oo.
meM

Zauwazmy, ze dla kazdego n,

P[Nu(f) ¢ cl(M)] <P[N, ¢ M] <

e

I
—_

P[Ny(gj) > ¢j] <e.
]

Czyli { Ny }nen jest ciasna w M. Implikacje przeciwna pozostawiamy jako
zadanie. 0
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Dowdd. (i) — (ii) Dla f € C{ (E) funkcja F: M, — R zadana przez F(m) =
e—m(f) jest ciagla i ograniczona. Odwotujac sie do definicji stabej zbieznosci
miar probabilistycznych na przestrzeniach metrycznych widzimy, ze

¥, (f) = Elexp{—=Nu(f)}] = E[F(Na)] = E[F(N)] = ¢n(f)-
(if) — (iii) Dla dowolnej f € Cg (E) testujemy zbieznos¢ transformat La-
placea zmiennych Ny, (f):
E [e_SN"(f)] =E [e_N"(Sf)] =N, (sf) = ¥In(sf) =E [e_SN"(f)] :

(iii) — (i) Dla kazdej f € C¢{ (E) ciag {Ny(f)} jest ciasny w RR. Stad {N,}
jest ciasny w M,. Z dowolnego ciagu elementéw {Nj, } mozemy wybrac
podciag {N”kj } zbiezny do pewnego N. Stad

Ny, (f) = N(f)

dla kazdego f € C{(E). Wobec naszego zatozenia N(f) i N(f) maja ten
sam rozklad. Skoro transformaty LAplacea rozr6zniaja rozklady na My, to
N i N maja ten sam rozklad. Oznacza to, ze z kazdego ciagu elementéw
{Nu, }x mozemy wybra¢ podciag { Ny, }; stabo zbiezny do N. jest ro réw-
nowazne N, = N. : O

Powyzsze twierdzenie daje wygodne kryterium stabej zbieznosci w M.
Nastepne twierdzenie postuzy nam do omoéwienia konkretnego przyktadu
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gdzie N jest Procesem punktowym Poissona z miara intensywnosci p.
Dowéd. Dla f € C{ (E) mamy

¥y (f) = (E[eﬂxml])” - (1 —%/1 — e fOnP[X,, € dx])n
—>exp{—/1—e flx )y(dx)} YN (f).

O
Przyklad 4.32
Dla n € IN rozwazmy niezalezne zmienne Yi,Y>,...Y,. Chcemy zbada¢
asymptotyczne zachowanie ekstremalnych statystyk pozycyjnych
Yion < Yoo < Youne

Tutaj Y1, = minj<, Y; oraz Y., = max;<y Yj oraz Y, 1., jest druga po Yyu.n
najwieksza wartosc1a w{Y1,Ys, ..., Yu} Dla ustalenia uwagi zat6zmy, ze Y;
maja rozklad o gestosci

Cyt o1 log(t+1), t,a > 0.

Tutaj C, jest stala normujaca. Rozwazmy zmienne

n —1/a
nj = (log(n)) Y

nP[X,; € dt] — Co/at™*"'dt.
Rzeczywiscie, dla kazdej f € C£ ((0,00]),

Wobwczas

/f(t)ﬂﬂ’[xn,j € dt] = nE[f(Xy1)] = nE[f(Y1/n'/")]
=n /Ooof(t‘/nl/”‘)C,,Cif_"‘_1 log(n) ! log(yn'/* log(n)_l/“ +1)dt
- / fly txy_“ 'dy.

Ostatnie przejécie jest oczywiste, jezeli nosnik f jest ograniczony. W prze-
ciwnym wypadku wymagane jest nieco pracy. W szczegdlnosci wiec

n
Ny =) dx,, =N
j=1
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gdzie N jest PPP(p). Zauwazmy teraz, ze powyzsze daje informacje o stabej
zbieznosci Y;,.;;. Mianowicie

P[Yyn > tnl/"‘log(n)_“ < t] = P[N,(t, +o0] = 0]
Zauwazmy, P[N{t} > 1] = 0. Stad dla funkgji h(m) = m(t, co] widzimy, ze
P[N € D] = 0. Z Twierdzenia o odwzorowaniu ciagtym
— P[N(t,00] = 0] = e Mt

bo zmienna N(t,00] ma rozkltad Poissona z intensywnoscia u. Oznacza to,

ze y
o
n
G%MQ Yo = F,

gdzie zmienna F ma rozklad Frecheta
P[F < t] = exp{—Cut™*/a?}.
Zauwazmy, ze
P[Y, 1.y < n'/*log(n) ] = P[Ny(t, +-00] < 1]
— P[N(t,00] < 1] = e #E® (1 4 u(t, o))
oraz ogOlnie

=L i(t, ook
P[Y,_j., < n'/*log(n) /%] — H(t) = e #tol Y o 2 ]

k=0

Oznacza to to, ze

n 1/«
Q%MQ Ya—jn = B

gdzie F; jest zmienna losowa o dystrybuancie H;.
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5
Funkcje Cadlag

Streszczenie W tym rozdziale

5.1 Rozklady stabilne

Jezeli X1, X», ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samy roz-
kladzie i E[X;] = 0, E[X3] = 0? < oo, to
X1+ Xo+4...+ X,
o\/n

Co sie dzieje w przypadku, gdy E[X?] = co? Przypusémy, ze X1, X, ... sa
niezalezne i maja ten sam rozklad taki, ze

= N(0,1).

P[X; >t =t7%/2, P[X;<—t]=t%/2, t>1, ac(0,2).

Warto zauwazy¢, ze jezeli &« > 2 w powyzszym wzorze, to E[X3] < oo
co sprowadzatoby nas raz jeszcze do centralnego twierdzenia granicznego.
Przypomnijmy, ze proces punktowy

n
Z (Sn—l/zxxk
k=1

zbiega stabo w M, ((0, +o0]) do procesu punktowego Poissona N, z miara
intensywnosci a|x|~**1dx/2. Dla € > 0 rozwazmy T: M,(E) — R zadany
przez

Tm = / x m(dx).
[—o0,—€]U[e,+0]

Dla € € (0,1) rozwazmy ciagta funkcje fe: R — R taka, ze fe(x) = «x
dla |x| € [e,1/€), fe(x) = 0 dla |x| € (0,e/2) U (1/(2€),0). Skoro fe €
Ck(R\ {0}), to

/ Fo(x) Ny (dx) = / (%) Neo (d).
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Ze wzoru Campbella znajdujemy funkcje charakterystyczna ostatniej zmien-
nej

E [exp {it/fe(x)Noo(dx)H = exp {/ (1 — eitfe(x)> oc|x\_“+1dx/2}
= exp {/ (1 — cos(tfe(x))) a|x|_“+1dx} .

Zauwazmy, ze ostatnie wyrazenie, przy € — 0 zbiega do
exp {/ (1-— cos(tx))zx|x\"‘“dx} =
0

exp {/ (1 —eitx> oc|x\_"‘+1dx/2} =E [exp {it/xNoo(dx)H :

Oznacza to, ze przy € — 0T,

/ Fo(x)Neo(dx) = / ¥ Neo(dx).

Powyzsze rozwazania przyblizaja nas do celu, poniewaz

n1/ug, — / Fe(x)Np(d)

<

n n
-1 -1
2n Y Xl g entny + 2070 Y X (1x st 20))
k=1 k=1

= 2n7"%S,(€) +2n7 /Ry e).

Pozostaje pokaza¢, Zze zmienne wystepujace po prawej sa zaniedbywane.
Dla zmiennej X(€) = X1y x|<ept/a) mamy

1/«

€n
E [X(e)z] = /0 2yPlen'/* > X > y]dy

1 enl/®
:/ 2ydy+2/ yl~*dy
0 1
2

— 14 <€2ﬂxn2/a71 _ 1) <
2—«

Stad, dla S,(e) =Y/, Xielfx,|<enl/a} MAMy

2—u

E[S,(e)2/n2/%] < 2

—0
2 —u
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przy € — 0. Powyzsze argumenty daja

lim limsup P [|Sn(e)| > 5n1/"‘] =0.

e—=0"  noeo

Z drugiej strony przy n — oo,

P[Ry(€) > 0] < P[Ny(—co, —1/(2€)) U (1/(2€),00) > 0]
— P[Noo(—00, —1/(2€)) U (1/(2€),0) > 0],

aprzy e — 07,
P[Nyy(—oc0, —1/(2€)) U (1/(2€),00) > 0] = 1 — ¢ 270 ® 14t
Czyli dla kazdej 6 > 0,

lim limsup P [|Rn(6)| > (5111/"‘] = 0.

€—=0"  n—oeo

Oznacza, to ze
n-tes, = /xNoo(dx) = L,.

Zauwazmy, ze przez podstawienie

/ (1 — eitx) w|x| T ldx/2 = t”‘/ (1 - eix) x|~ Hdx /2

Przez rachunek na funkcjach charakterystycznych mozna pokaza¢, ze jezeli
L), oznaczymy niezalezna kopie L, to

d
Lo+ L =2Y°L,.

Takie rozklady nazywamy a-stabilnymi.
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5.2 Przestrzei Skorochoda

Chcieliby$my uzyska¢ funkcjonalna wersje ostatniego twierdzenia. Okazuje
sie jednak, ze przestrzeni C[0, 1] jest w tym celu zbyt mata. Jezeli rozwazymy
X1, X, ... sa niezalezne i maja ten sam rozkifad taki, ze

PXy >t =t"/2, PX;<—t]=t""/2, t>1, ae€(0,2)
oraz ciag funkcji
Zn(t) = VS + {tnyn ™ Xy 41

To ciag rozktadéw Z, nie jest warunkowo zwarty w C[0, 1] (zadanie).

Definicja 5.2
Przestrzenia Skorochoda nazywamy zbiér D[0,1] funkgi f: [0,1] — R
takich, ze

(i) Dla kazdego t € [0,1), f(t+) = lims—¢, f(s).
(ii)Dla kazdego t € [0,1), lims_¢  f(s) istnieje.

Funkgcje f € DJ0, 1] nazywamy funkcjami cadlag (jest to akronim z jezyka
francuskiego “continue a droite, limite a gauche”).

Przyklad 5.3
Kazda funkcja ciagta jest cadlag (C[0,1 C D0, 1]). Funkdja f(t) = 1jg1,2)(t)
jestw D[0,1] \ C[0, 1].

Chcemy rozwinaé teorie stabej zbieznosci w D[0,1] analogiczna do tej
rozwinietej dla C[0,1]. Dla x € DJ[0,1] oraz T C [0, 1] definiujemy

wx(T) = sup [x(t) — x(s)]-
tseT
Lemat 5.4
Dla kazdej x € DJ0,1] i kazdego € > 0 istnieje k oraz punkty 0 =ty < t; <
... < tp =1 takie, ze
wx[t]-_l, t]') < €.

Dowdd. Ustalmy € > 0. Rozwazmy T bedace zbiorem wszystkich ¢ € [0,1]
dla ktérych odcinek [0, ¢] dla ktorych istnieje n € IN oraz 0 = tg < t; <
... <t} =t takie, ze

wylti—1,tj) <e.
Niech t* = sup T. Skoro x(+*—) istnieje, to t* € T. Zat6zmy nie wprost, ze
t* < 1. Z prawostronnej ciagtodci x w t* wynika, Ze istnieje § > 0 taka, ze
wy[t*, t* + J) < e. To przeczy wyborowi t* i koriczy dowéd. 0
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Z powyzszego lematu, dla kazdego € > 0 zbior {t € [0,1] : |x(t) —
x(t—)| > €} jest skoriczony. Zbiér punktéw nieciagtosci kazdej x € D[0, 1]
jest zatem przeliczalny. Dodatkowo kazda funkcja x € DJ[0,1] moze by¢
przyblizana jednostajnie przez funkcje postaci

Z k(g 1) (t)
k=1

dlan € N, ay,...,ap € Roraz 0 = tp < t; < ... < t, = t. Wszystkie
funkgje z D0, 1] sa zatem mierzalne.

5.2.1 Metryka Skorochoda [;
Chcieliby$my wprowadzi¢ w D|0, 1] metryke w ktorej ciag funkgji ciagtych

Xp(t) =n(t —1/24+ /1) —1/m1/2)(t) + L1201 ()

zbiegatby do funkcji schodkowej x(t) = 1) (t). Poradzimy sobie z pro-

a1

blemem skoku przez dylatacje czasowa.

Definicja 5.5
Przez A oznacza¢ bedziemy zbidr ciaglych, SciSle rosnacych funkgji
A:[0,1] — [0, 1] takich, ze A(0) = 0 oraz A(1) = 1.

Przez I oznacza¢ bedziemy funkcje I: [0,1] — [0,1], I(x) = x. Przypo-
mnijmy, ze dla funkgji f: [0,1] — R definiujemy
1 flleo = sup [£(#)]-

te[0,1]
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Nazwa topologii J; moze w czytelniku budzi¢ pewne obawy. Sugeruje
ona bowiem istnienie topologii J>. Nie bedziemy sie nia jednak zajmowac.
Oczywiscie nalezy upewnic sie, ze d rzeczywiScie jest metryka na D[0, 1].
Symetrycznos$é¢ d wynika z tego, ze jezeli A € A, to A1 € A,

A =Tlo=[A7 =1 oraz  fx—yorlle=y—xor"!|

e o]

Aby uzasadni¢ nieréwno$¢ tréjkata ustalmy x,y,z € D[0, 1] oraz A1, Ay € A.
Mamy

A0 A2 —T[Jeo < [|A10A2 = Azl|eo + [[A2 = Tf|eo
= [IA = IJeo + [[A2 — I]|eo

oraz

lx =y oAr10Azlle < [[x —z0Azfleo + 20 A2 —y 0 A1 0 A2l
= [lx =z 0 Aaflw 4[|z = ¥ 0 A floo.

Korzystajac teraz z nieréwnosci
(a+b)V(a+p)<(aVva)+(bVp)
otrzymujemy

141022 =TIl V [|x =20 A1 0 Agleo <
(A2 =Ileo V [lx =z 0 Azlfoo) + (141 = Tl]eo V ][z =y 0 A1 [e0)

Skoro Aj o Ay € A, to ostatnia nieréwnos¢ pociaga
dj, (%,2) < (A2 =Ifleo V [[x =20 Agleo) + (|41 = Tfleo V ]|z =y 0 Al e0)

a to z kolei
dj, (x,z) < dj(x,y) +dj, (y,2).
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Przyklad 5.7

Niech x,(t) = (14 1/n)1p /21170 (t) dla n > 3 oraz x(t) = Tppq(t).
Rozwazajac kawatkami liniowa A, taka, ze A, (1/2+1/n) =1/2,A,(0) =0
i Ay(1) =1 otrzymujemy element A. Zauwazmy, ze

X0 Au(t) = 1y o41/m)(F)
a co za tym idzie
IT—=Anl| V |xn —x0 Ayl =1/

Z drugiej strony, dla dowolnego A € A, |x,(1) —x o A,(1)| = 1/n. To poka-
zuje, ze dj, (x,x,) = 1/n.

Fakt 5.8
Jezeli x,,, x € DI[0,1] oraz x, — x w Jj, to dla kazdego t € [0,1] istnieja
t, — t takie, ze

xn () — x(t) oraz  Xxu(t,) — x(t7).
Dowdd. Zadanie. O

Przyklad 5.9
Rozwazmy przytoczone wczesniej funkcje x(t) = Ly /5,11 ()

() =n(t —1/24+1/n)1q/_1/n1/2) () + L1/ ().

Skoro x;, sa ciagle, to z powyzszego faktu nie moze by¢ prawda, ze x,
zbiega do x w J1.

Przyklad 5.10
Jezeli x = 1y3 /9 oraz xu = 1/21(1/5_1/41/2) + L[1/2,1), to réwniez x, nie
zbiegaja do x w Jj.
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5.2.2 Metryka Skorochoda M;

W niektérych zastosowaniach metryka J; okazuje sie zbyt mocna. Woéw-
czas mozna uciec sie do nice stabszej topologii M;. Aby ja zdefiniowa¢ roz-
wazmy x € D[0,1] ijej uzupelniony wykres

I'y={(tz) : z=ax(t")+ (1 —a)x(t) dla pewnego « € [0,1]}.

Przez I1(x) rozwazmy zbiér wszystkich paramilitaryzacji I'y, czyli funkcji
t— (r(t),u(t)), [0,1] — I'y bedacych ciagtymi bijekcjami.

'\h// W

0 1 o I

Rysunek 5.1. Przykladowa funkcja x (po lewej) wraz z uzupetlnionym wykresem
I'y (po prawej)

Przyklad 5.12
Rozwazmy funkgje x(t) = Ly 211(t),

Xn(t) =n(t —=1/241/n)1py/_1/n1/2)(t) + L2 (F)-

Wowcezas x,;, — x w Mj.

5.2.3 Wlasnosci topologii [,

Przyklad 5.13
Dodawanie nie jest ciagle w D0, 1]. niech x = —y = 1[1/2,1] oraz

Xn = 1pyoo1/ma) Oraz Yn = —Lji/a41/m]
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Wowczas x +y = 0 oraz

Xn +Yn = 1n/2-1/n1/241/n)"

Przyklad 5.14
Przestrzeri D[0,1] z metryka dj, nie jest przestrzenia zupelna. Rozwazmy
xXp = ljgp-n). Rozwazmy A, € A takie, ze 1,(27") = 27"=1{ liniowe poza
tym. Woéwczas

Ixns10 An = Xulloo = 0, [IT—Anfloo = 27",

Jezeli natomiast A € A jest taka, ze A(27") # 27" to ||x,1 10 A — xyleo =
1. To pokazuje, ze dj, (x4, x,1+1) = 27". Oznacza to, ze {x,} jest ciagiem
Cauchy’ego w (DJ0,1], J1). Zauwazmy, ze dla kazdego t > 0, X, () — 0
jednak x, nie zbiega w J; do funkgji zerowej.

Dla A € A kladziemy

At = AG) |

Al° =
A" = sup —

0<s<t<L1

log

Wowczas
e < M) =AG) e
S— - =
dla dowolnych s,t € [0,1] Przy pomocy powyzszej normy wprowa-
dzamy poprawiona wersje metryki J;,

&5,(x,y) = inf (JAJ°V [Jx = yoAlw).

Fakt 5.15
dj jest metryka na D[0,1].

Dowdd. Zadanie. O
Zauwazmy, ze z nieréwnosci |1 — x| < el'8™) — 1 mamy

(M= 1) < ewllaey -1

AT =
A =T = sup |t (222

te[0,1]

Co pociaga z kolei, ze dla dowolnych x,y € D[0,1],

dj, (x,y) +1 < e ™Y,

W szczegoblnosci dla dowolnych x,x, € DJ[0,1], jezeli d}’l (xp,x) — 0, to
dj, (xn,x) — 0. Okazuje sie, ze ostatnia implikacje mozna odwrécié. Sprawia
to, ze metryki dfl sa rOwnowazne dfl.



88 5 Funkcje Cadlag

Whiosek 5.18
(D[0,1],dy,) jest przestrzenia osrodkowa.

5.2.4 Projekcje
Dla t = (t1,t2,...,tn), n € N, t1,...,t, € [0,1] definiujemy projekcje
m;: D[0,1] — Rt przez

me(x) = x(t) = (x(t1), x(£2), ..., x(tn)).

Fakts5.19 ¢ Funkcje 7y, 711 sa ciagte D[0,1] — R.

e Jezeli funkcja x € D|0,1] jest ciagta w punkcie t € [0,1], to funkgja
;2 D[0,1] — R jest ciagta w punkcie x.

¢ Dla kazdego t funkcja 71 jest mierzalna.

Dowdéd. Zadanie. O

Przez D oznacza¢ bedziemy o-ciato zbior6w borelowskich D[0,1]. Dla
T C [0,1] bedziemy pisa¢

Dy(T) = {n;l[H] bty €T,He Bor(]R'tl}

Fakt 5.20
Jezeli T jest zbiorem gestym zawierajacym 1, to o(Df(T)) = D. W szcze-
golnosci Df(T) jest klasa rozrézniajaca.

Dowdd. Zadanie (?). O

Dla miary probabilistycznej P na D|0, 1] rozwazmy zbi6r Tp tych t € [0, 1]
dla ktérych 7 jest ciagle P p.w. Innymi stowy

Tp = {t € [0,1] : Plx : x(t) # x(t—)] = 0} .

Fakt 5.21
[0,1] \ Tp jest przeliczalny.

Dowdd. !

O
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5.3 Rodziny ciasne w D|0, 1]

/ .
0) = inf tiq,ti) 0=t t o< te=1
wy(d) =1in {flgl%kax[]l i) 0 <t <...<ftg }

5.4 Losowe funkcje cadlag

Losowa funkcja cadlag nazywaé bedziemy mierzalne odwzorowanie X: () —
DJ0,1]. Skupimy sie na zastosowaniu zebranej do tej pory teorii do ciagu
losowych funkcji
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m
Yn(t) = n_l/as[tn}/ Sm = Z X
k=1

Zakladaé bedziemy, ze Xi, Xy, ... sa iid takie, ze
P[Xy >t =t%/2, P[Xg<—t]=1t"%/2, t>1, ac(0,2).

Zaczniemy od opisu obiektu granicznego

Procesy Levy’ego
Niech v bedzie miara na R spelniajaca
¢ Dla kazdego x > 0,

v((—c0,%) U (x, +00)) < co.

/ |x|?v(dx) < oo
0<|x|<1

Niech N bedzie procesem punktowym Poissona z miara intensywnosci
LEB ® v na [0,1] x R. Bedziemy zaktada¢, ze N ma reprezentacje

N = ;5(%9@
Dla zbioru I C [0, o) oddalonego od 0 niech

t) = t.
Si(t) /[O,t]Xdexd

Ze wzoru Campbella
E[¢¢51(1)] = exp {t/(eigx - 1)1/(dx)}

Var[S;(t)] = / 22v(dx)
Rozwazmy teraz dowolny ciag €y > €1 > ... takie, ze €, — 0. Niech
I] = {x eER: |x] S (€j+1’€]']}'

Niech
X;(t) = 5 () — ISy (1)

]
Woéwczas
Var[Xj (1)) = / ¥ (dx)

j+1
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a co za tym idzie
Y Var[X; 1 (1)] = / 22u(dx).

Z twierdzenia o dwoch szeregach wnioskujemy, Ze szereg Z;-";O Xjy1(t) jest
zbiezny jednostajnie. Przy odrobinie wysitku mozna pokaza¢, ze zbieznos¢
jest jednostajna. Oznacza to, ze ostatnia suma jest elementem D|0, 1]. Niech
wreszcie

Xo(t) = S(—oo,—l)u(1,+oo)(t) = /[O,t]x{|x|>1} xN(dt, dx).

Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € R,
E[e®*V] = exp{t(0)}
gdzie ¢ jest tak zwanym wykladnikiem Levy’ego danym przez

P(¢) = /]R o ¢ — 1 —igxl [y <1pv(dx).

Whiosek 5.26
Proces X ma stacjonarne i niezalezne przyrosty.
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Rysunek 5.2. Przyktadowa funkcja X,, dla n réownego odpowiednio 10, 100 i 1000
dla zmiennych X;, ; o wartoéciach nieujemnych

e

Rysunek 5.3. Przykladowa funkcja X, dla n réwnego odpowiednio 10, 100 i 1000
dla zmiennych X, ; o rozkladzie symetrycznym
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Losowe przestrzenie metryczne

Streszczenie W tym rozdziale

6.1 Wycieczki ruchu Browna

6.1.1 Warunkowanie prostego spaceru losowego

6.1.2 ciagly odpowiednik

Niech B = (Bt);c[01) bedzie ruchem Browna. Przypomnijmy, ze przez B° =
(Bf )¢efo,1] ©znaczamy most Browna dany przez By = B; — tB;.
Dla funkcji f: [0,1] — R takiej, ze f(0) = f(1) = 0 oraz s € [0,1]

rozwazmy Vs(f) — f(s + tmodl) - f(s)

Niech teraz s, (f) = argmin(f). Transformata Vervaata f nazywamy

V=V,n(f)

6.2 Ciagle drzewa
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Rysunek 6.1. Trajektoria mostu Browna (niebieska) i jego transformata Vervaata
(pomarariczowa)

Niech g: [0,1] — [0,+c0) bedzie ciagla funkcja. Dla s,t € [0,1] roz-
wazmy

,) = iInf .
mg(s ) re[sl/%,s\/t]g(r)

de(s,t) = g(t) + g(s) —mg(s, t).

Rozwazmy na [0, 1] relacje r6wnowaznosci
t~s << de(s,t) =0

Niech 7; = 0,1]/ ~. Niech Wreszcie p,: [0,1] — T, bedzie rzutem pg(x) =
[x]~.

a(r)

e 1, (5] P g ()

p=py(0)

Rysunek 6.2. T
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6.3 Metryka Gromova-Hausdorffa




	Wstep
	Spacery losowe i funkcje ciÄ–gÅ‡e
	Drzewa losowe
	Rekordy i miary
	Systemy czÄ–steczek z interakcjami

	Przestrzenie metryczne
	SÅ‡aba zbieÅ¼noÅłÄ⁄
	Miary ciasne*
	Odwzorowania ciÄ–gÅ‡e
	DÅ‡ugie cykle
	Losowe partycje

	Funkcje ciagłe
	Zbiory zwarte w C[0,1]
	Funkcje losowe
	Miara Wienera i twierdzenie Camerona-Martina
	Twierdzenie Donskera
	Most Browna

	Miary
	Procesy punktowe
	Procesy Poissona
	Procesy punktowe i losowe partycje
	v-topologia

	Funkcje Càdlàg
	RozkÅ‡ady stabilne
	PrzestrzeÅ— Skorochoda
	Metryka Skorochoda J1
	Metryka Skorochoda M1
	WÅ‡asnoÅłci topologii J1
	Projekcje

	Rodziny ciasne w D[0,1]
	Losowe funkcje càdlàg

	Losowe przestrzenie metryczne
	Wycieczki ruchu Browna
	Warunkowanie prostego spaceru losowego
	ciÄ–gÅ‡y odpowiednik

	CiÄ–gÅ‡e drzewa
	Metryka Gromova-Hausdorffa


