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Opis przedmiotu

Celem wykladu jest dokonanie przegladu najwazniejszych proceséw sto-
chastycznych w czasie dyskretnym oraz ciagtym wraz z opisem ich podsta-
wowych wlasnosci. Zaczniemy od klasy proceséw stochastycznych zwa-
nych martyngatami, ktére modeluja wartos¢ uczciwej gry. Jest to klasa
proceséw szczegOlnie istotna z punktu widzenia matematyki finansowej.
Nastepnie przeanalizujemy ich zwiazki z faricuchami Markowa, czyli pro-
cesami stochastycznymi ktére charakteryzuja sie krétka pamiecia. Sa one
stosowane w algorytmach probabilistycznych. W ostatniej czesci wyktadu
skoncentrujemy sie na ruchu Browna. Jest to odpowiednik rozkladu nor-
malnego dla proceséw stochastycznych. W skutek czego pojawia sie opi-
sach wielu granic spotykanych w zaawansowanej teorii prawdopodobieni-
stwa. Jezeli pozwoli na to czas, to na ostatnim wykladzie oméwimy po-
krétce proces Poissona i procesy Lévy’ego. Jednakze aby prawidtowo zba-
da¢ wszystkie wymienione wyzej procesy niezbedna jest znajomo$¢ warun-
kowej wartosci oczekiwanej, dlatego to wtasnie od niej zaczniemy wyktad.
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Do opanowania podstaw wykladu niezbedny bedzie teorio-miarowy ra-
chunek prawdopodobieristwa (Rachunek prawdopodobienistwa 1B). Bardzo
pomocne, cho¢ nie niezbedne, beda podstawowe informacje z wykladu
z teorii miary.

Podczas zaje¢ poruszymy zagadnienia takie jak:

A) warunkowa warto$¢ oczekiwana: definicja, podstawowe wlasnosci, przy-
ktady i zastosowania;

B) martyngaly: definicja i podstawowe wiasno$ci, twierdzenia o zbiezno$ci,
twierdzenia o zatrzymaniu, martyngaly catkowalne z kwadratem;

C) tariuchy Markowa: podstawowe wiasnosci, rekurencyjnos¢, twierdzenia
graniczne;

D) ruch Browna: konstrukcja, wlasnoé¢ Markowa, twierdzenie o zatrzyma-
niu, wlasnosci trajektorii;

E) procesy Lévy’ego: Proces Poissona, rozklady stabilne, rozklady nieskon-
czenie podzielne, definicja i wlasnosci proceséw Lévy’ego

Do wykladu przygotowane sa notatki, ktére beda dostepne na stronie
prowadzacego. Podstawowa literatura do wyktadu jest:

* R. Durrett, Probability: theory and examples. Cambridge university press
* D Billingsley, Probability and measure. John Wiley & Sons

Na literature uzupelniajaca sktadaja sie

* S. Resnick, Adventures in stochastic processes, Springer Science & Business
Media,
¢ P. Morters, Y. Peres, Brownian motion, Cambridge University Press

Szczeg6lowy plan wykladu

. Definicja warunkowej wartosci oczekiwanej

. Wlasnosci Warunkowej warto$ci oczekiwanej

. Interpretacja geometryczna i zagadnienie regresji
. Definicja martyngatu

Czasy zatrzymania, twierdzenie o zatrzymaniu
Twierdzenie o zbiezno$ci martyngau

Martyngaty calkowalne z kwadratem

faricuchy Markowa

Macierz przejscia, tranzytywnos¢

rozklady stacjonarne

. Twierdzenie graniczne, Markov chain Monte Carlo
. Definicja i konstrukcja ruchu Browna

. wlasnosci probabilistyczne ruchu Browna,
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wlasnosci trajektorii ruchu Browna, mocna wlasno$é¢ Markowa, zasada
odbicia
Proces Poissona, procesy Lévy’ego

Efekty ksztalcenia

Po wyktadzie student:

1.
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10.
11.

12.

Formutuje definicje warunkowej wartoSci oczekiwanej i wyznacza ja w
przypadku przeliczalnie generowanego o-ciala

Formutuje definicje i podstawowe wtasnosci martyngatu

Formutuje definicje faricucha Markowa

Formutuje definicje ruchu Browna

Weryfikuje wlasno$¢ martyngalu w przyktadach

Formutuje i wykazuje podstawowe wlasnosci warunkowej wartosci ocze-
kiwanej

Weryfikuje wlasnos¢ Markowa w podstawowych przyktadach

Podaje i dowodzi podstawowe wlasnosci probabilistyczne ruchu Browna

. Wyznacza warunkowa warto$¢ oczekiwana w bardziej ztozonych przy-

ktadach

Stosuje twierdzenia graniczne dla martyngalow

Stosuje mocna wlasno$é Markowa oraz twierdzenia graniczne dla tan-
cuchéw Markowa.

Dowodzi wlasnosci trajektorii ruchu Browna

Sposéb weryfikacji efektéw ksztalcenia

Na zaliczenie sklada¢ sie beda dwa sprawdziany pisemne, aktywno$¢ na
¢wiczeniach oraz zadania dodatkowe. Ocena z wykladu wystawiona bedzie
na podstawie egzaminu pisemnego.

Metody i kryteria oceniania

Warunkiem dostatecznym zaliczenia przedmiotu jest:

uzyskanie 50% punktéw za zadania stanowiace biezaca weryfikacje efek-
tow ksztalcenia (sprawdziany pisemne oraz aktywnos$¢ na zajeciach)
uzyskanie pozytywnej oceny z egzaminu stanowiacego koricowa wery-
tikacje efektow ksztalcenia



Kryteria ocen:

dst student realizuje punkty 1-5 efektéw ksztalcenia
db student realizuje punkty 1-8 efektéw ksztalcenia
bdb student realizuje punkty 1-12 efektéw ksztalcenia
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Warunkowa wartos$é¢ oczekiwana

Streszczenie Wprowadzimy pojecie prawdopodobieristwa warunkowego wzgle-
dem c-ciata. Zobaczymy w jaki sposéb pojecie to uogoélnia warunkowa warto$é
oczekiwana wzgledem zdarzenia. Po zbadaniu podstawowych wiasnosci zastosu-
jemy warunkowa warto$¢ oczekiwana do zagadnienia regresji.

Przyjmowac bedziemy, ze (), F,IP) jest przestrzenia probabilistyczna na
ktorej okredlone sa wszystkie rozwazane zmienne losowe. Przypomnijmy
z podstawowego kursu rachunku prawdopodobieristwa, ze dla zdarzenia
A € F dla ktérego P[A] > 0 prawdopodobienistwo warunkowe PP[- | A]
definiujemy w sposéb jawny wzorem
P[BNA]

PlA]
dla B € F. Wartos¢ IP[B | A] jest interpretowana jako prawdopodobieristwo
zajécia zdarzenia B jezeli wiemy ze zaszlo zdarzenie A. Co sie dzieje w

przypadku, gdy nie mamy takiej pewnosci? W takim wypadku na mysl
przychodzi wyrazenie

P[B| A] =

14P[B| A] 4+ 14P[B | A°].

Celem niniejszego rozdziatu jest nadanie matematycznego rygoru powyz-
szemu wyrazeniu. Zauwazmy bowiem, ze jest to zmienna losowa. Dodat-
kowo zbadamy co sie dzieje w przypadku, gdy chcemy warunkowa¢ wiek-
sza liczba zdarzen co do ktérych nie mamy pewnosci.

Podobnie dla catkowalnej zmiennej losowej X (czyli takiej, ze E[|X|] <
c0) warto$¢ oczekiwana X pod warunkiem zdarzenia A definiujemy przez

B[X| 4] = [ X(w)Pldw|4] :ﬁm[xm.

W doktadnej analogii do prawdopodobieristwa, [E[X | A] jest Srednia war-
toscia X jezeli wiemy, ze zaszlo zdarzenie A. Rozwazmy nastepujacy przy-
kiad.



Przyklad 1.1

Zat6zmy, ze liczba wypadkéw jednego dnia w danym miescie ma rozkitad
Poissona z parametrem 6. Wysoko$¢ szkody ma rozklad jednostajny na
przedziale [2,10]. Niech X bedzie taczna szkoda danego dnia. Zastanéwmy
sie ile wynosi E[X]? Niech Y oznacza liczbe wypadkéw danego dnia. Wow-
czas Y ma rozklad Poissona z parametrem 6. Zauwazmy, ze

E[X|Y = k] = 6k.

Stad, stosujac wzér na prawdopodobieristwo catkowite,

E[X] = i P[Y =kJE[X |Y =k =6 i kP[Y = k] = 6E[Y] = 36.
k=0 k=0

Wré¢my do dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego zdarzenia A. Co
mozemy powiedzie¢ o Sredniej wartosdci X jezeli nie mamy pewnosci czy
zaszto zdarzenie A? Analogicznie jak w przypadku prawdopodobienistwa
mozna zaproponowac

14E[X | A] + 14E[X | A].

Ponownie mamy do czynienia ze zmienna losowa. W tym rozdziale zaj-
miemy sie matematycznym doprecyzowaniem i uzasadnieniem powyz-
szego wyboru. Dokladniej rozwaza¢ bedziemy warunkowa warto$¢ oczeki-
wana wzgledem catych kolekgji zdarzeni o zachodzeniu ktérych nie mamy
pewnosci. Zauwazmy, ze jezeli X = 1p, to E[X | A] = P[B| A], wiec po-
jecie warto$ci oczekiwanej jest ogdlniejsze i to na niej skupimy sie przez
wiekszos¢ tego rozdziatu.

1.1 Definicja warunkowej wartosci oczekiwane;j

Przejdziemy teraz do uogodlnienia warunkowej wartoéci oczekiwanej na
wieksza liczbe zdarzeni o zachodzeniu ktérych nie mamy pewnosci. Za-
miast jawnej konstrukcji podamy jednak pewna szczegélna ceche, ktéra be-
dzie charakteryzowac¢ warunkowa warto$¢ oczekiwana. Opis ten bedzie dla
nas wygodniejszy przy analizowaniu wlasno$ci warunkowej wartosci ocze-
kiwanej. Niestety jest on na pierwszy rzut oka malo zachecajacy. Zacznijmy
wiec od nastepujacego przyktadu.

Przyklad 1.2

Rozwazmy zmienna losowa Z przyjmujaca przeliczalnie wiele wartosci.
Niech X bedzie dowolna caltkowalng zmienna losowa. Wéwczas dla kaz-
dego z € R takiego, ze P[Z = z| > 0,
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Zastanéwmy sie teraz jak scharakteryzowac funkcje

(E[X|Z=2],P[Z=2]>0,
hz) = {O poza tym.

Zauwazmy, ze dla kazdego B € Bor(R) zachodzi

/{ZGB} h(Z(w)) Pldw) = L h(z)P[Z =2 = L E [X1(;_,)]

z€B z€B
= E [X1zep)] = /{ZEB} X(w) P(dw).

Pamietajmy, ze wszystkie sumy w powyzszym wyliczeniu maja co naj-
wyzej przeliczalnie wiele niezerowych sktadnikéw. Zmienna losowa h(Z)
jest oczywiscie ¢(Z)-mierzalna. Dodatkowo catka po kazdym zdarzeniu
F € 0(Z) z h(Z) jest taka sama jak wartos¢ catki z X. Rzeczywiscie, wy-
nika to z powyzszego wyliczenia poniewaz F jest postaci F = {Z € B} dla
pewnego B € Bor(R). Mamy wiec

E[h(Z)1F] = E[XLf]

dla kazdego F € o(Z). Jak sie niebawem okaze taka wlasno$¢ ma daleko
idace konsekwencje. Zauwazmy na koniec, ze dla F = () otrzymujemy

E[h(Z)] = E[X].

Nalezy mie¢ na wzgledzie, ze w kontekscie ostatniego przykiadu, préba
rozpisania /1(Z) w oparciu o definicje funkgji 1 moze przyprawic o zawroét
glowy. Koficzymy bowiem z

h(Z(w)) = E[X|{w' €Q : Z(') = Z(w)}] = E [X ‘ Z’I[Z(w)]} .

Zapis skrétowy stosowany czesto w probabilistyce jest w tym przypadku
nieodpowiedni, poniewaz prowadzi do

Wz)=E[X|Z = Z].

Zrédta dysonansu nalezy szuka¢ w fakcie, ze Z pojawia sie tutaj w dwéch
charakterach. W napisie [E[X | Z = z] zmienna Z ma znaczenie teoretyczne.
Innymi stowy gdyby hipotetycznie wiedzie¢, ze Z bedzie miato wartos¢ z,
to oczekiwana warto$¢ X wyniesie E[X | Z = z|. Natomiast w /#(Z) mamy
do czynienia z konkretna realizacja Z. Inaczej méwiac z wartosScia Z, ktoéra
rzeczywiscie obserwujemy. Konstrukcje podobne do tej z Przykladu 1.2
pojawia sie jeszcze wielokrotnie w trakcie wykltadu, wiec dla pewnosci po-
zwolimy sobie zilustrowa¢ powyzsza sytuacje przykladem.



Przyklad 1.3

Powiedzmy, ze wykonujemy nastepujacy eksperyment. Ze zbioru {1, ...10}
losujemy jednostajnie jedna liczbe N. Nastepnie sposrdd liczb {1,..., N} lo-
sujemy jednostajnie druga liczbe M. Jaka jest warto$¢ oczekiwana M? Dla
n € {1,...10} rozwazmy

h(n) = E[M|N =n] = (n+1)/2.

Wobec tego h(N) = (N +1)/2. Srednia M mozemy teraz wyznaczy¢ ze
znanej nam juz wlasnosci

E[M] = E[h(N)] = E[(N +1)/2] = 13/4.

W powyzszych przyktadach h(Z) i h(N) sa warunkowymi warto$ciami
oczekiwanymi odpowiednio X pod warunkiem Z i M pod warunkiem N.
Pokazemy teraz ogélna definicje warunkowej warto$ci oczekiwanej. Poniz-
sza definicja, w przeciwienistwie do tej z Przykladu 1.2, nie podaje wprost
konstrukcji. Bedzie ona jednak bardzo pomocna przy badaniu wlasnosci
warunkowej wartosci oczekiwanej.

Dokladne zrozumienie i przyswojenie powyzszej definicji zajmie nam
jeszcze troche czasu. Jak sie przekonamy E[X|G] jest aproksymacja X przy
pomocy informacji zawartych w o-ciele G. Na poczatek sprawdzimy, ze
warunkowa wartoé¢ oczekiwana wzgledem c-ciata rzeczywiscie uogdélnia
warunkowa warto$¢ oczekiwana wzgledem zdarzenia E[X|Z = z].

Przyklad 1.5

Zalézmy, ze Z jest zmienna losowa przyjmujaca przeliczalnie wiele war-
tosci. Z Przyktadu 1.2, zmienna losowa h(Z), gdzie h(z) = E[X | Z = z]
spetnia warunki Definicji 1.4. Wobec tego

E[X|0(Z)] = h(Z).

Podamy teraz dwa konkretne przyktady w ktérych w tatwy sposéb wy-
znaczymy warunkowa warto$¢ oczekiwana powotujac sie bezposrednio na



Definicje 1.2. Niejednokrotnie bedziemy korzystali z ponizszych przykia-
déw w zadaniach.

Przyklad 1.6
Jezeli X € G (tzn. zmienna losowa X jest G mierzalna), to

E[X|G] = X.

Rzeczywiscie, w tym przypadku zmienna losowa X w oczywisty sposéb
spelnia oba warunki Definicji 1.4. Intuicyjnie oznacza to, ze G w tym przy-
padku daje nam wiec pelna informacje o X.

Przyklad 1.7
Jezeli zmienna losowa X jest niezalezna od G (to znaczy o-ciala o(X) oraz
G sa niezalezne), to woéwczas

E[X|9] = B[X],

jest stala. Istotnie dla A € G,

/A X(w)P(dw) = E [1,X] = E [1,4] - E[X] = /AIE[X]IP(dw).
Ponadto E[X] jako stala jest G-mierzalna. Zauwazmy, ze w tym przy-
padku wynik jest zgodny z oczekiwaniami intuicyjnymi, gdyz 'niezalez-
noé¢’ oznacza, iz dodatkowa informacja G nie wplywa na nasza wiedze o
X. W zwiazku z tym nie mozemy lepiej przyblizy¢ X niz poprzez jej war-
to$¢ oczekiwana.

Przyklad 1.8

Dane sa niezalezne zmienne losowe X, Z o rozkladach Poissona z parame-
trami odpowiednio A i p. lle wynosi E[X|o(X + Z)]? Oznaczmy Y = X + Z.
Wowczas Y ma rozklad Poissona z parametrem A + y:

k
P[Y = k] = %e(?\w)

Z drugiej strony dla k > j > 0 mamy

j
PIX =Y =k = P[X = jJP[Z —k—j] = e E

Korzystajac zatem ze wzoru z Przykladu 1.5 otrzymujemy
E[X[e(Y)] = h(Y),

gdzie



B L Y\ /[ A )’( A )y_j(i) A
h(y) = E[X|Y = y] = () (1--—C—) 22y
() = E[X]Y = y] OSJZSy](])(A+V . Y

Ostatecznie

E[X|o(X + Z)] = ﬁ(}ﬂ 7).

W kroku (*) skorzystaliSmy ze wzoru

)y k(Z) P —p)"F=np

0<k<n

dla n = Y oraz p = A/(A + u). Zauwazmy, ze jest to wzor na wartosé
oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie dwumianowym z parametrami
n i p. Parametr p okredla prawdopodobieristwo sukcesu w jednej probie,
wiec liczba oczekiwana sukceséw w n prébach wynosi np. Wzoér (*) mozna
tez fatwo udowodni¢ indukcyjnie

y k(” ;{r 1) (1 — x)rHk

0<k<n+1

= G+ (1)

=(1-x) ) k(:)xk(l—x)”_knL ) k(kil)xk(l—x)”ﬂ_k

0<k<n 1<k<n+1

' n
ind. nx(1—x)+x Y (k+1) <k) (1 —x)nk
0<k<n

ind.
Eonx(1—x)+nx®+x=(n+1)x

Definicja warunkowej warto$ci oczekiwanej wymaga dalszych wyja-
$nieft. Warto ja zrozumie¢ zaréwno intuicyjnie jak i matematycznie. Nalezy
pokazaé, ze jest ona poprawna, a wiec, ze istnieje zmienna losowa E[X|G] i
jest ona jednoznacznie wyznaczona. Zaczniemy od wyjasnienia jednoznacz-
nosci.

Lemat 1.9
Niech X bedzie catkowalna zmienna losowa, a G pod o-ciatem F. Zmienna
losowa E[X | G] jest catkowalna.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla A = {E[X|G] > 0} € G. Odwotujac sie do
wlasnosci (W2) w Definicj 1.4 mamy

0< [ EIX|G(@)P(dw) = [ X(@)P(dw) < [ X(w)[P(dw)



oraz

og[;—mquuwpmw):/’—x@npmwy;AJxmumwy

Dodajac obie nier6wnosci stronami otrzymujemy E[|E[X | G]|] < E|X| <
0. O

Lemat 1.10
Jezeli YiY’ sa warunkowymi wartosciami oczekiwanymi X wzgledem G,
toY =Y pw.

Dowdd. Ustalmy dowolny & > 0 i rozwazmy zdarzenie
A ={w: Y(w) =Y (w) > €}

Obie zmienne losowe Y i Y/ sa G mierzalne (pkt 1.), a wiec A € G. Nastep-
nie korzystajac z definicji zdarzenia A, a nastepnie w definicji warunkowej
wartosci oczekiwane;j

eP[A,] AWWW@MS/YWW@w=/XWWMM

=/ Y (w)P(dw).

Powyzsza nieréwnos$¢ moze zachodzi¢ jedynie gdy IP[A¢] = 0. Z dowolno-

Sci ¢ wnioskujemy, ze

"o —1; —
Py > Y] =P = lim P[Ay/,] = 0.

UAl/n
n

Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze dla A1y, C Aj/(,41). PokazaliSmy
wlasnie, ze Y/ > Y p.w. Powyzszy argument jest symetryczny, wiec za-
mieniajac rolami Y i Y’ otrzymujemy odwrotna nieréwnos¢ Y > Y’ p-w.,
azatem Y =Y’ p.w. O

Przyklad 1.11

Niech Q) = ;2 A; bedzie rozbiciem () na skoriczona lub przeliczalna sume
parami rozlacznych zbioréw i niech G bedzie r-cialem generowanym przez
zbiory A;. Zauwazmy, ze kazdy element G jest pewna suma A;, dokladniej
jest postaci J;c; A; dla pewnego I C IN. Wéwczas warunkowa wartos¢
oczekiwana wzgledem G zapisuje sie jawnie jako

o0

E[X|G)(w) = 1, ()EIX] A7 (1.1.1)



Powyzsza zmienna losowa jest G mierzalna (bo jest stata na zbiorach A;),
wiec wystarczy sprawdzi¢ warunek catkowy 2. Co wiecej, poniewaz catko-
wanie jest operacja liniowa, wystarczy sprawdzi¢ go wylacznie dla zbioréw
Ai:

E[X14,]

AiE[X|g]<w>w<dw> = |, piAd

i P(dw) = EX1a] = [ X(@)P(dw).
Przyklad 1.12
Niech QO = [0,3), F = Bor(Q) i niech P bedzie znormalizowana miara
Lebesguea na odcinku [0,3]. Rozwazmy zmienna losowa X(w) = w. Za-
uwazmy, ze woéwczas X ma rozklad jednostajny na odcinku. Rozwazmy
o-ciato G = ¢({[0,1),[1,2),[2,3)}). Korzystajac ze wzoru z Przyktadu 1.11
sprawdzamy, ze

E[X|G](w) = |w] +1/2.

Przyklad 1.14
Zat6zmy, ze X i Y maja rozklad punktowy i niech

Py(y) =PlY =y],
Pxy)(xy) =PX=xY =yl

Wtedy

1
E[X|Y] = Pr(Y) ;xP(le)(x, Y). (1.1.2)
Powyzszy wzér wynika z przykladu 1.11, ale powtérzmy rachunki. Za-
uwazmy najpierw, ze funkcja wystepujaca po prawej stronie jest funkcja
zmiennej losowej Ya wiec jest o(Y) mierzalna. Pozostaje do sprawdzenia
warunek catkowy, w tym celu wystarczy pokaza¢ go na zbiorach postaci

A={Y=y}dlaytz. P[lY =y] > 0:

/ E[X|Y](w)P(dw) / Z ’E(j)()w))n)(dw)

= ZXP(X,Y) x,y) = /AX(w)]P(dw).




Réwniez w przypadku, gdy zmienne sa absolutnie ciagle mozna efek-
tywnie obliczy¢ warunkowa wartosé oczekiwana i otrzymac formute ana-
logiczna do (1.1.2):

Fakt 1.15
Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym z gestoscia g: R? — R i niech
gy(y) = f]R g(x, y)dx bedzie gestoscia brzegowa zmiennej losowej Y. Wéw-
czas dla dowolnej funkgji borelowskiej 1: R — R takiej, ze E[|h(X)]] < oo
zachodzi

ER(X)Y] = [ h(x)gx(x Y)dx,

gdzie
8x|y(%,y) = S jezeli gv(y) £0,
| 0 jezeligy(y) =0.
Dowdd. Pozostawiamy jako zadanie. -

Przyklad 1.16

Rozwazmy przestrzen probabilistyczna ) = [0,1], F = Bor([0,1]) gdzie
P jest miara Lesbegue’a. Dla t € (0,1) rozwazmy o-ciato F; = {AU
B| A € Bor([0,t]), B € {(t,1],2}}. Rozwazmy catkowalna zmienna losowa
X:[0,1] — R. Jaka jest warunkowa warto$¢ oczekiwana E[X | F;]? Wi-
dzimy, ze charakter Definicji 1.4 nie wyznacza jawnej konstrukcji E[X | F;].
Bedziemy zmuszeni odwolac¢ sie do intuicji stojacych za warunkowa warto-
Scia oczekiwana, zgadna¢ posta¢ E[X | ;] na nastepnie sprawdzi¢, ze spel-
nia ona zadane postulaty. Zauwazmy najpierw, ze kazda zmienna losowa
mierzalna wzgledem F; jest stata na odcinku (f,1]. Chcemy zatem funkgje
X: [0,1] — R przyblizy¢ funkgja, ktora jest stata na odcinku (¢, 1]. W spos6b
naturalny nasuwa sie

V() = X(@)lg() + Loy (@) [ XE)ds

Sprawdzimy teraz, ze Y = E[X | F;]. Y jest F; mierzalna, poniewaz dla
w € (t,1] przyjmuje ona te sama wartos$¢ f(t’l} X(s)ds/(1 — t). Pozostaje
sprawdzi¢ zatem warunek (W2). Niech F € F; bedzie postaci F = AUB
dla A € Bor([0,t]) oraz B € {(t,1],@}. Zauwazmy, ze X14 = Y14 oraz
jezeli B = (t,1] to

1

E[X1] = /u,u X(s)ds = — /u,u X(s)dsP[(t,1]] = E[Y1].

Gdy B = @, to oczywiscie E[X1p| = 0 = [E[Y1p]. Stad

E[X1F] = E[X14] + E[X15] = E[Y14] + E[Y15] = E[YLf].



Zaproponowana przez nas funkcja spetnia wiec warunki Definicji 1.4 i stad

ELX | F3)(w) = X(@) 105 (@) + Ly (@)= [ | X(s)ds.

1.2 Prawdopodobieristwo warunkowe

Kolejnym krokiem jest zdefiniowanie prawdopodobieristwa warunkowego.
Wzoér P[A] = E[1,4] sugeruje jak powinni$my to uczynic.

Zauwazmy, ze P[A|G] jest zmienna losowa taka, ze

1. P[A|G] jest G mierzalna;
2. dla kazdego B € G zachodzi

/B]P[A|Q] (w)P(dw) = P[ANB].

Przyklad 1.18
Ustalmy zbiér B € F i przyjmijmy G = o(B). Wtedy dla dowolnego A € F,
ze wzoru (1.1.1),
P[A N B] P[A N B c
— L S et 1 —Tp- c - .

IP[A\Q] 1g ]P[B] + 13 IP[BC] B ]P[A|B] + 13 ]P[A|B ]
Przypomnijmy, ze poznaliémy juz pojecie warunkowego prawdopodobieri-
stwa:
IP[A N B]

P[B]

(IP[-|B] jest miara probabilistyczna). Powyzsze rachunki pokazuja wiec
zwiazek pomiedzy obiema definicjami, jezeli w € B, to

P[A|B] =

PA[|G](w) = P[A[B].

Przyklad 1.19
Niech E; i E; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wy-
ktadniczym ze $rednia jeden. Niech G = ¢(E;). Szukamy reprezentacji

P[E1+ E; > t| G]



dla t > 0. Dowolne zdarzenie F € G jest postaci F = {E; € C} dla pewnego
borelowskiego C. Mamy

P[{E, +E, >t} NF] = / e Vdxdy
x+y>txeC

= / e e Y1 dx = [e_(t_El)ﬂlp] .
C

Stad
P[E1 + Ep > t|G] = e (F0)+,

1.3 Istnienie warunkowej wartosci oczekiwane;j

Do tej pory zobaczyliSmy kilka podstawowych przykladéw warunkowej
wartosci oczekiwanej. Jednakze z Definicji 1.4 nie wynika wprost, ze
zmienna E[X|G] w ogole istnieje.

Dowdd. Jedyno$¢ warunkowej wartosci oczekiwanej zostata wykazana w
Lemacie 1.10. Dla uzasadnienia, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana zawsze
istnieje przypomnijmy twierdzenie Radona-Nikodyma:

Zastosujemy powyzsze twierdzenie w naszej sytuacji. Zal6zmy najpierw,
ze X > 0. Dla kazdego A € G zdefiniujmy

V(A) = /A X(w)P(dw).



Woéweczas v jest miara o-addytywna na G oraz v jest absolutnie ciagta wzgle-
dem IP. Z twierdzenia Radona-Nikodyma istnieje zmienna losowa Y, G mie-
rzalna, taka, ze

tw. R.—N.
/A X(w)P(dw) = v(A) ™ & /A Y (w)P(dw).

A zatem Y = E[X|G] jest poszukiwana warunkowa wartoscia oczekiwana.

Dla dowolnej zmiennej losowej X zapisujemy ja jako réznice dwéch nie-
ujemnych zmiennych losowych (czesci dodatniej i ujemnej): X = X+ — X
Korzystajac z powyzszego argumentu wnioskujemy istnienie [E[X |G| oraz
E[X™|G] i definiujemy

E[X|g] = E[XT|G] - E[X"|d].

Pokazanie, ze jest to szukana warunkowa warto$¢ oczekiwana pozosta-
wiamy jako ¢wiczenie. O

1.4 Podstawowe wlasnosci

Dowdd. Pkt. 1. zostat pokazany w Przykladzie 1.6. Pkt. 2 wynika z definicji
warunkowej wartoéci oczekiwanej, przyjmujac A = (). W celu pokazania



punktu 3. zdefiniujmy A = {w : E[X|G](w) < 0}. Wtedy A € G. Zat6zmy,
ze P[A] > 0. Mamy na mocy definicji warunkowej wartosci oczekiwanej

0> /A E[X|G](w)P(dw) = /A X(w)P(dw) > 0,

co prowadzi nas do sprzeczno$ci. Wynika stad, ze P[A] = 0. Punkt 4. jest
oczywisty. Do dowodu pkt. 5. skorzystamy z nieréwnosci

—[X] <X <X]
i dalej na mocy pkt 3. i 4. otrzymujemy
—E[|X]|9] < E[X|9] < E[|X]|]],

co implikuje 5. Dowéd pkt 6: WeZmy dowolny zbiér A € G C Gp. Wéwczas
mamy

J EXIG]@)Pw) "F [ X(@)P(dw) "= [ EX|G:)(@)P(dw)

co dowodzi pierwszego réwnania. Drugie wynika z obserwacji E[X|G1] jest
mierzalne wzgledem G, oraz z punktu 1. Pkt. 7 zostanie pokazany podczas
¢wiczen. 0

Dowdd. Dowéd pkt. 1. Ciag E[X,|G] jest monotoniczny (twierdzenie 1.22,
pkt 3) i ograniczony przez E[X|G]. Jest wiec zbiezny i oznaczmy jego gra-
nice przez Y. Zmienna losowa Y jest G mierzalna. Niech A € G. Wéwczas
z twierdzenia o zbiezno$ci monotoniczne;j.

/A X(w)P(dw) = /A lim X, (w)P(dw) = lim /A X, (@) P(dw).



Odwotujac sie teraz do definicji warunkowej wartosci oczekiwanej

nlgrgo AXn(w)lP(dw) = nh_r}rgo A]E[Xn|g](w)1P(dw) = /AY(aJ)]P(w),
gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z ponownego zastosowania twierdzenia o
zbieznosci ograniczonej. Zatem Y = E[X|G].

Dowdd pkt. 3. Zauwazmy, ze dla kazdego ciagu liczb rzeczywistych a,

prawda jest, ze

liminfa, = lim inf a.
n—00 n—00 k>n

Zauwazmy nastepnie, ze dla dowolnej rodzinny zmiennych {Z;};c7 (tutaj
T jest dowolnym przeliczalnym zbiorem indekséw),

E [mf Zt
teT

g] < infE[Z]d].
teT

Rzeczywiscie mamy X = infser Zs < Z; dla kazdego t € T. Stad E[X|G] <
E[Z|G] dla kazdego t € T co z kolei pociaga, ze E[X|G] < infic1 E[Z;|G]
co jest postulowana przez nas nieréwnoscia.

Przechodzac do zasadniczej cze$ci dowodu punktu 3 napiszmy, powotu-
jac sie na pkt 1,

E[liminf X, |G] = E[lim inf X;|G] = lim E[inf X} |G|
n—soo n—o0 k>n n—e  k>n

< lim inf E[X;|G] = liriinf]E[Xﬂg].
n—oo

n—oo an

Dow6d punktu 2. Zauwazmy, ze zmienne X, = Y + X, sa nieujemne.
Zachodzi wiec

E[Y + liminf X,|G] = E[liminf X},|G] < liminf E[X],|G]
n—s00 n—00 n—co
= E[Y|G] + liminf E[X,|G].
n—oo
Dwukrotnie skorzystaliémy tutaj z faktu, ze dla dowolnego ciagu a, i do-
wolnej statej b, liminf, (b + a,) = b + liminf,_, a,. PokazaliSmy wia-
$nie, ze
E[X|G] = E[liminf X,|G] < liminfE[X,|G].
n— 00 n—oo

Zauwazmy teraz, ze z punktu 3. wynika, ze dla catkowalnych zmiennych
losowych X!/ takich, ze X]] <0,

E[limsup X}/ |G] < limsup E[X)/|G]  p.w.

n—o00 n—oo

Stosujac te obserwacje do zmiennych X'=X,—-Y otrzymujemy



E[limsup (X, — Y)|G] = E[limsup X//|G] > limsup E[X],|]]

n—oo n—oo n—oo

= —E[Y|G] + limsup E[X,|G].

n—o00

To z kolei dowodzi

E[X|G] = E[limsup X,|G] < limsup E[X,|G].

n—oo n—00

Oznacza to, ze ciag [E[X,,|G] jest zbiezny i jego granica jest E[X|G]. 0

Dowéd. Jezeli funkcja ¢ jest postaci ¥(x,y) = 14(x)1p(y) dla borelowskich
A1iB,to

E[p(X,Y) |G] = 1a(X)P[Y € B| 0] = 14(X)P[Y € B
co okazuje sie by¢ zgodne z ¥(X), gdzie
¥(x) = E[14(x)15(Y) | 6] = 1a(x)P[Y € B.

Pokazemy teraz, ze teza zachodzi dla funkcji postaci ¥y = 1g dla dowol-
nego E € Bor(IR?). Przypomnijmy, ze dla zbioru E € Bor(R?) i x € R
definiujemy ciecie zbioru E jako

Ex={yeR: (xy) € E}.
Oznaczmy pr(x) = P[Ey] = P[(x,Y) € E]. Rozwazmy klase podzbioréw
R?,
¢ = {E € Bor(R?) : P[(X,Y) € E| ] = pr(X) pw.} .
Woweczas C tworzy A-uktad. Zauwazmy tez, ze C to rodzina zbioréow E dla
ktoérych funkcja ¢ = 1 spelnia teze twierdzenia. Z obserwacji uczynionej

na poczatku dowodu wiemy, ze A x B € £ dla dowolnych A, B € Bor(R).
Oznacza to, ze £ zawiera rr-uktad

A={AXxB : A, Be€ Bor(R)}.



Z twierdzenia o 7-A uktadach C = Bor(IR?). Pokazali$my wlasénie, Ze teza
zadania jest spelniona dla ¢(x,y) = 1g(x,y) dla E € Bor(R?).

Teza twierdzenia wynika przez standardowa technike dowodowa pole-
gajaca na rozwazeniu ¢ bedaca funkcja prosta, nieujemna i wreszcie spet-
niajaca zadany warunek catkowalnosci. O

Przyklad 1.25
Rozwazmy niezalezne zmienne losowe N i E o rozktadach AV(0,1) i Exp(1)
odpowiednio. Jaka jest funkcja charakterystyczna zmiennej X = EN? Wy-
znaczymy najpierw

E[e"* | E] = E[¢"FN | E].

iten

Stosujac Twierdzenie 1.24 do funkcji ¢(e, n) = €' znajdujemy funkcje

¥(e) = E[p(e, N)] = E[¢eN] = ¢~ 1¢*/2,

Stad
]E[eitX | E] _ e—tZEZ/Z.

Korzystajac teraz w wlasno$ci warunkowej warto$ci oczekiwanej

2t2

IE[eitX] _ ]E[lE[eitX ’ EH _ IE[eftzEz/Z] _ /OO o X /2 4y

0
= V2mte! /2PN > |t]].

1.5 Interpretacja geometryczna. Zagadnienie
regresji

Oznaczmy przez (X, Z) dwuwymiarowy wektor losowy taki, ze EX? < co.
Standardowy problem regresji polega na przewidzeniu wartosci X na pod-
stawie obserwagcji Z. Innymi stowy chcemy znaleZ¢ taka funkcje h, aby jak
najlepiej przyblizy¢ X przez h(Z) w sensie aproksymagji Sredniokwadrato-
wej, tzn. tak aby zminimalizowaé warto$¢ E[(X — h(Z))?]. Zauwazmy, ze
kazda zmienna losowa /(Z) jest mierzalna wzgledem o (Z). Okazuje sie, ze
tak wygladaja wszystkie zmienne mierzalne wzgledem o (Z2).

Fakt 1.26
Niech Z: () — R bedzie zmienna losowa. Dla kazdej zmiennej Y: (3 — R
mierzalnej wzgledem o(Z) istnieje mierzalna funkga h: R — R taka, ze

Y = h(2).

Dowdd. Zadanie. O



Okazuje sie wiec, ze szukany przez nas kres dolny ma dwie reprezenta-
¢je. Mianowicie

0B (X)) = inf B(x-YP]

W powyzszym wzorze zastosowaliémy skrécony zapis. Jezeli zmienna lo-
sowa Y jest mierzalna wzgledem c-ciata G, to piszemy Y € §G.

Na potrzeby zagadnienia regresji zaklada¢ bedziemy, ze rozwazana
przez nas przestrzeri probabilistyczna (Q), F,IP) jest taka, ze o-ciato F za-
wiera wszystkie zbiory miary zero. Jak pokazuje nastepny fakt nie bedzie
to istotna restrykcja.

Fakt 1.27
Niech G C F bedzie o-ciatem. Rozwazmy

Go=0({AeF : P[A]=0}UG).
Woéwezas dla dowolnej catkowalnej zmiennej losowej X,
E[X|G] = E[X|Gy] pw.
Dowdd. Zadanie. O
Dla pod o-ciala G C F potézmy
L2(G)={Y€G: E[Y?} <o}
Woéwczas L?(G) jest przestrzenia euklidesowa z iloczynem skalarnym

(X, V)2 = E[XY], X, YelL*Q).

Powyzszy iloczyn zadaje norme

1X[[2(g) = / E[X?].




L*(G)
7
— E[X|G]

Rysunek 1.1. Warunkowa wartoé¢ oczekiwana jako rzut w L?

Uwaga 1.5.1. Z teorii przestrzeni Hilberta zmienng losowg X € L*(F) mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy

X =Yo+ Zo,
gdzie Yo € L2(G), (Zo,Yo) = EYoZo = 0 i Yy minimalizuje wartos¢ {IE[(X —
Y)?]: Y € L?(G)}. Cheemy wigc pokazaé, ze Yy = E[X|G].

Uwaga 1.5.2. Z powyzszego twierdzenia wynika wiec, Ze rozwigzaniem problemu
regresji jest E[X|0(Z)] = h(Z) dla pewnej deterministycznej funkcji h.

Zadanie 1.1

(Nieréwnosé Jensena) Dana jest funkcja wypukia ¢ : R — IR, przestrzen
probabilistyczna (Q), F,P) oraz G pod-o-cialo F. Zatézmy, ze zmienne lo-
sowe X i ¢(X) sa catkowalne. Pokaz, ze

¢(E[X|G]) < E[p(X)|G].

Zadanie 1.2

Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na przestrzeni probabilitycznej
(Q, F,P) taka, ze EX?2 < oo. Niech G bedzie pod-c-ciatem F. Pokaz, ze
E[E[X|g]?] < co.

Dowdd twierdzenia 1.28. Wezmy dowolny Y € L?(G). Wéwczas
E[(X - Y)?] :]E[((X—IE[XIQ]) - (Y—IE[X\G]))2]
—E[(X — E[X|G])?] + E[(Y — E[X|G])?]
—2E[(X — E[X|G])(Y — E[X|G])]

Pokazemy, ze ostatni sktadnik jest réwny 0. Oznaczmy Y’ = Y — E[X|G].
Wtedy Y’ jest G mierzalne, a zatem

E[(X - E[X|G])(Y - E[X|g])] = E[XY'] - E[Y'E[X|]]]

FXIGZEXI ey — B [ X (9]

1.12pk
MLEPKS Bixy] — B[XY'] = 0.



Podsumowujac, pokazaliSmy
E[(X - Y)*] = E[(X — E[X|9])°] + E[(Y - E[X|]])’]

a powyzsze wyrazenie jest najmniejsze, gdy drugi sktadnik znika, czyli Y =
E[X|G]. O

1.6 Regularne rozklady warunkowe

Przypomnijmy, ze prawdopodobienistwo warunkowe wzgledem zmiennej
losowej jest dane przez IP[A|Y] = E[14]Y]. Dla kazdego v € R chcielibySmy
moc okresli¢ zmienna losowa P[A|Y = y| taka, ze na zdarzeniu {Y = y}
zachodzi P[A|Y] = P[A|Y = y]. Dla przykladu moze nas interesowac opis
zjawiska losowego o dwdch losowych krokach. W pierwszym kroku pod-
rabiamy monete tak aby orzet wypadatl na niej z prawdopodobiefistwem X.
Nastepnie wykonujemy n niezaleznych rzutéw Y1,Y5,...Y, tak spreparo-
wana moneta. Wéwczas zmienne (Y3, ...,Y,) pod warunkiem {X = x} sa
iid z rozkladem Bernoulliego z prawdopodobienistwem sukcesu x.

Przypomnijmy, ze dla catkowalnej zmiennej losowej X istnieje funkcja
mierzalna h taka, ze

E[X |o(Y)] = h(Y). (1.6.1)

Powyzsza réwno$¢ pozwala zdefiniowa¢ E[X | Y = y].

Jezeli P[Y = y] > 0 to prawdopodobienstwo warunkowe z powyzszej
definicji zgadza sie (¢wiczenie) ze znanym nam juz wzorem
PAN{Y = y]]

P[Y =y

PlA]Y =y] =

Powyzsza konstrukcja pozwala zdefiniowac IP[A | Y = y] nawet gdy P[Y =
y] = 0. Czy jednak i w tym przypadku P[- | Y = y]| jest miara probabili-
styczna? Mamy P[Q) | Y = y| = 1 p.w. oraz

Ja,

n=1

= i P[A,Y =y] pw.

n=1

P Y=y




dla parami roztacznych zdarzen {A,};’ ;. Sugeruje to, ze P[- | Y = y| spel-
nia postulaty prawdopodobieristwa. Nie jest jednak zupelnie jasne, czy ist-
nieje taki wybor wersji IP[A|G] dla ktérych powyzsza réwnosé jest spet-
niona dla wszystkich mozliwych wyboréw zdarzern {A,}5 ;. Dokladana
odpowiedzZ na to pytanie wymaga argumentéw.

Przyklad 1.32
Jezeli X i Z sa niezalezne, to

PIX+Y €| X =x] = (3 i) ().
Przyklad 1.33

Jezeli zmienne losowe (X, Y) maja taczna gestos¢ f na R?, to

= _ _flxy)
PX edx|Y =y] = fxy(x,y)dx = de

Przyklad 1.34
Niech E;, E; beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym
rozkltadzie wykladniczym. Pokazemy, ze

P[E; € -|E; + E; = y] = Unif[0, y] (-).

Wektor losowy (Ei, E1 + Ez) ma rozklad o gestosci e V1y,>.). Ze wzoru z
poprzedniego przykiadu

IP[El € dx | E1+E, = y] = Il{ny}dx.



Dowdd. Dowdd polegal bedzie na zdefiniowaniu warunkowej dystrybuanty
X poprzez okreélenie jej na liczbach wymiernych.

Dla r € Q niech F(r,-) bedzie wersja prawdopodobieristwa warunko-
wego P[X < r|Y]. Skoro dla wymiernych 7 <'s, I(_, < 1(_eos @ O za
tym idzie

F(r,.,)=PX<r|Y]<PX<s|Y]=F(,-) pw.
Oznacza to, ze istnieje zbiér miary zero A, € F taki, ze
F(r,w) < F(s,w), weQ\ A

Z warunkowej wersji twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej, dla kazdego
r € Q istnieje zbiér miary B, taki, ze

lim F(r+1/n,w) = F(r,w), w € O\ B,.

n—oo

Wreszcie, na mocy tego samego twierdzenia, dla kazdego r € Q istnieje
zbiér C, taki, ze

lim F(n,w) =1, lim F(—n,w) =0, w e Q\GC.

n—oo n—o00

Rozwazmy zbior
N - U Ar’s U U (Br U Cr)
r,s€Q reQ

oraz rozszerzenie F do calej prostej przez
F(x,w) =inf{F(r,w) : r€Q,r>z}, zeRweQ\N.
Wowczas F(-, w) jest prawostronnie ciagta i niemalejaca przy czym
F(z,w) = F(z,w), z€QweO\N.

Stad F(-,w) jest dystrybuanta dla w € O\ N. Dla w € N niech F(-,w) =
Fy(-) dla dowolnej ustalonej dystrybuanty F.

Niech x(w, -) bedzie miara na Bor(R) o dystrybuancie F(-, w). Wéwczas,
dla B = (—o0,7], zmienna

x(w,B) = F(r,w)lq\n + Fo(r)In



jest 0(Y) mierzalna. Skoro {(—co,7] : r € Q} jest T-systemem generyjacym
Bor(R), to (-, B) jest o(Y) mierzalna dla wszystkich borelowskich B.

Pozostaje sprawdzi¢, ze x(w, B) jest wersja prawdopodobieristwa warun-
kowego P[X € B|Y].Dla A € ¢(Y), r € Qi B = (—00,7] mamy

/AK(w,B)]P(dw) - /AIP[X € B|Y](w)P(dw) = P[AN {X € B}].

Stosujac twierdzenie o 7m-A ukladach raz jeszcze, powyzsza réwno$é za-
chodzi dla wszystkich borelowskich B. Skoro «(-, B) jest o(Y) mierzalna,
to jest mierzalnym obrazem Y. Innymi stowy, dla pewnej xxy zachodzi
k(w,B) = kxy(Y(w),B). 0

Uzyteczno$¢ regularnych rozkladéw warunkowych pokazuje nastepu-
jacy rezultat.

Fakt 1.36
Dla zmiennych losowych X i Y oraz takiej funkcji mierzalnej, ze E[|f(X)|] <
oo zachodzi

B[] = [ )y (Y, dx)
Dowdd. Zadanie. O

Fakt 1.37
Niech 1/p +1/9 = 1. Wéwczas

E[|XZ|| Y] < E[IX|" | Y]V/PE[|Z|? | Y]'/1



2

Martyngaly

Streszczenie Wprowadzimy pojecia filtracji i martyngatéw. Zaprezentujemy i udo-
wodnimy twierdzenia o zatrzymaniu, zbieznoSci prawie na pewno oraz w L*.

W tym rozdziale zaprezentujemy wyjatkowo przydatna klase proceséw
stochastycznych jakimi sa martyngaly. Sa to procesy stochastyczne stuzace
do modelowania przebiegu uczciwej gry. W losowych, mierzalnych mo-
mentach wartosci takich gier sa state. Oznacza to, ze znalezienie odpowied-
niego martyngalu pozwala uprosci¢ wiele probleméw o zlozonej kombina-
toryce.

2.1 Definicje i przyklady

Martyngaly to ciagi zmiennych losowych w ktérych rozwdj w czasie dobrze
wpisuje sie w strukture posiadanych przez nas informacji. Do modelowania
informacji uzywamy pojecia filtracji.

Przyklad 2.2
Niech Q) = Ry i F = Bor(R4). Niech F;, bedzie o-cialem podzbioréw R
generowanym przez B0, n]. Wéwczas

Fn=0(B[0,n]) ={AUB : A € Bor|0,n], B € {(n,+c0),O}}.
Rodzina [F = {F, },eN tworzy filtracje.

Przyklad 2.3
Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej odczytujemy kolejno cyfry rozwiniecia



dziesietnego liczby z przedziatu [0,1]. Chcemy opisa¢ stan naszej wiedzy
po odczytaniu n cyfr. Niech Q) = [0,1] i F = Bor([0,1]). Rozwazmy

Fu = o{[k/10", (k+1)/10") : 0 < k < 10"}

Woéwcezas {Fy }nen jest filtragja na (Q, F).

Filtragji F = {F} },en bedziemy uzywaé¢ w kontekscie proceséw ewolu-
ujacych dyskretnych krokach. Wéwczas dla n € IN, F,, mozna interpreto-
wac jako informacje zgromadzone do chwili n.

W przysztosci dla zmiennej losowej X i o-ciata G bedziemy pisa¢ X € G
jezeli X jest G mierzalna.

Zauwazmy, ze kazda rodzina zmiennych losowych X = {X,},en jest
adaptowalna do pewnej filtracji. Wystarczy rozwazy¢ tak zwana naturalna
filtracje zadana przez

f,}f:O'(Xk : kgn)

Martyngaty stuza do opisu gier losowych. Zanim wprowadzimy $cista de-
finicje rozwazmy nastepujacy wprowadzajacy przykiad.

Przyklad 2.5

Rozwazmy gre w rzuty moneta, na ktérej orzet wypada z prawdopodobieni-
stwem p € (0,1). Gra toczy sie wedtug zasad double or nothing: jezeli wypad-
nie orzet, to kapital gracza jest podwajany. W przeciwnym wypadku gracz
traci wszystkie pieniadze. Zastanéwmy sie, czy taka gra moze by¢ spra-
wiedliwa. Bez zmniejszania og6lnos$ci mozemy zatozy¢, ze gracz zaczyna z
jednostkowym kapitatem. Jezeli przez {{;}jcn 0znaczymy ciag zmiennych
iid o rozkladzie

Plgj=2]=1-P[5=0] =p,

to zmienna losowa zadana przez

Xy :HC]

j=1

reprezentuje kapitat gracza po n rzutach. Rozwazmy filtracje F = () nen
zadana przez F, = ¢ (¢; : j € [n]). Sprawdzimy jaka jest oczekiwana wy-
grana gracza przy kazdym kolejnym rzucie moneta. Zauwazmy, ze proces



X = (Xu)neN spelnia zaleznos¢ rekurencyjna X1 = §,4+1Xn. Wykorzystu-
jac ja otrzymujemy

E [ Xni1| Ful = XulE [Gna] = X - 2p.
Jezeli 2p > 1, to gra jest korzystna dla gracza. Jesli natomiast 2p < 1, to gra
jest korzystniejsza dla kasyna. Gra bedzie sprawiedliwa tylko dla 2p = 1.

Zachodzi wtedy
]E [Xn+1| Fn] = Xn.

Pamietajmy jednak, ze nawet w przypadku, gdy p > 1/2 ale p # 1, z le-
matu Borala-Cantelliego lim;, 0 X, = 0.

O martyngatach mozna mysle¢ jak o portfelu gracza w czasie n, ktory
bierze udziat w uczciwej grze (Przyklad 2.5). Podmartyngaly oznaczaja
wowczas gry losowe, ktére faworyzuja gracza. Zauwazmy, ze wartos$¢ ocze-
kiwana portfela w dowolnej chwili jest réwna warto$ci poczatkowej. Rze-
czywidcie, z Twierdzenia 1.22 pkt. 6,

E[X,] = E[E[X,|Fu]] = E[X;_1]-
Stad przez prosta indukcje
]E[Xn] = ]E[XO]

Przyklad 2.7

Rozwazmy niezalezne, catkowalne zmienne (. takie, ze E[{;] = 0 dla kaz-
dego k € IN. Wéwczas X, = Y/, Gk jest martyngatem. Rzeczywiscie, dla
naturalnej filtracji 7, = 0(Xy : k <n) =0 (; : k < n) mamy



E[Xni1 | Ful = E[Xn + Cnt1 | Ful = X +E[Sui1] = Xu.

Kazdy martyngal ma strukture zblizona do tego z powyzszego przy-
ktadu. Rzeczywiscie, dla martyngatu {X, },cN rozwazmy ciag réznic mar-
tyngatowych Y, = X, — X,,_1 dla n > 1. Wéwczas X,, = Y} _; Vi + Xo.
Zauwazmy, ze E[Y,, | F,] = 0.

Nieraz bedziemy pomija¢ w zapisie filtracje i méwi¢ np., ze {Xy} jest
martyngatem, wéwczas domyslna filtragja jest F,, = 0(Xo, X1,. .., Xn) -

Rysunek 2.1. Tlustracja proceséw w przykladzie 2.8. Trajektoria prostego syme-
trycznego spaceru losowego {X,} (niebieska) oraz otrzymana z niej transformata
z Bj = |Xj_1|"/? (czerwona) oraz B]f = cos(X;j_1) (pomarariczowa)

Przyklad 2.8 (Transformata martyngatowa)

Niech { X, },en bedzie martyngatem. Chcemy modelowac sytuacje, w kto-
rej X, jest stanem portfela jednego gracza w uczciwej grze. Drugi gracz ob-
serwuje przebieg gry pierwszego i moze robi¢ zaklady w oparciu o jej wy-
nik. Tzn. w n-tym kroku, na podstawie dotychczasowych wynikéw mozna
obstawi¢ kwote B,,. Wéwczas wyplata drugiego gracza w n-tym kroku wy-
nosi B, (X, — X;,—1). Tym sposobem, jezeli B, > 0 (< 0), to drugi gracz ob-
stawia wygrana (przegrana) gracza pierwszego w n-tym kroku. Drugi gracz
dokonuje swych wyboréw na podstawie obserwacji gry do danej chwili. In-
nymi stowy B, € F,_1 jest pewna funkcja X3, ..., X,,_1. Wtedy stan portfela
drugiego gracza po n krokach wynosi Wy = X,

n
W, =Y Bi(X; — Xj_1) + Xo.
j=1

Zauwazmy, ze Wy, 11 = Wy, + B, 11(X;,11 — X1) a co za tym idzie



]E[Wn+1|~7:n] = IE[WHU:n] +]E[Bn+1(Xn+1 - Xn)|]:n]
— Wn + Bn+1]E[Xn+1 - Xn|fn] — Wn.

Zatem {W, },eN jest martyngatem i oznacza uczciwa gre.

Przyklad 2.9

Niech X bedzie catkowalna zmienna losowa i niech F,, bedzie dowolna fil-
tracja. Wéwczas X, = E[X|F;]| jest martyngatem, gdyz z Twierdzenia 1.22
wynika, ze zmienne losowe sa catkowalne:

E[|Xu]] = E[|E[X|Fu]|] < E[E[|IX]|F]] = E[X]] < co
E[X, 11| Fu] = E[E[X|Fi1]| Fu] = E[X|Fa] = Xon. O

Przyklad 2.10 (Martyngat wyktadniczy)
Rozwazmy ciag niezaleznych zmiennych losowych Xi, X5 ... o tym samym
rozkladzie takim, ze

x = log E[eX1] < co.

Wowczas dla S, = X; + ... + X, proces
Y, = exp{Sy — kn}
jest martyngatem. Szczegdtowe uzasadnienie pozostawiamy jako zadanie.

Przyklad 2.11 (Proces Galtona-Watsona)

Rozwazmy populacje, w ktorej osobnicy (czasteczki) rozmnazaja sie nie-
zaleznie od siebie z tym samym rozkladem. Chcemy zdefiniowaé proces
X = {Xyu}nen W ktérym X,, modeluje liczbe osobnikéw (czasteczek) w po-
pulacji w chwili 7.

Ustalmy pewien rozklad pna Ny = INU {0} o $redniej m. Bez zmniejsza-
nia ogd6lnosci mozemy zatozy¢, ze zaczynamy z jedna czasteczka. Innymi
stowy Xo = 1. W pierwszym kroku rodzi poczatkowa czasteczka rodzi Y;
czasteczek, po czym umiera. Zmienna losowa Y; ma rozklad p . W kolej-
nych krokach czasteczki rozmnazaja sie niezaleznie. Zalézmy, ze w n-tym
kroku jest X, czasteczek. Wéwczas k-ta z nich tworzy Y, 1 , nowych czaste-
czek, a sama umiera. Zmienne losowe Y, x sa niezalezne i wszystkie maja
rozklad u. Rekurencyjnie ciag ten mozna przedstawi¢ nastepujaco

Xy
Xn+1 - Z Yn+1,k~
k=1

Oznaczmy przez F,, o-cialo generowane przez zmienne losowe {Y]k} j<nkeN-
Woéwczas:



Rysunek 2.2. Przykladowa realizacja procesu Galtona-Watsona. Kolorem czerwo-
nym zaznaczony jest pierwszy osobnik
|

0 j 0
= 2 =i 2 B Ykl Ful = ) Lyx,—jy - jm = mXo
=0 k=1 j=0

J

00 j
Tix,=jy 3 Yurik
-0 k=1

Xn
Z Yn+1,k
k=1

W powyzszych rachunkéw wynika réwniez, ze
E[X,] = m" < 0.

Zatem jezeli

e m =1, to {X,}neN jest martyngatem,
e m <1, to {X,}neN jest nadmartyngatem,
e m>1,to {X,},en jest podmartyngatem.

Zauwazmy tez, ze {m "X, },eN jest martyngatem niezaleznie od wartosci
m.

Ciekawym pytaniem jest, czy proces {X,} przezyje. Pokazuje sie, ze za-
lezy to wylacznie od wartosci m. Jezeli m < 1, to proces wymrze z praw-
dopodobienistwem 1 (oczywiscie nalezy wykluczy¢ przypadek y = 41, tzn.
gdy kazdy osobnik ma zawsze dokladnie jednego potomka). Natomiast je-
zeli m > 1, to proces przezyje z dodatnim prawdopodobieristwem, a na
zbiorze przezycia bedzie rést wykladniczo szybko.

2.2 Czasy zatrzymania

Przypomnijmy, ze dla martyngatu X = {X, },en,



E[Xn] = E[Xo].

Skoro X, mozemy interpretowac jako stan portfela gracza w uczciwej grze,
to powyzsza rownos¢ oznacza, ze nie mozemy oszukaé systemu (opraco-
wac strategii dajacej statystycznie zysk) koriczac gre w deterministycznym
czasie. Czy jest to mozliwe w czasie losowym? Zanim odpowiemy na to py-
tanie musimy zastanowic sie, jakie wlasnosci wzgledem filtracji powinien
mie¢ losowy moment zakoniczenia gry.

Warunek obecny w powyzszej definicji oznacza intuicyjnie, ze T jest re-
gula zatrzymania pewnego procesu, w ktérej decyzje o zatrzymaniu podej-
mujemy na podstawie zdarzen z przesztosci i teraZniejszosci. Dla przyktadu

¢ trzymamy akcje pewnej spotki, az ich warto$¢ osiagnie okreslona war-
tos¢;

* rzucamy kostka tak diugo, az wypadnie 6;

e gramy w kasynie, az wygramy 1000z lub zbankrutujemy.

Natomiast czasem zatrzymania nie jest zdarzenie: sprzedamy akgcje, gdy
po raz ostatni ich warto$¢ przekroczy 100 zt (nie znamy przysztosci i nie
potrafimy w danej chwili okredli¢ kiedy bedzie ostatni raz).

Naszym celem jest uzasadnienie, ze w przypadku uczciwej gry nie jest
mozliwe oszukanie systemu (4. E[Xo] # E[X7]) nawet z wykorzystaniem
najbardziej zmy$Inych regut stopu T.

Przyklad 2.13

Rzucamy 10 razy moneta. Niech

X — 1, gdy wypadt orzet w n-kroku
"7 10, gdy wypadia reszka w n-kroku

Zdefiniujmy naturalna filtracje o-ciat: 7, = 0(Xj,..., X,) dlan=1,...,10.
Zdefiniujmy réwniez

¢ T - moment wypadniecia pierwszego orla, przyjmujemy T = oo, gdy 10
razy nie wypadt orzel;
¢ S - moment wypadniecia ostatniego orla.

T jest czasem zatrzymania, bo



{T=n}={X3=0,...,X,.1=0,X, =1} €
Natomiast S nie jest czasem zatrzymania poniewaz
{S = 1’[} = {Xn = 1an+1 = O---/Xn+1 = 1,X10 = 0}

Zdarzenie {S = n} zalezy od zmiennych X,, X,,11,...Xy0. Nie jest wiec
elementem F,,.

Lemat 2.14
Zmienna losowa T: Q) — IN U {0} jest czasem zatrzymania wtedy i tylko
wtedy, gdy {T < n} € F, dla kazdego n € IN.

Dowdd. Jezeli T jest czasem zatrzymania, to

{Tgn}=CHT:k}eE@
k=1

Odwrotnie,
{T=n}={T<n}\{T<n-1} € F,.

Przyklad 2.15
Ustalmy k, wowczas T := k jest czasem zatrzymania wzgledem dowolnej
filtracji {Fy }nen- Istotnie

. [Odlan#k
{T_”}_{lean:k,

awiec {T =n} € F,.

Przyklad 2.16

Ustalmy (Q), F,P) z filtracja {Fy }nen- Niech {X, },en bedzie dowolnym
procesem stochastycznym (rodzina zmiennych losowych) adoptowalnym
do filtracji F,. Ustalmy B € B(RR). Niech

Tg = inf{n: X, € B}

(przyjmujemy, ze inf @ = c0). Tp jest pierwszym momentem wejscia procesu
do zbioru B. Jest to czas zatrzymania:
{Tg =n} ={X, € Boraz Xy ¢ Bdlak < n}

k<n



2.3 Twierdzenia Doob’a

Przypomnijmy, ze rozwazmy stan portfela {X,},eN gracza, ktéry bierze
odziat w uczciwej grze. Wr6émy do pytania, czy istnieje strategia, ktéra po-
zwala na zysk co do wartosci Sredniej? Przez strategie rozumiemy losowy
moment T, w ktérym gracz przerywa gre. Matematycznie rozwazamy mar-
tyngat {X,},eN oraz czas zatrzymania T. Wéwcezas stan portfela gracza
w chwili zakoficzenia gry reprezentowany jest przez zmienna losowa Xr,
dokladniej na zbiorze {T < oo} definiujemy Xr(w) = Xr () (w). Wéwczas
strategia T przynosi $redni zysk, jezeli E[X7] > E[X(]. Czy taka strategia
istnieje?
Oznaczmy
X — Xy jezeliT >n
M7 X1 jezeli T < n.

Ponizej prezentujemy uproszczona wersje twierdzenia Dooba o zatrzy-
maniu.

Dowdéd. Zauwazmy, ze
n
Xrpn = ), Lyjery (X5 — Xjo1) + Xo,
j=1

przy czym {T > j} = {T < j—1}° € F; 1. Teza wynika z Przykladu ??
zastosowanego do zmiennych Bj = Ly;<1y. O

Zauwazmy, ze jezeli T jest skoriczonym czasem zatrzymania (P[T <
oo] = 1), to X7pn — X7 p-w. W takim przypadku wiekszos$¢ naszych zasto-
sowaé twierdzenia Dooba bedzie polegato na zastosowaniu odpowiedniego
twierdzenia granicznego do

E[Xo] = E[Xr]
i wywnioskowaniu
IE[XO] = T}EIC}OIE[XT/W] =E [nlgrolo XT/\n} = ]E[XT]

To ktére twierdzenie o zamianie wartosci oczekiwanej i granicy zastosowac
zalezy od kontekstu.



Przyklad 2.18

Niech {X,},en bedzie prostym symetrycznym spacerem losowym na Z,
tzn. X, = Y1+ ...+ Y, gdzie {Y,},en sa niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi przyjmujacymi wartosci +1 i —1 z prawdopodobieristwem 1/2.
Woéwcezas {X,}nen jest martyngalem wzgledem filtracji zadanej przez
Fn=0(Y1,...Yn). Zdefiniujmy

T =min{n: X, = —j lub X, = k}.
Woéwezas T jest czasem zatrzymania. Dodatkowo
P[T > n] = P[|X,| <jVk] =0

na podstawie centralnego twierdzenia granicznego. Z twierdzenia Dooba
mamy wiec
E[XTnn] = E[Xo] = 0.

Aby wykona¢ przejScia graniczne zauwazmy, ze | X, 7| < kV j. Z twierdze-
nia o zbiezno$ci ograniczonej mamy

E[X7] =0.
Zauwazmy wreszcie, ze P[Xt € {—j, k}] = 11istad

0 = E[Xo] = E[X7] = —jP[X7 = —j] + kP[X1 = k]|
= —j(1-P[Xr =k]) +kP[Xr = k] = —j + (j + k)P[XT = K],

a stad .
J

P Xt =k| = —.

[ T ] ] k

Zauwazmy ze plynie stad nastepujacy wniosek

P [{ X, }new osiagnie k | = lim P[X7 = k] = lim —— = 1.

Czasami bywa tak, ze odpowiedniego martyngatu nalezy poszukac.

Przyklad 2.19

Niech {X,}n,en bedzie niesymetrycznym prostym spacerem losowym na
Z,tzn. Xy, = Y1+ -+ Yy, gdzie {Y,},eN sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi przyjmujacymi wartoéci +1 i —1 z prawdopodobiefistwem od-
powiednio p il — p. Zalézmy, ze p > 1/2. Rozwazmy ten sam problem jak
w powyzszym przykladzie, tzn. zdefiniujmy czas zatrzymania

T=min{n: X, =—j lub X, =k}.



i chcemy obliczy¢ P[Xt = —j] oraz P[XT = k|. Zauwazmy, ze w tym przy-
padku { X, },en jest podmartyngatem, bo

E[Xpi1 | Ful = Xo +E[Yos1 | Fu] = Xy + E[Yyia] = Xn + 2p — 1) > X,

Mimo, ze same {X,},cN martyngalem nie jest, to mozna z nim zwiazac
wiele proceséw, ktére martyngatami sa. Sprobujmy znalez¢ jeden z naj-
prostszych. Bedzie on funkcja Xj,. Innymi stowy szukamy funkgcji f: Z — R
takiej, aby ciag { f(X») }nen tworzyl martyngat wzgledem naturalnej filtra-
Gi Fu =0(Yq,...,Ys). Wéwczas f powinna spetnia¢

E[f (Xn41)|Fn] = f(Xa)

dla kazdego n € IN. Gdy poznamy podstawy teorii taficuchéw Markowa
dowiemy sig, ze takie funkcje nazywamy harmonicznymi. Wracajac jednak
do warunkoéw na funkcje f, zauwazamy, ze

E[f (Xnt1) | Ful = E[f (Xn + Yuy1) | Ful-

Skoro X, jest F,, mierzalna, a Y}, niezalezna od F, to
E[f(Xn + Yui1) | Fu] = F(Xa),

gdzie
F(x) = E[f(x+ Yor)] = pf(x+ 1) + (1 = p)f(x = 1).

Ostatecznie

E[f (Xnt1)|Fal = pf (X +1) + (1 = p) f(Xn = 1).

Szukamy wiec funkcji takiej, ze

fx) = pfx+ D)+ (1-p)f(x—1), x€Z

Znalezienie tego typu funkcji nie jest trudne. Sprawdzajac funkcje postaci
f(x) = 7" dla pewnej v € R, otrzymujemy réwnanie

l=py+(1—p}y!

ktore posiada dwa rozwiazania y = 1 oraz v = (1 — p)/p. Pierwszy wybor
prowadzi do funkcji statej dzieki ktérej nie wyciagniemy zadnych wnio-
skow. Wybér drugiego rozwiazania prowadzi do funkcji harmonicznej

o= (52

jest szukana funkcja harmoniczna. Z naszych rachunkéw wynika, ze



- (152

jest F-martyngatem. Od tej chwili postepujemy jak w poprzednim przykta-
dzie. Oznaczmy r = IP[ X7 = k|. Korzystajac z twierdzenia Doob’a i stosujac
takie samo przejscie graniczne otrzymujemy

E[f(X7)] = B[f(X0)] = 1.
Pozostaje wykonac¢ jeszcze prosty rachunek
1 =E[f(Xo)] = E[f(X1)] = f(=))P[XT = —j] + f(K)P[X7 = K]
=(1- r)'y_j + r'yk.
Co prowadzi do

11— 1— o
r=P[Xr =k] = - — = et
T L—7

Przechodzac z k — oo otrzymujemy réwniez

IP[X, osiagnie — j] = lim P[X1 = —j] = /.

k—o0

Rysunek 2.3. Ilustracja proceséw w przykladzie 2.20. Trajektoria prostego syme-
trycznego spaceru losowego (niebieska) oraz otrzymana z niej transformata W

Przyklad 2.20
Rozwazmy, podobnie jak w poprzednich przykladach ciag niezaleznych



zmiennych losowych {Y; },en takich, ze P[Y;, = 1] = P[Y, = —1] = 1/2.
Przez {Wy, },eNn 0znaczmy przewidywalny ciag zmiennych losowych, tzn.
W), jest mierzalne wzgledem F,,_1. Mozemy mysle¢, ze W), jest to wysokos¢
zaktadu w n-tym kroku. Wéwczas wygrana po n krokach wynosi

Wiemy juz, ze jest to martyngal. Zastosujmy nastepujaca strategie: gramy

do pierwszego momentu, gdy pojawi sie 1 i za kazdym razem podwajamy

stawke, tzn. W; = 2771 i koriczymy gre w chwili T = min,{Y, = 1}.
Wiemy, ze P[T < co] =1 (dlaczego?). Zatem

2T _1q
21

Xp=-1-2-1-4-1—...=2T"14 2T = =1.

A wiec zawsze, niezaleznie od wartosci T, wygramy kwote 1, tzn. z praw-
dopodobienistwem 1 zachodzi: T < oo oraz Xt = 1! Zauwazmy tez, ze

E[Xo] =0, E[X7]=1.

Nie zatem prawda, ze E[Xy] = E[X7| Powyzsze rachunki pokazuja wiec,
ze mamy strategie wygrywajaca mimo, iz gra jest sprawiedliwa. Zauwazmy
jednak, ze aby by¢ pewnym wygranej nalezy mie¢ nieograniczony kapitat:

[e0]

Xlez P[T=k=) (2"-1)-27F=c. O
k=1 k=1

Przyklad 2.21
Rozwazmy raz jeszcze prosty symetryczny spacer losowy na Z. Proces

{Xn}nen zadany jest przez X, = &1+ G2 + ... + &n, gdzie {Ckbren sa iid
takie, ze P[¢x = +£1] = 1/2. Dlan € N rozwazmy czas wyjscia z przedziatu
(—m,m) dany przez

T =inf{n € N : |X,| = m}.

Pokazemy, ze T, /m? jest zbiezne wedtug rozktadu. W tym celu spraw-
dzimy zbieznos¢ transformaty Laplacea E exp{—sT,,/m?} dlas > 0. Ustalmy
w tym celu t # 0 i rozwazmy martyngal wykladniczy (Przyktad 2.10)

Y, (t) = et Xn cosh(t)™"

Przypomnijmy, ze cosh(t) = (' +e~*)/2 = E[e!®]. Z Twierdzenia Dooba,
dla dowolnego t # 0,

E[Yr, ()] = E[Yo(t)] = 1.



Stad
YT, (t) + Y1, (1)
2

Zauwazmy, ze |X1,| = m. Z parzystosci funkcji cosh, cosh(tXr,) =
cosh(tm) co prowadzi do tozsamosci

1=E = E[cosh(tXt, ) cosh(t)~Tm].

E[cosh(t)T"] = 1/ cosh(tm).

Dla s > 0 niech t = t,, s > 0 bedzie takie, ze es/m? — cosh(t). Skoro s/m? —
0, to t = tys — 0. Poréwnujac rozwiniecia funkgcji

/" =1+s/m?+o(s/m?),  cosh(t) =1+/2+0(t)

wnioskujemy, ze m?t2, — 2s. Podsumowujac

E {e‘ST’”/’”Z] =E [cosh(tm,s)_T’”} = 1/ cosh(mts ) — 1/ cosh(v/2s).

Stad T,/ m? jest zbiezne stabo do rozkladu, ktérego transformata Laplacea
wynosi 1/ cosh(v/2s).

2.4 Twierdzenia o zbiezno$ci martyngaléow

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem badania asyptotycznego zachowania mar-
tyngalow. Rozwaza¢ bedziemy martyngat X = {X,, },en. Wowczas o mar-
tyngale X mozemy mysle¢ jak o losowym ciagu. Przypomnijmy, ze z defi-
nicji martyngatu

E[Xp+1 — Xu|Fu] = 0.

Innymi stowy ciag X ma (warunkowo) scentrowane skoki. Oznacza to, ze
po warunkiem F;, zmienna X, 1 — X;; moze przyjmowac zaréwno dodat-
nie jak i ujemne wartosci. W skutek czego trajektoria X (czyli wykres ciagu)
charakteryzowac sie bedzie duzym wahaniem (patrz Rysunek 2.4). Aby na-
bra¢ intuicji odno$nie skali tych wahar rozwazmy nastepujace dwa przy-

kiady.

Przyklad 2.22
Niech {Yj}ren bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych takich, ze Yy ma
rozktad N (0,0?) dla pewnego ciagu wariangji {07 }xen takiego, ze

(o)
Y of < oo
=1

Rozwazmy ciag My = 01
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Rysunek 2.4. trajektoria pierwszych stu krokéw symetrycznego spaceru losowego
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Rysunek 2.5. Trajektorie martyngatéw z przyktadu 2.22 z 0f = 1/k (niebieska),

0’,% = k=*/3 (czerwona) i o; = k2 (pomarariczowa)

n
My =) Yk
k=1

Woéwezas { M, } e jest F-martyngatem dla F,, = o (Y3, ..

., Yn). Zauwazmy,

ze ciag { My, }nen jest zbiezny na podstawie twierdzenia o dwdch szeregach.

Istotnie, z nieréwnosci maksymalnej Kolmogorowa

1Y,
36_22%

k=n

P | max |My— M,|>¢€

n<k<N

po przejéciu z N — oo,



1 e0)
P |max|M;, — M,| > ¢e| < — o2
n§k| k Tl‘— —eszk
=n
Przy czym prawa strona zbiega do 0 przy n — oo. Oznacza to, ze
max | M — M| — 0
n<k
wedlug prawdopodobiefistwa. Z monotonicznosci ostatnia zbiezno$é za-

chodzi p.w. Oznacza to, ze z prawdopodobieristwem jeden {M, },en jest
ciagiem Cauchy’ego.

-20
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Rysunek 2.6. Trajektorie martyngatéw z przyktadu 2.23 z 0f = 1/k (niebieska),
(7,3 = k=2/3 (czerwona) i oy = k= 2/° (pomarariczowa)

Przyklad 2.23

W uzupelnieniu do poprzedniego przyktadu niech {Yj}ren bedzie teraz
ciagiem niezaleznych zmiennych takich, ze Y; ma rozktad N(0,07) dla
pewnego ciagu wariangji {07 }reN takiego, ze

Y of = oo
k=1
Rozwazmy ciag My =01
n
Mn - Z Yk.
k=1

Wéwezas { M, } e jest F-martyngatem dla F,, = o (Y3, ..., Yy). Zauwazmy,
ze istnieje ciag liczb naturalnych {ny }rcn taki, ze dla



Mgy

L 21

j=n+1
Woéwczas, dla zmiennej N o standardowym rozktadzie normalnym

P(|Ma,,, — My | > 1] = P[IN| > 1/ /5] = P[IN| > 1] > 0.

Z lamatu Borela-Canteliego z prawdopodobiefistwem jeden | M, | — M, | >
1 dla nieskoniczenie wielu k. Ciag { M, } e nie moze by¢ zatem zbiezny.

Przyklad 2.25
W nawiazaniu do przykladéw 2.22 oraz 2.23 zauwazmy, ze

1/2
E[M;] = (Drk) E[N,],

gdzie N ma standardowy rozktad normalny. Zatem kryterium w Twierdze-
niu 2.24 jest w tym wypadku réwnowazne zbieznosci martyngatu.

Przyklad 2.26

Rozwazmy {X,},en bedacy prostym symetrycznym spacerem losowym.
Woéwczas X, /+/n zbiega wedtug rozktadu do N (0,1). Oznacza to, ze X,
nie jest zbiezne do zadnej zmiennej losowej. Dzieje sie tak poniewaz

E[X,[] > V/nP[X, > vn] ~ /nPN(0,1) > 1].

Nie sa zatem spelnione zatozenia powyzszego twierdzenia. Zauwazmy, ze
{Xn}nelN Warto sie jednak zastanowi¢ co sie dzieje z typowa trajektoria

= {Xu}nen, §. z ciagiem liczb rzeczywistych X(w) = {X,(w) }nen dla
typowe] w € 0 (pochodzace] ze zbioru po prawdopodobienistwie 1). Skoro

IP[X osiagnie k] =1
dla kazdego k € Z, to
P[X osiagnie kazdy punkt z Z] = 1.

Oznacza to, ze typowa trajektoria X(w) musi odwiedzi¢ wszystkie liczby
catkowite. Takie ciagi nie moga by¢ zbiezne.
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Rysunek 2.7. Trajektoria prostego symetrycznego spaceru losowego

Aby udowodni¢ Twierdzenie 2.24 bedziemy musieli wprowadzi¢ nieco
notacji. Mozemy zatozy¢ bez zmniejszania ogélnosci, ze Xg = 0 (W prze-
ciwnym razie mozemy rozpatrywa¢ X, = X, — Xp). Ustalmy a < b. Poli-
czymy liczbe fluktuagji { X, },en wokot przedziatu (a, b). Zdefiniujmy ciag
czasOw zatrzymania

To=inf{n: X, <a},
Ty =inf{n > Ty: X, > b},

TZk = inf{n > TZk—l : Xn < ﬂ},
T2k+1 = inf{n > Tzk . Xn > b}
Oznaczmy przez U, liczbe przejs¢ X w goére przez przedziat (a,b), §.

U, — sup{k: Ty < o} jezeli Ty < oo
ab = 0 w przeciwnym razie

Lemat 2.27
Jezeli X = { Xy }nen jest martyngatem takim, ze

sup B[X;[] < o0
nelN

to dla dowolnych a < b liczba przejs¢ U,, w gore przez przedziat (a,b)
spetnia

E[Uy) < —— sup E[(X, — a).] < co.

b_anelN
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Rysunek 2.8. Ilustracja strategii inwestycyjnej z dowodu Twierdzenia 2.24. Czer-
wone fragmenty trajektorii reprezentuja okresy inwestycji.

Dowdd. Oznaczmy réwniez przez U, ,(n) liczbe przejs¢ do czasu n, tj.

U, ,(n) = sup{k: Tp_1 <n} jezeli Ty <n
b\ 0 W przeciwnym razie

Krok 1. Napiszmy
Xn :A1+...+An,

dla A; = X; — X;_1. Rozwazmy transformate martyngatowa

n
W, = ZB]'A]', B]' S O'(Xl,...,Xjfl).
j=1

Zmienne losowe B; beda przyjmowa¢ wartosci o lub 1. Przypomnijmy, ze
wowcezas { Wy, } e jest martyngatem:

n
E[W,|F,-1] = E { Z B]'A]'|J_"nl} =W, 1+ B,E[X, — X;_1|Fn_1]
o

=W,_1+ By (E[Xn’]:n—l] - Xn—l) = Wy

oraz ponadto E[W,]| = 0.

Chcemy "ustawi¢” wartosci B; zgodnie z zasada "tanio kupi¢, drogo
sprzedad’. Jezeli proces { X, }neN jest ponizej a, to spodziewamy sie, ze w
pewnym momencie zacznie rosnaé i zaczynamy obstawia¢. Kladziemy

B — 1,jezeli Tor < m < Ty, 1 dla pewnego k
"0 poza tym



Woéwczas By, € Fp1, bo {Tox < m < Topp1} = {Tox < m—1} N {Tppq <
m — 1}¢. lartosci B, wygladaja nastepujaco

° B]-=Odlaj<T0,
OszldlaT0§j<T1,
'Bj:OdlaT1§j<T2,

Za kazdym razem, gdy nastapi przeciecie z dotu do gory przedziatu (a,b)
gracz wygrywa co najmniej kwote b — a. Stad

Wy > ua,b(n)(b - a) + (Xﬂ - a)l{Xnga}' (2.4.1)

Istotnie, zauwazmy najpierw U, (1) przej$¢ przez przedziat (a, b) dato nam
zysk U, p(n)(b — a). Jednak na zbiorze {X, < a} mogliSmy ponies¢ strate.
Oznaczmy przez T ostatni moment, gdy proces znalazt sie ponizej a. Od
tego momentu obstawialiSmy 1, wiec straciliSmy At + ...+ A, = X, —
XT 2 Xn — 4a.

Poniewaz EW,, = 0, korzystajac z (2.4.1) mamy

E(X, —a)+

E[ua,b(n)] < b—a

i przechodzac z n — oo

E[U) < —— sup E[(X, — a).].

b_anE]N
O

Zatem U,;, < co p.w. Zachodzi to dla wszystkich mozliwych wartosci
a,b. W dowodzie twierdzenia skorzystamy jeszcze z jednego pomocniczego
taktu z analizy.

Fakt 2.28

Ciag liczb rzeczywistych {x,},cN jest zbiezny (by¢ moze do +o0) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla wszystkich a,b € Q, liczba u, ) przejs¢ w gore przez
przedziat (a, b) jest skoriczona.

Dowdd. = nie wprost. Jezeli istnieja a,b takie, ze U,;, = oo, to istnieja
podciagi {x, } <ai{x,} > b. A zatem ciag {x,} nie moze by¢ zbiezny.
<= Zal6ézmy, ze liminfx, < limsup x,. Woéwczas istnieja liczby wy-
mierne g, b takie, ze liminfx, < a < b < limsup x,, a zatem U, , = co.
|

Dowdd Twierdzenia 2.24. Wracajac do martyngatu {X,}, korzystajac z po-
wyzszej wlasnos$ci mozemy napisac



] krok2

P[{X,} nie jest zbiezny| "=" Plistnieja a,b € Q takie, ze U, = 0]

=P U {ua,b = Oo}
a<b,a,beQ

< Z I[)[ua,b = OO]
a<b,a,beQ

kr%kl 0.

Powyzsza wlasnos¢ pokazuje wiec, ze ciag { X, } jest zbiezny p.w. do X, ale
jego granica moze by¢ £oco. Zauwazmy, ze z lematu Fatou

EX; < Eliminf X, < sup E[X].
n nelN

Uzasadnimy teraz, ze E[X_] < co. Mamy

E[X;] = E[X;] - E[X,] = E[X}] — E[X,]

co daje
EX_ < Eliminf X, < sup E[X;] — E[Xo].
" nelN
Zatem |X| < oo p.w., co koniczy dowod twierdzenia. O
Uwaga 2.29

Nie kazdy martyngal jest zbiezny. Dla przykladu jezeli X;, = Y1 +...+ Y},
gdzie Y, sa niezalezne i Y, = +1 z prawdopodobienistwem 1/2 to mar-
tyngat nie jest zbiezny. Proces ten oscyluje pomiedzy —co i +-co. W szcze-
golnosci zachodzi sup, E|X,| = co (mozna to sprawdzi¢ np. korzystajac z
centralnego twierdzenia granicznego).

Whniosek 2.30
Jezeli {X,} jest nieujemnym martyngatem, to jest on zbiezny.

Dowdd. Nieujemny martyngal spelnia zaloZenia poprzedniego twierdzenia,
istotnie dla kazdego n

Ogolniejsza wersja twierdzenia Doob’a:




W sformulowaniu twierdzenia X~ oznacza cze$¢ ujemna X, tj. X~ =
max{—X,0}. Dowéd twierdzenia pomijamy. Bazuje on na podobnych tech-
nikach jak dowdd twierdzenia 2.24.

Whniosek 2.32 1. Kazdy nieujemny nadmartyngat/martyngat X,, jest zbiezny
p-w.

2. Jezeli podmartyngat X, spetnia sup, EX;I < oo, to X, jest zbiezny p.w.

3. Jezeli X, jest nadmartyngatem, to warunek sup, EX;” < oo jest réwno-
wazny sup, E|X,| < oo

Dowdéd. Do dowodu 2. wystarczy rozpatrzy¢ —X,,. Punkt 3. wynika z
[ Xl = Xy + Xy = Xu 42X,

co implikuje
E|X,| <EXo+2supEX, < co.
n

Przyklad 2.33

Niech X, bedzie procesem gatazkowym o Sredniej m. Wtedy X,,/m" jest
nieujemnym martyngatem, a wiec jest zbiezny do pewnej zmiennej losowej
X. Jezeli wiemy, ze granica jest nietrywialna, to X, roénie jak m"X.

Przyklad 2.34

Rozwazmy model referendum, w ktérym kazdy z glosujacych jest opor-
tunista. Kazdy glosujacy bedzie przyjmowatl losowo dwie opinie na usta-
lony temat, powiedzmy 0 i 1. Niech A C 7% bedzie zbiorem glosuja-
cych. Bez zmniejszania ogélnosci zalézmy, ze A = {0,1,...,L — 1}d dla
pewnych d,L € IN. Kazdy punkt j € A utozsamiamy z glosujacym. Po-
wiemy, ze i = (iy,...,i5) oraz j = (j,...,j;) sa znajomymi (sasiadami)
jezeli iy — jx = 1(modL). Innymi stowy A jest d wymiarowym torusem. Za-
uwazmy, ze jezeli d = 1, to A traktujemy jako cykl.

Powiemy, ze system jest w stanie x € {0,1}", jezeli x(j) jest opinia j €
A. Zatézmy, ze zaczynamy od dowolnego ustalonego stanu poczatkowego
Xo = x9 € {0,1}*. W kazdej chwili czasu losowo wybrany wierzchotek
I, przejmuje opinie jednego ze swoich znajomych (sasiadéw). Oznaczmy
przez X, stan systemu w chwili n. Wéwczas

X, (i) = Xy—1(i)  jezelii # I,

Tutaj N, jest losowo wybranym elementem 2d elementowego zbioru

{(£1,0,...,0),(0,£1,0,...,0),...,(0,...,0,%+1)}.



Dodawanie I,, + N,, w definigji X, (i) jest wykonywane modulo L.
Rozwazmy ciag reprezentujacy liczbe glosujacych o opinii 1, czyli

My =) Xu(i)
icA
praz filtracje F,, = o(I, Ny : k < n). Wowczas {M, },en jest {Fn}nen
martyngalem. Mamy

]E[Mn ’ fn—l] - Mn—l - ]E[Xn—l(ln) | fn—l] + IE[Xn—l(In + Nn) ’ fn—l] -

My—1— Y P, =i]X,—1(i) = Y} P[Iy + Ny = i] X1 (i) = My _1.
ieA ieA

Skoro M, jest nieujemny, to jest on zbiezny do pewnego M. Skoro M,
przyjmuje wartosci catkowite, to M, = Me p.w. dla dostatecznie duzych
n € IN. Zauwazmy, ze jedynymi stanami stabilnymi sa x = 1 oraz x = 0.
RzeczywiScie, jezeli y jest stanem, ktéry nie jest staly, to istnieja sasiadujace
i oraz j takie, ze y(i) # y(j). Wowczas

P[X, # Xp_1|: Xy_1 =y] > P[l,_1 =i,N, = j—i] = 1/(2dL%).

Oznacza to, ze Me € {0,L9} p.w. Z drugiej strony M,, sa ograniczone, wiec
z twierdzenia o zbieznosci ograniczonej

E[Ms] = lim E[M,] = My = }_ x(i),

n—oo ;
iEA

gdzie x jest naszym deterministycznym stanem poczatkowym. Oznacza to,
ze
P[Mo = L% = My/L?,  P[Me =0] =1— My/L".

2.5 Jednostajna catkowalnos¢

Niech {X,},en bedzie dowolnym ciagiem zmiennych losowych. Wiemy,
ze X; — X p.w. nie wystarcza do tego aby EX,, — EX. Najprostrzym
przykladem (ktory nie jest martyngatem) moze by¢ ciag X, = nlj;,, na
Q = [0,1]. Wéwczas X,, — 0 p.w. ale EX,, = 1 /4 0. Dzieje sie tak, poniewaz
masa X, jako funkcji X,: [0,1] — R sa skupione na niemal roztacznych
kawatkach. To nieformalne wyjadnienie jest doprecyzowane przez koncept
jednostajniej catkowalno$ci.

Definicja 2.35
Proces (Xy)neN nazywamy jednostajnie catkowalnym, jezeli



li E || X,|1 =0.
Jim sup B [|X[1x,-c)] =0

Zauwazmy, ze przytoczony proces X, = nlyy | nie jest jednostajnie cai-
kowalny poniewaz przy ustalonym C, dla n > C mamy E[|Xy|1{x,|>c}] =
1.

Przyklad 2.36

Niech Y; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze
Y, = =41 z prawdopodobiefistwem 1/2. Niech W, = 2"~1. Wéwczas
Xn = Lj_1 W;Yj jest martyngalem. Nie jest on jednostajnie catkowalny, gdyz

1

=5 (@ =1~

IEUXn“ﬂXn\ZZ”—lﬂ

Biorac wiec mate £ > 0 nie istnieje K takie, ze

E[|Xul1yx,2k)] <e

Przyklad 2.37

Proces wspdlnie ograniczony przez zmienna caltkowalna, tzn. dla wszyst-
kichn € N, |X,| <Y, gdzie EY < oo jest jednostajnie catkowalny. Rzeczy-
wiscie

Jim sup B [[X[1x, )] < lim E[[¥]1py)] =0,

Przyklad 2.38

Rodzina stala jest jednostajnie catkowalna. Dla X,, = X takiego, ze E|X| <
co z poprzedniego przyktadu widzimy, ze { X, },en jest jednostajnie catko-
walna.

Przyklad 2.39

Niech X, = E[X | F,,| dla zmiennej X € F takiej, ze E|X| < co. Méwimy
wtedy, ze X, jest martyngatem zamknietym przez zmienna X. Wéweczas
proces (X;)uenN jest jednostajnie catkowalny. Aby sie o tym przekonaé za-
uwazmy najpierw, ze

E[|Xu|] = E[[B[X | F][] < E[E[[X|[F\]] = E[|X]].

Miara y(dw) = |X(w)|P(dw) jest absolutnie ciagla wzgledem prawdopo-
dobiefistwa IP (1 < IP). Zatem dla dowolnego & > 0 istnieje 6 > 0 taka,
ze

P[A] <6 = E[|X]|14] = u(A) <e.

Dla C > 6~ !'E[|X|] mamy



ElX| EIX| 5

Pl X <

Woéwczas
E[|Xn|Lyx,>cy] < EE[|X|L{x,>c} | Full = E[|X|L{x,>c}] < e

Fakt 2.40
Proces X = (X;)nen jest jednostajnie catkowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sa nastepujace dwa warunki:

a) sup, . E|Xy| < oo;
b) Dla dowolnego & > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze

P[A] < 6 = supE [|X,|14] < e.
neT

Dowdd. Zatézmy, ze X jest jednostajnie catkowalny. Dla ¢ > 0 mozemy do-
bra¢ C > 0 tak duze, aby sup, .1 E[Xy|1{x,|>c} < €/2. Wtedy

S
sup]E\Xn\ < sup]E [‘Xn|]l{|Xn|>C}} +C< §+C < 0o,
nelN nelN

wiec spelniony jest warunek a). Dla P[A] < § = 5= mamy

sup]E [|Xn|]lA] < suplE [|Xn|1Al{\Xn\>C}] -l-CIP[A] < g,
nelN nelN

co pokazuje stuszno$¢ warunku b). Aby uzasadni¢ implikacje odwrotna do
¢ > 0, dobieramy 6 > 0 jak w warunku b). Niech C > §~'sup, . E|Xq|.
Woweczas dla dowolnego n € IN,

E[X; | < supneNIE]Xn|

<

<6

wiec

sup E |[Xu|Lyx, >0y | <&
¢ [ {1 X[ > }]

Dowodzi to jednostajnej catkowalnosci X. O

() Xoo, tzn.

Dla ciagu (X;)uen i p > 1 wiemy, ze jezeli X,, —L
X = Xeoll () = (E [|Xn = X P)'P =5 0,

to z nieréwnoéci Markowa X, =¥ Xe. Implikacje te mozna odwrdéci¢ przy
zatozeniu jednostajnej catkowalnosci (| X,|?)neN-



Fakt 2.41
Niech p > 1. Zatézmy, ze proces (|X,|")en jest jednostajnie catkowalny.
Jesli X, =P X, to X, =) X,

Dowdd. Istnieje podciag ny taki, ze X;,;, —P% X. Z lematu Fatou dla dowol-
nego A € F,

E[|X|P1,4] = E [nm |xnk|P1A} < HiminfE [|Xy,|P14] < sup E [|Xa|PL4]
k—o00 k—o0 nelN

W szczegblnosci, sprawdzajac powyzsze dla A = O, E|X| < c0. Dla e > 0
mozemy dobrac ¢ > 0 taka, ze jezeli P[A] < J, to

E [|X|P14] < sup E [|Xu|F1,4] < .
nelN

Dla dostatecznie duzych n, P[|X — X,,| > €] < J. Wobec tego
E|X — Xp|P = E[X — Xu|P1{x_x,|>¢} T EIX — Xa[P1{x_x, <6}
< EIX = Xu| 1y x—x, |5} T €
< B2 (|X] 4+ [XalP) 1 x—x, e} +€ < 2P+ €.

2.6 Zbiezno$¢ martyngatow w L!

Uwaga 2.43
Jezeli zachodzi jeden z powyzszych warunkéw w twierdzeniu, to sup,, E|X,| <
M, a to z kolei implikuje X,, — X p.w. (z twierdzenia 2.24) oraz w L.

Dowdd. 1. = 2. Z Faktu 2.40,

sup EX; < sup E|X;| < co.
neN nelN

Stad X, — X dla pewnej catkowalnej zmiennej Xo. Z Faktu 2.41 zastoso-
wanego dla p = 1 wynika, ze zbieznoé¢ zachodzi takze w L.



2. = 3. Niech X,, — Xe w L. Dla dowolnych n,k € IN oraz A € Fy,
poprzez odwotanie sie do definicji martyngatu oraz warunkowej wartosci

oczekiwanej,
E[Xn14] = E[X,1¢14]

Zauwazmy, ze ze zbieznoéci w L! wynika, ze
[E[XnikLla] — E[XeoLa]| < E[[ Xk — Xoo|La] < E[[ X1k — Xoo|| = 0
przy k — co. Oznacza to, ze dla dowolnego A € F,
E[X,14] = E[Xc14].

Czyli X,, = E[Xw|Fn]. 3. = 1. Te implikacje pokazaliSmy w Przykta-
dzie 2.39.
O

2.7 Nieré6wnosci maksymalne

Jedna z bardziej przydatnych wlasnosci martyngaléw jest to, ze momenty
funkcji maksymalnej, tj. dla martyngatu M = {M,, },en,

sup | M|
nelN

sa kontrolowane przez momenty zmiennych M, dla n € IN. Jak sie za
chwile przekonamy jest to bezposrednia konsekwencja twierdzenia o za-
trzymaniu. Niech X = {X,},eN bedzie F = {F},},en-podmartyngatem.
Przypomnijmy, ze wéwczas dla kazdego n € IN

E[X,11]Fn] > X

W odpowiedniku twierdzenia o zatrzymaniu dla martyngatéw pojawia sie
naturalne nier6wnos¢.

Dowéd. Piszemy

n n
Xp=Xran= ), Xe—=Xee1= ) Loy (X — Xeo1)
k=TAn+1 k=1



Przy czym kazda ze zmiennych pod suma ma dodatnia wartoé¢ oczeki-
wana, bo

E1 1> (X — Xk )| Fr-1] = Tgo1>1 E[ Xk — Xi—1] Fr-1] > 0.

Stad
E[lg_q1>7) (X — Xk-1)] >0

dla kazdego k € IN a co za tym idzie E[X,, — X;;a7] > 0 0

Dla liczby naturalnej N bedziemy stosowali oznaczenie [N] = {1,2,...,N}.

Fakt 2.45
Jezeli X = (Xu),e|n) jest podmartyngatem, to dla kazdej A > 0,

AP | sup X;;, > A

<E | Xyl Xp>A) | -
welN] [ {supyepy) Xn2 }}

Dowdd. Zdefiniujmy czas zatrzymania
T=min{n € [N] : X, > A}.

Wowcezas X; > A na zbiorze {supnem X, > A}. Na mocy twierdzenia o
zatrzymaniu dla podmartyngatéw otrzymujwmy

EXy 2 EXopr =B [XTH{SuPne[N] X"ZA}} +E [XNE{SuPne[N] X"<7‘}]

> AP | sup X, > A

ne[N]

+ E [XNl{supne[N] Xn<)\}:| ’

co pociaga teze. O

Jezeli X = (Xy),e[n) jest martyngatem, a zmienna X jest w LF, to korzy-
stajac z nieréwnoéci Jensena, w prosty sposéb wnioskujemy, ze (| Xy |P) e
jest podmartyngatem. Stosujac Fakt 2.45 do nieujemnego podmartyngatu
(| Xn|P) nen) otrzymujemy nasz nastepny wniosek.

Whniosek 2.46
Niech X = (Xu),e[n) bedzie martyngatem. Wéwcezas dla kazdego p > 11
kazdej A > 0

MPIX* > A] < E[|IXy],

gdzie X* = sup, .y | X |.

Zobaczymy teraz jak szacowanie stabego typu z poprzedniego wniosku
implikuja oszacowania mocnego typu.



Fakt 2.47
Niech X = (Xy),¢(n) bedzie martyngatem. Wowczas dla kazdego p > 1,

< (%)pmuxw].

Dowdd. Przypomnijmy oznaczenie X* = SUP,; ¢ [N] |X,|. Stosujac Fakt 2.45
otrzymujemy dla dowolnego ustalonego K > 0,

E [(X* AK)P] = E [/0

K K
:/0 pAPIP[X* > A dAg/o PAP2E [| X, Loy | A

E | sup |Xn|F

ne[N]

X*AK K
pAP~! d)»} =E { /O pAP M ey d)»}

XIAK p—2 p * p—1
— pE {|XN|/0 A dA] = E 13| (X7 A K)PY]

< LB E [ AR

gdzie w ostatnim kroku zastosowali$my nieréwnos$é¢ Cauchy’ego-Holdera.
Skoro E [(X* A K)P] < co mozemy uproscic i otrzymac

B (X AR < B (Xl

Przechodzac z K — oo i stosujac twierdzenie o zbieznoéci monotonicznej
otrzymujemy teze. O

Przechodzac z N — co w nieréwnosci z Faktu 2.47 i korzystajac z twier-
dzenia o zbiezno$ci monotonicznej otrzymujemy nieréwno$¢é maksymalna
z nieskoriczonym horyzontem czasowym.

Whiosek 2.48
Dla martyngatu {X, },en 1 p > 1 zachodzi

Elx)] < (27) sup EIx, L




3) istnieje Xo € L7 takie, ze X, = E[Xwo|Fnl.

Dowdéd Twierdzenia 2.49. 1) = 2) Skoro

sup E[X;[]? < sup E[| X,|P] < o0
neN nelN

to z twierdzenia o zbiezno4ci istnieje X« takie, ze X;, — Xjnfty. Pokazemy
teraz, ze zbieznos¢ zachodzi w LP.

Z Wniosku 2.48 zmienna losowa (2X*)? jest catkowalna i majoryzuje
{|1Xn — Xoo|P }new Z twierdzenia o zbiezno$ci ograniczonej

E[| X, — Xo|?] — 0.
2) = 3) Zauwazmy, ze dla dowolnych Mm,n € N,
E[Xptm|Fn] = X
Zatem dla dowolnego A € Fy,
E[Xn4mla] = E[X,14]
Zauwazmy, ze E[Xu1m14] — E[Xe14], bo
IE[Xusmla] — E[Xeola|" < E[|Xim — Xeo|?] — 0.

oznacza to, ze
1E[Xoo]lA] = IE[Xn]lA]

Innymi nstowy
]E[Xoo|.Fn] — Xn

3) = 1) Zauwazmy, ze dla dowolnego n € IN,
| X" = [E[Xeo] | < B[| Xoo| P| F]

i stad
sup E[|Xy|F] < E[|Xeo|] < 0.
nelN

Przyklad 2.50
Niech f: [0,1] — R bedzie dowolna borelowska funkcja catkowalna z L?,
czyli

/01 F(D)]Pdt < oo.



Dla n € N niech I") = k27", (k+1)2") dla0 < k < 2". Dlan € N
zdefiniujmy funkcje f, wzorem

_ (n)
= on /1,5’” fly)dy, xerL.
Pokazemy, ze f, — f w LP|0,1], czyli ze
— fu(x)|P d 0.
Joug ) = Fr) P

Rozwazmy w tym celu przestrzenn probabilistyczna O = [0,1], F =
Bor([0,1]) i miara probabilistyczna P beda miara Lebesguea. Niech F,, =

U(I,E”),k < 2") bedzie rozwazana przez nas filtracja. Sprawdzamy, ze

B = 5 1o = 8 12" [, f(dx = folx).

k<2n k<2n

Zatem f, jest martyngalem. Stosujac do niego twierdzenie o zbieznosci mar-
tyngaléw wnioskujemy, ze f, — f w LF, czyli

/|fn — f(x)|Pdx — 0.



3
fancuchy Markowa

Streszczenie Przedstawimy klase proceséw stochastycznych charakteryzujaca sie
krétka pamiecia. Zobaczymy, ze mimo restrykcyjnego zatozenia na strukture za-
leznosci, procesy te z powodzeniem modeluja wiele naturalnych sytuacji. Po za-
prezentowaniu podstaw ogoélnej teorii przedyskutujemy zagadnienie powracalio-
Sci oraz ergodycznosci.

Podczas kolejnych wykltadéw bedziemy badaé taricuchy Markowa. Za-
nim podamy formalna definicje przytoczymy dwa przyklady, ktére po-
zwola zrozumieé potrzeba badania takich obiektéw jak i naszkicuja kon-
tekst w ktorym bedziemy o niech dyskutowac.

3.1 Przyklady

Przyktad 3.1

Alicja i Bob rzucaja symetryczna moneta tak diugo, az wypadnie OOR lub
ORR. Alicja wygrywa, gdy wzorzec OOR wypadnie jako pierwszy, nato-
miast Bob, gdy wypadnie ORR. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze gre wy-
gra Alicja? Powyzsze zadanie mozna opisa¢ przy pomocy spaceru losowego
na grafie. Kazdy wierzchotek grafu zawiera informacje o stopniu dopaso-
wania koficowych wynikéw rzutu moneta do jednego z zadanych wzorcow.
Dla przyktadu stan 3 oznacza, ze ostatnie dwa wyniki to O i R.



:

O
O
start —
( : R
R 0

Oznaczmy przez p; prawdopodobienistwo, ze bedac w wierzchotku i do-
trzemy do wierzchotka Ala. Wéwczas, korzystajac ze wzoru na prawdopo-
dobiefistwo calkowite otrzymujemy réwnania

R
Bob

pAle pBZO,

_ 1 n 1
p2 = 2P2 ZPA/
o 1 n 1
p3 = 2P1 2PB,

U T
Po—Pl—sz 2P3-

Stad otrzymujemy po = 2/3.

Przyklad 3.2

Rozwazmy spacer losowy na zbiorze S = {0, 1} zdefiniowany nastepujaco.
Czasteczka poczatkowo znajduje sie w punkcie 0. Rzucamy moneta, nieko-
niecznie symetryczna. Jezeli wypadnie orzel, z prawdopodobiefistwem p,
to czasteczka przemieszcza sie do 1, w przeciwnym razie pozostaje w 0. W
punkcie 1 uzywamy innej monety, w ktérej orzet wypada z prawdopodo-
biefistwem g. Jezeli wypadnie orzet, to czasteczka idzie do 0.

Oznaczmy przez Xy = 0,Xj,... kolejne pozycje czasteczki. Xo = 0, ale
kolejne pozycje sa juz losowe:



P[X;=0=1-p, P[X;=1] =p.
W drugim kroku:

P[X, =0] = (1—p)*+py,
PXo=1=1-p)p+p(l—q).

Oznaczmy przez u, rozklad zmiennej losowej X;;, tzn.
‘I/ln — (H)[Xn — O],H)[Xn — 1]).
Ogolnie

un(0) =P[X,, =0] =P[X, =0,X,.1 =0]+P[X, =0,X,,_1 =1]
=P[X, = 0|X;-1 = 0]P[X;,—1 = (]
+ ]P[Xn = O|Xn—l = 1]]P[Xn—1 = 1]
:(1 o P),’Mn_l(()) + qyn—l(l)/
(1) =P[Xy = 1] = ppn-1(0) + (1 = g)pn-1(1).

Wygodnie jest uzywac¢ macierzowej notacji. Reguty rzadzace spacerem za-
piszmy w postaci macierzy:

Zauwazmy

1o = (1,0), 11 = moP, Hn = Up—1P = poP"

(powyzej wektory piszemy jako wiersze).

Chcemy zrozumie¢ jak wyglada zachowanie X, (czy tez y;) dla duzych
warto$ci n. W szczeg6lnos$ci chcemy zrozumie¢, czy rozklady stabilizuja sie
po pewnym czasie lub daza do jakiej$ granicy. Dzieki powyzszym rachun-
kom te pytania formalnie sprowadzaja sie do zrozumienia jak wyglada ma-
cierz P". W tym prostym przykladzie mozna bezposrednio obliczy¢ te war-
toé¢ (np. diagonalizujac macierz). Ogoélnie, gdy graf ma trudniejsza struk-
ture, wykorzystywane sa réwniez inne metody.

Pokazemy, jak znalez¢ odpowiedzi na powyzsze pytania przy pomocy
fatwych rachunkéw. Zat6zmy najpierw, ze istnieje granica p,, gdy n — oo
i oznaczmy ja przez m. Wektor 71 musi by¢ miara probabilistyczna oraz
spetniac

m=limyu, =limyu, 1P = 7P,

czyli



(1= p)7(0) 4+ q7(1) = 7(0)
pre(0) + (1 —¢)7(1) = 7(1)

"Latwo obliczy¢, ze wéwczas 7T powinno by¢ postaci

q p
7(0) = ——, (1) = —"—.
(0) o (1) PE

{ (0) + 7(1) —1

Aby pokaza¢, ze granica lim,, i, rzeczywiscie istnieje, zdefiniujmy
en = un(0) — 71(0).

Wodwczas

€nt1 = Hn(0)(1 — p) + (1 — pn(0))q — 7(0)
= pun(0)(1 —p—9q) +7(0)(p+9) — 7(0)
=(1-p—q)en

Zatem, jezeli 0 < p+q < 2, to

tlgg 1n(0) = 7,(0) oraz analogicznie tlirglo tn(1) = m,(1).
Podsumowujac, pokazaliémy ze y, zbiega do pewnej miary 71. Co wiecej
zbieznos¢ ta jest wyktadniczo szybka, gdyze, = p"Cdlajp| =|1—p—¢q| <
1. A wiec dla duzych warto$ci n mozemy przyblizyé wartosci u, przez .

Zauwazmy réwniez, ze jezeli p+q =1 (np. p = q = 1/2), to niezaleznie
od pp, 1 = 7. Ponadto 1 — p — g jest wartoscia wlasna macierzy P.

Naszym celem bedzie pokazanie, ze ogélne taricuchy Markowa na skon-
czonych przestrzeniach stanéw (czy tez spacery losowe na skoriczonych
grafach), przy dosy¢ naturalnych zatozeniach, posiadaja bardzo podobne
wlasnosci, a wiec zbiegaja do pewnego stanu réwnowagi (ekwilibrium) i
zbieznos¢ ta jest wykladniczo szybko.

W przypadku, gdy przestrzen stanéw jest nieskoriczona rozwaza sie inne
pytania, np. czy kazdy punkt zostanie odwiedzony nieskoriczenie wiele
razy.

Przyklad 3.3

Rozwazmy spacer losowy { X, } na zbiorze liczb catkowitych, ktéry w kaz-
dym kroku przechodzi z prawdopodobienistwem p w prawo i z prawdopo-
dobienstwem 1 — p w lewo. Jego podstawowe wlasnosci zostaty opisane w
zadaniach. Jezeli spacer losowy jest symetryczny (p = 1/2), to

* spacer losowy odwiedzi kazdy punkt nieskoriczenie wiele razy;
o P[X,=0]~C/n



Rysunek 3.1.
1=-p P

ST T
O ({0 —(2)
N N S )

® proces oscyluje pomiedzy —oco i +oo, tzn.
—oo = liminf X;,, < limsup X, = co.

Jezeli spacer losowy jest niesymetryczny (np. p > 1/2), to

* spacer losowy odwiedzi kazdy punkt jedynie skoriczenie wiele razy (a
niektére z punktéw nie zostana odwiedzone ani razu);
* X, — o p.w.

3.2 Definicje

Podczas reszty wyktadu skupimy sie na taricuchach Markowa o co najwyzej
przeliczalnej przestrzeni stanéw S.

O funkcji przejécia mozemy mysle¢ na kilka sposobéw. Pierwszy z nich
polega na utozsamieniu P(x,y) z wagami na grafie skierowanym.



3
—~

N
~

N
~—

P(y,z)

P(x,y)

P(x,x) P(w,y)

Inna reprezentacja dla P jest posta¢ macierzowa. Powiedzmy, ze mamy
pewne uporzadkowanie elementéw przestrzeni stanéw S w ciag. Innymi
stowy S = {so, 51,52, ...} dla skoriczonego lub nieskoniczonego ciagu {s }.
Woéwcezas mozemy zapisaé P jako

P(So,SO) P(So,Sl) P(So,Sz) R
P = P(Sl,So) P(Sl,Sl) P(Sl,Sz)
P(sp,s0) P(s2,51) P(s2,52) - ..

Nalezy wspomnie¢, ze warunek obecny w Definicji 3.4 oznacza, ze wier-
sze W powyzszej macierzy sumuja sie do jednosci. Rozwaza¢ bedziemy S
wyposazone w —o-ciato wszystkich swoich podzbioréw. Wéwczas kazda
funkcja X: (3 — S jest zmienna losowa (jest mierzalna).

Laricuch Markowa { X} jest to proces bez pamieci, tzn. taki, ze X, za-
lezy wylacznie od X,,_1. Dokladniej, jezeli znamy wartoé¢ X,,_1, to X, nie
zalezy od wcze$niejszej trajektorii procesu, tj. od stanéw X, Xy, ..., X, _».
Mozemy wiec mysle¢, ze jezeli znamy teraZniejszos¢ (stan X,,_1), to przy-
sztos¢ (wartos$¢ X, i kolejne) nie zalezy od przesztosci (zobacz np. pkt. 5



twierdzenie 3.9 ponizej). Kolejne kroki procesu sa zdeterminowane przez
prawdopodobienistwa okreslone macierza P.

Przyklad 3.6

Spacer losowy {X,} na liczbach catkowitych opisany w przyktadzie 3.3
jest taricuchem Markowa. Istotnie moze on zostaé przedstawiony w postaci
Xy =Y1+...+Y,, gdzie {Y,} jest ciagiem niezaleznych i jednakowo roz-
fozonych zmiennych losowych takich, ze P[Y, = 1] = p =1-P[Y,, = —1].
Ustalmy dowolny ciag mozliwych trajektorii tego ciagu: ap = 0,ay,4a,...
i zdefiniujmy ¢, = a, — a,_1 jako warto$¢ n-tego kroku. Wéwczas ¢, €
{—1,1} i mamy

P(X, =au|Xo=a0, X1 =a1,..., Xpn—1 = ay_1]
=P[X, = Xp_1 +&u|Xo = a0, X1 = a1,..., Xy_1 = ay_1]

Powyzszy rachunek pokazuje réwniez, ze macierz P (nieskoriczenie wy-
miarowa) przyjmuje wartosci

PGi+1)=p,  Pi-1)=1-p Plij)=0dlali—j|#1.

Nastepne twierdzenie wynika ze standardowego zastosowania twierdze-
nia Kolmogorowa o istnieniu procesu. Mozna je tez udowodni¢ metodami
ad hoc.

Gléwna konsekwencja powyzszego rezultatu jest to, ze od tej pory nie
bedziemy zaprzatali sobie glowy jawna konstrukcja procesu Markowa.
Ogranicza¢ sie bedziemy jedynie do opisu macierzy przejscia.

Przyklad 3.8

Wazna klasa taricuchéw Markowa sa spacery losowe na grafach. Zat6zmy,
ze mamy dany skorniczony lub nieskoficzony zbiér wierzchotkéw (np. pe-
wien zbiér punktéw na plaszczyZnie), z ktérych niektére potaczone sa kra-
wedziami. Spacer losowy oznacza, ze po grafie porusza sie pewna cza-
steczka (wedrowiec), ktéra bedac w jednym z punktéw wybiera losowo
jednego z jego sasiadéw (wedlug z gory okreslonego prawdopodobieristwa
i niezaleznie od poprzednich krokéw) i przechodzi do niego. Nastepnie



powtarza te czynno$é wielokrotnie. Niech G = (V, E) bedzie lokalnie skon-
czonym grafem prostym. Dokladniej niech V bedzie dowolnym, co najwy-
zej przeliczalnym zbiorem wierzchotkéw i niech E bedzie zbiorem krawedzi
nieskierowanych, czyli dowolna pod kolekcja

EC{{xy}:xyeV, x#y}
taka, ze dla kazdego x € V,
deg(x) =#{y eV : {x,y} € E} < 0.

Ten prosty proces kryje w sobie wiele pytar:

Rysunek 3.2. Graficzne reprezentacje graféw

¢ Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po n krokach czasteczka jest w da-
nym wierzchotku?

¢ Czy kazdy z wierzchotkéw zostanie odwiedzony?

Po jakim czasie odwiedzimy wszystkie wierzchotki (jezeli graf jest skon-

czony)?

Jak czesto bedziemy przechodzi¢ przez dany wierzcholek?

Po jakim czasie wrécimy do danego wierzchotka?

Jak dtugo aktualna pozycja zalezy od punktu startu?

Co mozna powiedzie¢ o procesie, po uptywie dlugiego czasu?

Grafy moga mie¢ dosy¢ prosta strukture, by¢ skoriczone lub nieskoriczone,
moga tez by¢ dosy¢ skomplikowane (np. graf stworzony przez linki pomie-
dzy stronami www, sieci spoteczne). Powyzsze problemy, chociaz czysto
teoretyczne znajduja cata game praktycznych zastosowar:

¢ Jak dlugo nalezy tasowac¢ talie n kart, aby méc uzna¢ ja za potasowana?
Mozna ten problem sprowadzi¢ do spaceru losowego na duzym grafie
skladajacym sie z n! elementéw, czyli wszystkich mozliwych permutacji.
* W informatyce istnieje szereg trudnych obliczeniowo probleméw. Jed-
nym z kluczowych wyzwan jest problem czy P = NP, a wiec pytanie
czy dla duzej klasy waznych probleméw (np. problem komiwojazera,
problem faktoryzagcji liczb) istnieja szybkie algorytmy dziatajace w cza-
sie wielomianowym. Przy pomocy spaceréw losowych na grafach kon-
struuje sie algorytmy, ktére w szybkim czasie pozwalaja na znalezienie



przyblizonych rozwiazan. Grafy, ktore sie pojawiaja podczas analizy, sa
tak duze (ale ciagle skoficzone), ze nie mozna wypisa¢ ich wierzchotkow.

* Wyszukiwarka Google pozycjonuje strony nadajac im pewne wagi. W
tym celu uzywany jest algorytm Pagerank. W duzym uproszczeniu, two-
rzy sie wielki graf, ktérego wierzchotkami sa wszystkie strony interne-
towe, a krawedzie oznaczaja, ze jedna strona linkuje do drugiej. Nastep-
nie rozwazany jest spacer losowy na tym grafie i dla kazdej ze stron
mierzy sie jak czesto jest ona odwiedzana przez ten spacer. Im czesciej,
tym wiekszy otrzymuje ona ranking.

Dla macierzy przejscia P definiujemy jej kolejne potegi P dla m € IN
wzorem P! = P oraz dla m € IN macierz P"*! jest zadana przez iloczyn
macierzy P™ i P, czyli

P"(x,y) = Y P"(x,2)P(z,y)

z€S

dla x,y € S. Zauwazmy, ze jezeli interpretujemy P jako macierz, to P jest
po prosty m-ta potega macierzy P.

Dowdd. Zadanie. O



Uwaga 3.11

Relacja osiagalnosci jest przechodnia, tzn. jezeli x — y oraz y — z, to x — z.
Wynika to natychmiast z réwnania Chapmana-Kolmogorowa. WeZmy n i m
takie, ze P"(x,y) > 0 oraz P™(y,z) > 0, wéwczas

P (x,z) =

P[Xuim = z|Xo = x] = ) P[X, = w|Xo = x]P[Xp = z|Xo = w]
weS
> P[X, = y|Xo = x|]P[Xm = z|Xo = y] = P"(x,y)P"(y,z) > 0.

OczywiScie rowniez relacja wzajemnej przechodniosci jest przechodnia, tzn.
jezeli x <> yoraz y <+ z, to x <= z.

Przyklad 3.13
Niech teraz (G, *) bedzie grupa z elementem neutralnym es. Rozwazmy
ciag {0y }nenN niezaleznych zmiennych o rozkladzie y, tj.

ug)=Ploo=g], ge€G.

Zdefiniujemy teraz spacer losowy na grupie G. Niech Xy = eg i niech
Xy+1 = 0y % Xy, dla n € N. Wowcezas { X, }nen jest taricuchem Markowa
z funkcja przejscia

P(g,h) = p(hxg ™).

Przyklad 3.14
Zat6zmy, ze G = Z,, dla pewnego m € IN i niech



M) =p, pu(-1)=1-p

dla pewnego p € [0,1]. Wéwczas faricuch Markowa skonstruowany w po-
przednim przykladzie mozna zobaczy¢ jako spacer losowy na cyklu dtu-
gosci m w ktérym w kazdym kroku poruszamy sie o jeden wierzchotek z
godnie z ruchem wskazéwek zegara (z prawdopoodbieristwem p) i prze-
ciwnie z ruchem wskazéwek zegara (z prawdopodobienstwem 1 — p).

Przyklad 3.15

Niech (G, *) bedzie dowolna skoriczona grupa. I niech y bedzie dowolnym
rozktadem skokéw spaceru losowego {X,},en na grupie G. Kiedy taki
proces jest nierozkladalny? Rozwazmy noénik y dany wzorem

H={heG: u(g) >0}

Innymi stowy H jest zbiorem wszystkich dozwolonych skokéw. Przypo-
mnijmy z podstawowego kursu algebry, ze przez (H) oznaczamy najmniej-
sza podgrupe G zawierajaca H. Wowczas spacer jest nierozkladalny wtedy
i tylko wtedy, gdy (H) = G. Sprawdzimy, ze istotnie tak jest. Zat6zmy naj-
pierw, ze (H) = G. Zauwazmy, ze wystarczy pokazac, ze kazdy stan ¢ € G
komunikuje sie z elementem neutralnym e; grupy G. Wobec naszego zato-
zenia istnieje n € N oraz ciagi hy,...,h, € H oraz €1,€,...€, € {—1,1}
takie, ze

grxw =R .k h? xhi
Zauwazmy, ze skoro G jest skoficzona, to rzedy elementéw hy, hy, ..., hy
réwniez sa skoriczone, tj eg = h? dla pewnego dodatniego ;. Oznacza to,
ze nasza reprezentacje ¢ mozemy przedstawic jako

g=htm sk h§2+n2 * hiﬁ”l * W,

gdzie €; + n; jest dodatnie dla kazdego j. Oznacza to, ze z w do ¢ mozemy
dojs¢ wykonujac 11 + €; krokéw wielkosci hy, nastepnie ny + e€x krokéw
wielkosci h, itd. Formalnie

P[Xy = g|Xo = w] > pt(hn)"™ " - p(hy)" T > 0.

Skoro g i w byty dowolne, pokazuje to, ze taficuch jest nierozktadalny. Jezeli
faricuch {X, },eN jest nieredukowalny, to dla kazdego ¢ € G istnieje ciag
dozwolonych krokéw hy, hy, ..., h, € H takich, ze g = hy xhy_q * ... * hy.
Oznacza to, ze ¢ € (H).

W teorii taficuchéw Markowa rozréznia sie kolejne wiasnosci struktu-
ralne zbioru stanéw. Pominiemy jednak te rozwazania i od tej pory be-
dziemy zaktada¢, ze badane taricuchy Markowa sa nieredukowalne, co po-
zwoli nam sie skupi¢ na najwazniejszych wtasnosciach procesu.



3.3 laficuchy powracajace i chwilowe

Powiedzmy, ze interesuje nas pozycja czasteczki, ktéra porusza sie zgod-
nie z faficuchem Markowa na pewnej nieskoriczonej przestrzeni stanéw.
Szukanie czasteczki na calej przestrzeni moze okazac sie czasochtonne. Za-
uwazmy, ze jezeli czasteczka porusza sie bardzo diugo, to nie ma potrzeby
przeszukiwania stanéw, ktére faricuch Markowa odwiedza tylko skoriczenie
wiele razy. W najblizszej czesci wykladu zobaczymy jak scharakteryzowac
takie stany. Sita rzeczy opiszemy tez stany, ktére sa odwiedzana nieskon-
czenie wiele razy.

Stan x jest powracajacy, jezeli proces odwiedzi go nieskoriczenie wiele
razy z prawdopodobiefistwem 1, natomiast jest chwilowy, jezeli zostanie
odwiedzony skoriczenie wiele razy. Pokazemy, ze kazdy stan jest albo po-
wracajacy albo chwilowy i przedstawimy opowiednie kryterium. Co wiecej
pokazemy, ze wszystkie stany musza by¢ tego samego typu.

Przyklad 3.17

Rozwazmy niesymetryczny spacer losowy P[X,+1 = j+1|X, = j| = p,
P[X,:1 =j—1/X, =j =1—pdlap > 1/2. Rébwnowaznie X, = Xy +
Y i1 Gk gdzie {Cy }ren saiid z rozkladem P[¢y = 1] = piP[¢y = —1] =1 —
p. Zauwazmy, ze z mocnego prawa wielkich liczb z prawdopodobieristwem

jeden,

Xu
7—)1]3[(31] =2p—-1>0.
W szczego6lnosci X, — oo (patrz rysunek 3.3) oznacza, to ze dla IP prawie
wszystkich w, ciag X, (w) — o0 i w szczegblnosci ciag { X (w) }nen zawiera
tylko skoriczenie wiele zer. Oznacza to, ze 0 jest stanem chwilowym dla
{Xn}ne]N-

Przyklad 3.18
Przypomnijmy, Ze symetryczny prosty spacer na Z z prawdopodobieri-
stwem 1 wréci do punktu startu. Oznacza to, ze odwiedzi on punkt 0
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Rysunek 3.3. Przykladowa realizacja niesymetrycznego spaceru losowego

nieskoriczenie wiele razy (Rysunek 3.4). Formalne uzasadnienie tego faktu
wymaga dodatkowych narzedzi.

Rysunek 3.4. Przykladowa realizacja symetrycznego spaceru losowego

Przypomnijmy, ze T : QO — {0,1,2,...} U{co} jest czasem zatrzymania
jezeli dla kazdego n € IN zdarzenie {T = n} jest mierzalne wzgledem
o-ciata F, = 0(Xo, X1, ..., Xn).



Uwaga 3.20
o-ciato 0{Xo, X1,..., X7} generowane jest przez zbiory postaci {Xo =
s, X1 =51,.-. Xy =S, T = m}.

Uwaga 3.21
Warto poréwnac¢ powyzsza mocna wilasnoé¢ Markowa z wlasnoscia Mar-
kowa sformulowana w twierdzeniu 3.9 pkt 4.

Dowéd Twierdzenia 3.19. W dowodzie dwukrotnie skorzystamy z nastepu-
jacej formuly prawdziwej dla dowolnych zdarzeni A, B, C takich, ze C jest
suma parami roztacznych zbioréw Cy;:

IP[B N Cy]

P[A[BNC] = Y P[A|BNCy) - P (3.3.1)

Niech B bedzie dowolnym zdarzeniem zaleznym od Xy, Xj, ..., X1. Wow-
czas

]P[{XT—H =X1,..., XTqpn = xn} ﬁBlXT =xT< 00]

02" )3 IP[{XT+1 =x1,. o, Xr4n = X} N B[ Xy =x, T = m]

m>0
P[T = m, Xy = 1]
IP[XT =xT< 00]
=) IP[{XmH — X1, Xotn = X} 0 B| X =x,T=m]

m>0

IP[XT =xT< 00]
wl.Markowa 2 ][J[Xl =x1,..., X = xn‘XO = x}][)[BHXm =x,T= m}]

m>0

P[T = m, X, = x]
IP[XT =xT< 00]

O3V pIX, = x1,..., Xy = xu|Xo = 2] - P[B|X7 = x, T < 9.

O



Zobaczymy teraz jak wykorzysta¢ powyzsze twierdzenia do badania re-
kurencyjnos$ci. Zaczniemy od kilku definicji. Zdefiniujmy pierwszy moment
trafienia w stan x:

Ty =inf{n >1: X, = x}.

Nastepnie oznaczmy przez

Vx — Z 1{Xn:x}
n=0

liczbe wizyt procesu w punkcie x. Zauwazmy, ze

E[Ve|Xo=x] =E | ) 1gx,—x| Xo = x
n=0
= Y E[lix,_n|Xo=2] = ) P[X, =x[Xo=x] = )_ P"(x,x).
n=0 n=0 n=0

Zdefiniujmy réwniez prawdopodobienstwo powrotu do x

Lemat 3.22
Dlak >0
PV, > k| Xo = x] = f&

Dowdd. Zdefiniujmy czas k-tego powrotu do x:
9=0, T!=T, TF=inf{n>T": X, =x}
oraz dtugos¢ k-tego cyklu
ok _ {T}g —TE=1 jezeli TF < o0
v o W przeciwnym razie

Przeprowadzamy dowdd przez indukcje. Dla k = 0 lemat jest oczywisty.
Dla k + 1:

P[Vy > k+1|Xo = x] = P[TE! < 00Xy = 4]

IP[TF < o0 oraz S51 < oo| Xy = «]

= P[S*H! < 00| TF < 00, Xy = x]P[TF < 00| Xy = x]
zal. ind.+gcna wi. M. fxf!: o )]C(_|_]_

Wyjasnijmy dokladniej ostatnia réwnos¢. Wynika ona z mocnej wiasnosci
Markowa. Dla wiekszej przejrzystosci odwotajmy sie dokladnie do wlasno-
Sci, ktora byla sformulowana powyzej w terminach skoriczenie wielu kro-
kéw procesu. Oznaczmy T = TX, jest to oczywiscie czas zatrzymania spet-
niajacy Xt = x na zbiorze T < co. Zatem warunkujac na zbiorze {T < oo},



proces {X7.in}tn>o0 jest fancuchem Markowa z macierza przejscia P oraz
rozkladem poczatkowym 4. Ponadto

S:=S*1 —inf{n >1: Xryy = x}.
Korzystajac wiec z mocnej wiasnosci Markowa otrzymujemy
e e]
P[SE! < oo|TE < 00, Xg = x] = Y P[SET! = | T§ < o0, X = «]
i=1

— Y P[S = i|Xp = x] = P[S < 0| X = x]
i=1
=P[T < 0| Xy = x| = fx.

Dowdd. Jezeli f, = 1, to lematu o ciagtosci miary (TP1) oraz z lematu 3.22

]P[Vx — OOlXO e x] — kh_I;I(;lo]P[Vx > k|X0 e x] — 1,

a zatem stan x jest powracajacy oraz
(o 0]
Y P'(x,x) = E[Vy|Xo = x] = c0.
n=0
Z drugiej strony, jezeli fy < 1, wéwczas z lematu 3.22

S P"(x,x) = E[ViXo = 1] = ¥ E[Vy > n|Xo = «]
n=0

n=0

> 1
n=0 * 1_fx

Zatem PP[V, = 00| Xy = x| = 0 oraz stan x jest chwilowy. O



Whniosek 3.3.2. Jezeli { Xy, } e jest nieredukowalnym taricuchem Markowa, albo
wszystkie stany sq powracajqgce, albo jest wszystkie stany sq chwilowe.

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie dostarcza nam kryterium, ktére
pozwala efektywnie sprawdzi¢, czy faricuch Markowa jest powracajacy, czy
tez chwilowy.

Przyklad 3.25

Niech {S; },en bedzie prostym (symetrycznym) spacerem losowym na Z.
Chcemy obliczy¢ prawdopodobieristwo powrotu do o po n krokach. Za-
uwazmy, Ze po nieparzystej liczbie krokéw nie mozemy wréci¢ do o:

P[Sp41 = 0] = 0.

Dla parzystej liczby krokéw mamy

2n\ 1
IP[SZHZO] == (n)ﬁ'

gdyz z 2n krokéw n powinno by¢ w prawo, a n w lewo. Przypominajac
wzo6r Stirlinga: n! ~ +/27tn(n/e)", mozemy napisac

V27 2n (2n>2” (g)z" 1 1
V271t 2mn e 22n mn

n
Z powyzszego twierdzenia punkt o jest wiec powracajacy, a zatem z wnio-
sku, wszystkie pozostale stany sa powracajace. Proces ten odwiedzi wiec
kazdy punkt nieskoriczenie wiele razy.

P[Sy, = 0] ~

Przyklad 3.26

Prosty spacer losowy na Z“. Definiujemy go podobnie jak wczeéniej. W kaz-
dym kroku czasteczka wybiera z tym samym prawdopodobieristwem jed-
nego z sasiadéw:

Xo = (0,...,0),

1
P[X,11 = x+¢| Xy =x] = ¥R



Mozna woéwczas pokazac (dla d = 2 jest to zadanie), ze

Ca

I[‘)[in — 0] Y W

co pociaga, ze dla d < 2 spacer jest rekurencyjny i dla d > 3 spacer jest
chwilowy.

Przypomnijmy, ze dla y € S przez V; oznaczamy liczbe wizyt w stanie y

Vy= Y Ix,—y-

n=0

dane wzorem

Dowdd. Niech X bedzie rekurencyjny. Dla dowolnych x,y € S istnieje m €
N takie, ze P")(x,y) > 0. Z whasnosci Markowa

E[Vy|Xo = x] = P™ (x,y)E[Vy|Xo = y],

gdzie ostatnie warto$¢ oczekiwana jest nieskoriczona z rekurencyjnosci y.
Zal6zmy teraz, ze X jest chwilowy. Wybierzmy n € N takie, ze P"")(y, x) >
0. Skoro x jest chwilowy, to

00 > E[V, | Xo = y] > P (y, x)E[V,| X = 1.

O




Przyklad 3.29

Niech P bedzie funkcja przejScia prostego, symetrycznego spaceru loso-
wegona Z, tj. P(k,k+£1) = 1/2. Wéwczas a jest miara niezmiennicza wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego j € Z spetnione jest

a(j) = kZth(k)P(k/J') =a(j=1)P(G—1j) +a(f+1P(+1))
_a(i+D)+a(-1)
2

Innymi stowy {«(j)}jez musi tworzy¢ ciag arytmetyczny. Skoro wyma-
gamy «(j) > 0 dla kazdego j € Z, to jedynym wyborem jest ciag staly.
Zatem przykladowo a(j) = 1 jest miara niezmiennicza dla prostego, syme-
trycznego spaceru losowego.

Dowdd. Zauwazmy, ze «(xo) = 1, wiec a jest niezerowa. Mamy

a(y) = Y P[X, =y, T, > n|Xo = x]

n=1
Dla n = 1 wyraz szeregu to
P[Xy =y, Ty; > 1|Xo = x0] = P[X; = y|Xo = x0] = P(x0,Y).
Dla n > 2 mamy

Y, PXu=y Xu_1 =12 T3 >n|Xo = x0].
zeS\{xo}



Dla kazdego z € S\ {xp} mamy
P[X, =y, Xy—1 =2, Ty > n|Xo = x| =
IP[XH =Y, Xn—l =2z, T;(_) Z n— 1|X0 = xO] =
P[X, = y|Xy—1 = z]P[X,y—1 = 2, Ty, > n—1|Xo = xq].
Podsumowujac

aly) =Pxo,y)+ ), a(x)P(zy) =) a(z)P(

zeS\{xp} z€S

Pozostaje pokazac, ze a(y) < oo dla kazdego y € S. Zauwazmy, ze skoro
« = aP, to dla kazdego n € IN,

Z ol x (n) x y)
x€eS

W szczegolnosci

= Y a(x)P"(x, xo).

x€S
Zat6zmy nie wprost, ze istnieje x ktérego a(x) = co. Wybierajac n € IN dla
ktérego P (x, xo) > 0 otrzymujemy sprzecznos¢ w postaci

1=a(x) =Y a(x)P™(x,x0) > P (x,x0)a(x) = co.
xXes

O

O

Dowdéd. Coming soon...




Powyzsze twierdzenie méwi, ze jezeli taficuch jest nieredukowalny i re-
kurencyjny, to jezeli jeden stan jest dodatnio rekurencyjny, to wszystkie
stany sa dodatnio rekurencyjne. W takiej sytuacji bedziemy moéwili, ze tan-
cuch jest dodatnio rekurencyjny.

Zauwazmy, ze jezeli rozklad X jest rozkladem stacjonarnym, to X; réw-
niez ma rozklad stacjonarny. Rzeczywiécie, dla x € S mamy

P[X; = x] = Zé]P[Xo = YyIP[X1 = x[Xo = y] = Zé?f(y)P(l/IX) = 71(x).
ye ye

Podobnie pokazujemy, ze jezeli Xy ma rozklad 7, to dla kazdego n € IN ma
rozktad 7.




Dowdd. Zat6zmy, ze 7 jest miara stacjonarna. Ustalmy x € S. Wiemy, ze

T+

Z ﬂ{Xn:y} XO =X
n=1

a(y) =E

zadaje miare stacjonarna. Wobec jedynosci istnieje ¢ > 0 takie, ze T = ca,
czyli

7(y) = ca(y)
dla kazdego y. Zauwazmy, ze

1=) n(y)=c) aly) =cE[T!|Xo=x]
yeSs yEeS

wobec czego
1
CTE[T[Xo=1]

Z drugiej strony z definicji « wynika, ze a(x) = 11 stad

1
n(c) =ca(x) =c= .
(©) =) == Frx, =
Z dowodu wynika, ze ca jest miara stacjonarna, co w szczeg6lnosci poka-
zuje, ze 7T zawsze istnieje. O
Przyklad 3.36

Niech X = {X,},eN bedzie prostym spacerem losowym na grafie G =
(V,E). Pokazemy, ze a(x) = deg(x) jest miara stacjonarna. Przypomnijmy,
ze funkgja przejécia zadaje sie jako P(x,y) = 1/deg(x) dla x i y bedacymi
sasiadami (piszemy wtedy x ~ )i P(x,y) =0 pozatym. Dlax € S =V

1
L )P) = L ely)Plyx) = 1 degy) goory
=) 1 =deg(x) = a(x).
y~x

Zauwazmy, ze jezeli G jest grafem skoriczonym, to powyzsza miara norma-
lizuje sie do rozktadu stacjonarnego
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W szczeg6lnosci otrzymujemy jawny wzor na czas powrotu do wierzchotka
(stanu)x € S=1V,

2#E
E [T+x+|X0:x} :m

3.3.1 Rekurencyjne spacery losowe na grafach
Niech G = (V, E) bedzie nieskoriczonym, sp6jnym grafem o ograniczonym
stopniu, tj.

deg(x) < oo,

gdzie dla wierzchotka x € V, deg(x) oznacza liczbe jego sasiadéw. Przy-
kfadami takich graféw sa kraty Z, 72,73 ...

Rysunek 3.5. Przyklady nieskoriczonych graféw.

Chcemy sformutowa¢ warunki na ogélny graf G dla ktérych {X,},en
bedacy prostym spacerem losowym na G (w kazdym kroku wybieramy
losowo jednego z sasiadéw) jest rekurencyjny. Zakladamy, ze G jest gra-
fem spojnym. Wéwczas bowiem taricuch { X, },en jest nieredukowalny. Za-
uwazmy, ze im mniej krawedzi w grafie, tym latwiej jest spacerowi wroécic¢
do pozycji poczatkowej. Rzeczywiscie, symulacje pokazuja, ze jezeli graf
ma wiecej krawedzi, to spacer odwiedza wiecej stanéw (jest on w pewnym
sensie szybszy).




Rysunek 3.7. Symulacja 20000 krokéw spaceru losowego na kracie sze$ciokatnej



Przyklad 3.38
Jezeli G = Z, to C, = {(—n —1,—n),(n,n+ 1)} jest wstepujaca rodzina
rozcie¢ 0.

Przyklad 3.39
Jezeli G = Z2, to C,, skladajacy sie z krawedzi wychodzacych z kwadratu o
2n x 2n o srodku w punkcie (0,0) jest wstepujaca rodzina rozcie¢ 0.

Dowdéd. W kazdej krawedzi G umieszczamy dodatkowy wierzchotek. W ten
sposob otrzymujemy wiekszy graf G'. Zauwazmy, ze wystarczy uzasad-
ni¢ powracalnos¢ prostego spaceru losowego na G'. Istotnie, parzyste kroki
spaceru na G’ odpowiadaja wersji spaceru an G, w ktérej w kazdym kroku
mozemy pozosta¢ w kazdym wierzchotku. Rekurencyjnosc ostatniego spa-
ceru jest rownowazna rekurencyjnosci prostego spaceru losowego na G.

Niech y € V bedzie wierzchotkiem wokét ktérego {Cp, } e tworza roz-
ciecia. Niech Tj bedzie czasem powrotu do y danym przez

T, =inf{n >1|X, = y}.

Jezeli P[T,” < co| Xg = y] = 1, to y jest stanem rekurencyjnym i nie ma
czego dowodzi¢. Zatézmy wiec, ze P[T,” < oo | Xp = y] < 1. Oznaczmy
przez d(x) stopien wierzchotka x w grafie G'. Wéwczas dla funkgji przejscia
P prostego spaceru losowego na G’ mamy

d(x)P(x,y) =1 =d(y)P(y, x)

dla dowolnych wierzchotkéw x i y w grafie G’. Podobnie pokazujemy, ze
dla dowolnej Sciezki v = (x1,x2, ..., xN) prawdopodobienistwo jej przemie-
rzenia
P(7y) = P(x1,x2) P(x2,x3) - - - P(xN-1, XN)
spelnia
d(x1)P(7) = d(xn)P(r7),

gdzie Y1 = (xn, XN_1,. .., X2, X1) jest odwrocona $ciezka vy. Niech C), be-
dzie zbiorem wierzchotkéw dodanych do krawedzi z C,. Niech p,(x), dla



x € C;, bedzie prawdopodobieristwem, ze dla prostego spaceru losowego
na G’ startujacego z y, zanim wrécimy do y odwiedzimy C), oraz pierw-
szym odwiedzonym punktem z Cj, jest x. Dokladniej, niech

T, =inf{lk e N : X, € C),}
oraz
un(x) =P[Xq, = x, Ty < T, | Xo = y].

Woébwczas

pu(x) = Z P(y

YEC(y,x)
gdzie C(y, x) jest kolekcja wszystkich skoriczonych $ciezek y = (x1,...,xN)
takich, ze xy =y, xy = x oraz xp,...,xN-1 € {y, x}. Rozwazmy zdarzenie

A, = {Spacer losowy odwiedza C;, raz po czym wraca do y}.

Woéwezas rozwazajac punkt trafienia w C},, i dobierajac € > 0 tak maty aby
ed(x) <1 dla wszystkich x w G/,

A=Y Y PP =Y mx) Y P

x€Cy, v1,72€C(%,y) xeCy, 712€C(x,y)
> Y pa(x) Y ed)P(r) = Y malx) Y, ed(x)P(12)
xeCy, 126C(%y) xeCy 726C(xy)
> Z epn(x)?
xeCl,

Korzystajac teraz z nier6wnosci Jensena

Z P‘n(x) = ¥C, (Z pn(x

xeC, xeC,,

2
_Plu<TyP _ P[T) =0 |Xo=y
#Cy - #Cy, ’
gdzie IP[T];L oo | Xo = y] > 0 wobec naszego zatozenia. Wobec naszego zato-
zenia oraz uzasadnionych nieréwnosci

Y P[A,] = co.
nelN
ZauwaZmy, ze zdarzenia {A,},cN sa niezalezne. Istotnie, dla ny < ny <
. < ng, k € N, zdarzenie A,, N...N Ay, méwi, ze pomiedzy odwiedzi-
nami Cy , G, , ..., C spacer za kazdym razem wraca do y. Z mocnej
wlasnosci Markowa zachodzi zatem

P[Ap, O...0 Ap] = P[An] - P[An].

Z lematu Borela-Cantelliego z prawdopodobieristwem jeden {A,},cN za-
chodza nieskoriczenie wiele razy. Oznacza to, ze punkt y zostanie odwie-
dzony nieskoniczenie wiele razy. O



Zastosowanie powyzszego twierdzenia pozwala udowodni¢ cze$¢ poniz-
szego rezultatu.
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Rysunek 3.8. Przykladowa realizacja dwuwymiarowego symetrycznego spaceru
losowego. Poczatek trajektorii zaznaczony jest kolorem czarnym a koniec czerwo-
nym

3.4 Twierdzenia o zbieznoSci

Badaé bedziemy teraz nierozkladalne, dodatnio rekurencyjne taricuchy Mar-
kowa { X, },en na przestrzeni stanéw S. Chcemy odpowiedzie¢ na pytanie
kiedy ciag X, jest zbiezny wedlug rozkladu. Przypomnijmy, Ze dla prze-
liczalnej przestrzeni stanéw ciag { X, }n,en jest zbiezny wedlug rozkladu,
jezeli dla kazdego y € S istnieje liczba uoo(y) taka, ze
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Rysunek 3.9. Przykladowa realizacja tréjwymiarowego symetrycznego spaceru lo-
sowego

lim P[X, = y] = peo(y)

n—00

oraz

Y peo(y) = 1.

yEeS

Przyklad 3.43
Rozwazmy spacer losowy na Z,, = {0,1,...,m — 1} zdefiniowany naste-
pujaco: X, 11 = X;;, =1 mod m, gdzie +11 —1 sa wybrane z prawdopodo-
bieristwem 1/2. Jezeli m jest liczba parzysta, to spacer ten jest periodyczny.
Okres kazdego punktu jest wéwczas réwny 2. Zauwazmy, ze z uwagi na
okresowo$¢ rozkltad X, nie moze by¢ zbiezny.

Mozna unikna¢ takiej sytuacji rozwazajac tzw. ‘leniwy spacer losowy’,
gdzie piechur pozostaje w swojej pozycji z prawdopodobieristwem 1/2 i
przechodzi sasiadéw z prawdopodobienistwem 1/4.



Lemat 3.44
Jezeli taricuch Markowa jest nieredukowalny, to wszystkie punkty maja ten
sam okres.

Whniosek 3.4.1. Jezeli faricuch Markowa jest nieredukowalny i istnieje stan x € S,
ktorego okres wynosi 1, to proces ten jest nieokresowy.

Aby okresli¢ w zbieznoé¢ dla taricuchéw Markowa postuzymy sie odle-
gloscia catkowitego wahania.

Zauwazmy, ze jezeli dla ciagu miar probabilistycznych {py}neN 1 foo
zachodzi
1'111—1;1;10 dTV(Vﬂ/ ,uoo) - 0/

to u, zbiegaja stabo do pieo, czyli py(x) — poo(x) dla kazdego x € S.
Fakt 3.46
Dla miar probabilistycznych u i v

drv(p,v) = sup u(A) —v(A).

Dowdd. Dla kazdego A C S mamy
w(A) —v(A) = ) p(x) —v(x).

x€eS

Rozwazajac zatem zbior

Ao={y €S : uly) >v(y)}

Widzimy, ze u(Ao) —v(Aog) > u(A) —v(A) dla kazdego A C S. Innymi
stowy

sup p(A) —v(A) = p(Ag) — v(Ao).
ACS

Mamy tez



dTV (u,v) = Z u(y % Y. v(y) —uy)

yer Yy€S\Ap

= 2(#(A0) — v(A0)) + 5 (1(S\ Ao) — (S \ Ao))
= pu(Ap) —v(Ao) = i‘é]@;ﬂ(A) —v(A).

Fakt 3.47
Niech (M, N) bedzie wektorem losowym o wartoéciach w S x S taki, ze M
ma rozklad yu i N ma rozkiad nu, tj.

PM = x] = u(x) oraz P[N =x] =v(x)

dla kazdego x € S. Woéwczas
P[M # N] > drv(p,v).
Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnego A C S mamy
PM#N|]>PMecA N¢&A]>P[Me Al —P|N € A

Stad

P[M # N = sup u(A) —v(A) = drv(u,v)

ACS
O

Niech teraz { X, },eN oraz { Y, },en beda taricuchami markowa z ta sama
funkcja przejécia P oraz rozktadami poczatkowymi odpowiednio y oraz v.
Dla kazdego n € IN oznaczmy

pn(x) =P[X, = x| oraz vy(x)=P[Y, = x].

Zauwazmy, ze przy zatozeniach powyzszego twierdzenia istnieje jedyna
miara stacjonarna 7t. Zauwazmy, ze jezeli v = 7, to v = 1P = P = 7.
Indukcyjne pokazujemy, ze dla kazdego n, v, = 7. Wobec tego

lim dry (pn, 77) = 0.



Whiosek 3.49
Jezeli {X, },en jest nieredukowalnym, nieokresowym i dodatnio rekuren-
cyjnym taficuchem Markowa, to dla kazdego x € S,

nh_r)r.}olP[Xn = x| = nt(x),

gdzie 7T jest miara stacjonarna dla {X, },enN-

Dowdéd. Comming soon.. O

Dowdd twierdzenia o zbieznosci. Niech T bedzie czasem zatrzymania danym
przez (3.4.2)Rozwazmy proces stochastyczny

Y_ YnMST
"I Xyn>T

Korzystajac z mocnej wlasnoéci Markowa pokazujemy, ze { Y, } ,cn jest tan-
cuchem Markowa z funkcja przejscia P i rozkladem poczatkowym v. Stad
Y, i Y, maja ten sam rozklad dla kazdego n € IN. Wobec tego

drv (pn,vn) < P[X, # Y,] = P[t > n] — 0.

O

3.4.1 Tempo zbieznosci na skoficzonej przestrzeni stanéw

Lemat 3.51
Jezeli faricuch Markowa jest nieredukowalny i nieokresowy, to istnieje N
takie, ze P"(x,y) > 0 dla wszystkich x,y € S oraz n > N.




Dowéd. Niech

n __

my

min P'(x,y), My = max P"(x,y).

Pokazemy, ze dla kazdego ustalonego y € S ciag {mj }. jest rosnacy, a ciag
{ My }n jest malejacy, a nastepnie wykazemy, ze ich réznica maleje wyklad-
niczo szybko.

Ciag my jest rosnacy:

n+l _ . n i in P" =m"
mitl = mxm;P(x,z)P (z,y) > rrgcln;P(x,Z) min P"(z,y) = my.

Analogicznie dowodzimy M;*! < My
Szacowanie réznicy My — m;,. Wezmy N takie jak w lemacie 3.51. Zde-
finiujmy
= min PV (x,y) > 0.
€= min, (x,y)
Woéweczas, z réwnania Chapmana-Kotmogorowa

PN (x,y) = ) (PN(x,2) — eP"(y,2))P"(z,y) + e} P"(y,2)P"(2,)

z

>my Yy (PY(x,z) — eP"(y,2)) + eP*(y,y)
z
> my(1—¢) +eP"(y,y),
Stad wynika, biorac minimum po x, ze

m;JFN > my(1—¢) + eP?(y,y)

i analogicznie
MyN < My(1—e€) +eP™ (y, y).

Whnioskujemy wiec

MIN — N < (MD - ml) (1~ ),

a nastepnie przez indukcje

M;JrkN _ m;+kN < (Mg . m;)(l . 8)k

Powyzszy rachunek pokazuje wiec, ze podciag M§N — mﬁN zbiega do zera

gdy k — oo, wiec réwniez My — my, jako ciag monotoniczny zbiega do 0. W
szczeg6lnosci oba ciagi my, i My maja te sama granice. Oznaczmy ja przez



7o(y) = lim my.

Woéweczas dla kazdego y, 7(y) > my(n) > ¢ > 0 oraz dlan = kN +m
(m < N)

1P (x,y) —TT(y)] < M —ml < (M —ml)(1—e)F < (1—e)f = [(1—&)"/N]N < Co.

Pozostaje wiec do wykazania, ze 7T jest rbwne mierze stacjonarnej 7r. Za-
uwazmy najpierw, ze 7T jest miara probabilistyczna:

Y 7(y) = lim } P"(x,y) = 1.
y y
Nastepnie piszemy

y)—hmZn )P (x,y) =) m(x ) lim P" (x,y) = Y n(x)7(y) =7 (y).

xXeS XES XEeS

O

Odwracalne taficuchy Markowa

Lemat 3.54
Jezeli 7T jest miara odwracalna dla pewnego faricucha Markowa, to jest row-
niez dla niego miara stacjonarna

Dowdd. Korzystajac z powyzszej definicji oraz stochastycznosci macierzy P:

= Y WPy, x) = } 7(x)P(x,y) = 7(x)

yeS yeS
O

Uwaga 3.4.4. Z powyzszego lematu wynika, Ze jezeli macierz przejscia P jest sy-
metryczna, to miara jednostajna jest miarq stacjonarng.



Zauwazmy, ze jezeli faricuch jest odwracalny, to dla kazdego n:

P [Xo = x0,..., Xn = xu] = 71(x0)P(x0,%1) ... P(xp_1, %)
= 71(xy)P(xp, x—1) - .. P(x1, x0)
=Pr[Xo=xn, X1 = Xy_1,..., Xn = X
(zapis X oznacza, ze Xy ma rozklad 7). Zatem rozklad (Xo, X1, ..., X») jest

taki sam jak rozktad (X,, X;_1,...,Xo), co wyjasnia pojecie odwracalnosci
(odwracajac czas otrzymujemy ten sam proces).

3.4.2 Przyklady

Przyklad 3.55
Prosty spacer losowy na grafie (przyklad ??) jest odwracalny. Przypo-
mnijmy, ze miara 77(x) = deg(x)/2|E| jest stacjonarna. Mamy:

2(x)P(x,y) = d;j;éf) _frm[;)]e;(;j{xw} _ frm[O]z‘—ET{xNy} — (y)P(y,x)

Przyklad 3.56

Rozwazmy zmodyfikowany spacer losowy na Z,. Czasteczka porusza sie
zgodnie ze wskazéwkami zegara (+1) z prawdopodobiefistwem p i w prze-
ciwna strone z prawdopodobieristwem 1 — p. Wéwczas miarg stacjonarna
jest miara jednostajna: 7r(k) = 1/n, gdyz

aP(k) = Y n(j)P(j,k) = n(k —1)p + m(k + 1)(1 - p) = — = m(k).

J€Z, h
Jezeli jednak p # 1/2, to miara ta nie jest odwracalna:
p1=-p
mt(k)P(kk+1) = . # = (k+1)P(k+1,k).

Przyktad 3.57

Spacer losowy na m-hiperkostce. m-hiperkostka jest to graf, ktérego wierz-
chotkami sa ciagi binarne diugosci m, tzn S = {0,1}". Dwa wierzchotki sa
potaczone ze soba krawedzia jezeli r6znia sie¢ dokladnie na jednej wspét-
rzednej. Tak wiec kazdy wierzchotek ma dokladnie m sasiadéw.

Prosty spacer losowy polega na przejsciu z wierzchotka x = (x1,...,xy)
do jednego z jego sasiadéw z prawdopodobieristwem 1/m (jak w przykla-
dzie ??). Dla m = 3 jest to prosty spacer losowy po wierzchotkach szeScianu.
Zatem miara jednostajna jest miara stacjonarna. Zauwazmy, ze spacer ten
jest okresowy. Istotnie, jezeli spacer losowy startuje w (0,...,0), to w n-tym
kroku liczba jedynek w X, ma te sama parzystos¢, co n. Zatem do punktu
wyjscia (0,...,0) mozemy wroéci¢ jedynie w parzystych krokach.



Czesto rozwaza sie leniwy spacer losowy, gdy czasteczka zostaje w
danym wierzchotku z prawdopodobienstwem 1/2, a z prawdopodobien-
stwem 1/2 przechodzi jednostajnie do jednego z sasiadéw. Spacer ten jest
nieokresowy i miara jednostajna jest jego miara stacjonarna.

Przyktad 3.58

Proces urodzin i $mierci. Jest to proces na przestrzeni stanéw S = {0,1,...,m}.
W kazdym kroku pozycja moze zmieni¢ sie maksymalnie o jeden. Wygod-
nie jest mys$le¢, ze aktualny stan symbolizuje rozmiar populacji. Macierz
przejscia zalezy od trzech ciagéw: {(px, 7k, 9k) } o, gdzie:

* py jest prawdopodobieristwem przejscia z k do k+1, dla 0 < k < m;

* g jest prawdopodobieristwem przejscia z k do k — 1, dla 0 < k < m;

* 1y jest prawdopodobieristwem pozostania w k, dla 0 < k < m;

* Pkttt ar=1;

® go = Pn = 0

"Latwo sprawdzi¢, Ze jest to proces odwracalny. Mianowicie miara

7 (k) = ﬁ% 7(0) = 1

jest odwracalna, tzn zachodzi

pr-17t(k — 1) = g7 (k),

czyli réwnanie (3.4.3) jest spelnione. Zatem miara

A
"0 = F3m

jest stacjonarna.

3.5 MCMC

W tym rozdziale bedziemy bada¢ nastepujacy problem: majac dany skoni-
czony zbiér S oraz miare probabilistyczna 7 na § chcemy wygenero-
wadé zmienna losowa o rokladzie 7r. Interesowaé nas beda duze skoriczone
zbiory. Czesto nie bedziemy nawet potrafili okresli¢ ich licznosci ani nawet
precyzyjnie poda¢ miary 7. Przedstawimy kilka przyktadéw bazujacych na
metodzie MCMC (Markov Chain Monte Carlo). W tym celu na zbiorze S
wprowadzimy strukture grafu i zdefiniujemy odpowiedni spacer losowy z
miarg stacjonarna 7t. Spacery beda nieredukowalne i nieokresowe. Woéw-
czas z twierdzenia 3.52 rozklad spaceru dazy do 7. Wyznaczanie elemen-
tow o zadanym rozkladzie znajduje zastosowania w szeregu praktycznych
problemoéw, ktére zostana oméwione ponizej takich jak problemy optyma-
lizacyjne (np. problem pakowania plecaka), deszyfrowanie kodéw, ...



3.5.1 Drzewo rozpinajace

Przyklad 3.59

Drzewo rozpinajace graf. Niech G = (V, E) bedzie skoriczonym grafem.
Drzewem rozpinajacym T graf G nazywamy spoéjny podgraf G, ktoéry za-
wiera wszystkie wierzchotki V, ale nie ma zadnych cykli. Wéwczas drzewo
spelnia (zadanie)

e Tma |V|— 1 krawedzi

* Kazdy podgraf G posiadajacy |V| — 1 krawedzi i zawierajacy wszystkie
wierzcholki, bez cykli, jest drzewem rozpinajacym.

* Dodanie krawedzi do drzewa rozpinajacego T spowoduje utworzenie
cyklu.

Przez S oznaczmy zbiér wszystkich drzew rozpinajacych G. Chcemy roz-
wazaé nastepujacy problem: jak wygenerowac losowe (jednostajnie) drzewo
rozpinajace graf G? Podkre§lmy, ze chcemy, aby wylosowanie kazdego
drzewa rozpinajacego byto jednakowo prawdopodobne.

W przypadku malych graféw mozna prébowac wypisa¢ wszystkie drzewa
rozpinajace. Jednak juz dla graféw rozpietych na 10 wierzchotkach, liczba
drzew rozpinajacych moze przekraczaé¢ 108.

Metoda MCMC polega na wprowadzeniu struktury grafu na zbiorze
S, a nastepnie zdefiniowaniu odpowiedniego spaceru losowego. Zbiorem
wierzchotkéw jest zbior S, tak wiec wierzchotkiem jest drzewo rozpinajace.
Nastepnie definiujemy taricuch Markowa {X,} na S, w ktérym okreslimy
tez krawedzie w grafie. Startujemy z dowolnego elementu S. Zatézmy, ze
znamy wartos¢ X, wowczas generujemy X, ;1 nastepujaco:

1. Wylosujmy jednostajnie krawedz e, ktéra nie jest w X,,. Takich krawedzi
jest |E| — (V| —1).
2. Niech C bedzie jedynym cyklem w X, U {e}.
3. Wybierzmy jednostajnie krawedz ¢/ w C.
4. Przyjmijmy X, 1 := (X, U {e}) \ {¢'}.
Cwiczenie: Narysuj przyktadowy graf i wykonaj kilka pierwszych kro-
kéw powyzszego algorytmu.

Lemat 3.60
Powyzszy taricuch Markowa jest nieokresowy, nieredukowalny i odwra-
calny.

Dowdd. Proces jest nieokresowy, bo P(T,T) > 0 dla kazdego T € S, gdyz z
dodatnim prawdopodobienistwem, w powyzszym algorytmie e = ¢’. Niere-
dukowalno$¢ zostanie pokazana na ¢wiczeniach.

Pokazemy, ze proces jest symetryczny, tzn. P(T,T') = P(T’,T) dla do-
wolnych T # T', wtedy jest réwniez odwracalny. Zat6zmy najpierw, ze



P(T, T") > 0. Wtedy T' = (T U {e1}) \ {e2} dla pewnych krawedzi e; oraz
ep. Niech C bedzie cyklem zawartym w T U {e; }. Wéwczas e, musi by¢ tez
elementem cyklu C. Mamy wiec

P(T,T") =Ple = e, ¢ = ey| Xy = T]
=Ple=¢1|X, =T] - Ple’ =] X, =T, e = el]
1 1

~E[—(V[-1) [C]

Analogicznie, poniewaz T = (T U {e2}) \ {e1}, mamy

P(T',T) =Ple =ep,¢ =e1|Xy =T
_ 1 1
[E[=([V]=1) [C]

Zatem
P(T, T’) = P(T’, T)

przy zatozeniu, ze P(T,T') > 0. Przypadek P(T,T') = 0 pomijamy O

Z powyzszego lematu oraz z lematu 3.54, wynika ze miara stacjonarna
procesu { X, } jest jednostajna. Z twierdzenia 3.52 rozktady X, zbiegaja do
rozkladu jednostajnego i mozna przyjaé, ze X, jest bliski rozktadowi jed-
nostajnemu dla duzych wartoéci n. Zbieznoé¢ jest wykltadniczo szybka, ale
parametry zaleza od struktury grafu i sa bardzo trudne do okreslenia.

3.5.2 Problem pakowania plecaka (The knapsack problem)

Przyklad 3.61

Zat6zmy, ze mamy m przedmiotéw, kazdy o wadze w; i wartosci v;. Dys-
ponujemy plecakiem, ktéry pomiesSci maksymalnie b kilograméw. Ktore
przedmioty nalezy wybraé, aby zmiescily sie one do plecaka i miaty jak
najwieksza wartos¢? Jest to problem NP-zupelny ...

Formalnie. Mamy zadane: w = (wy,...,wy), v = (v1,...,0m), b. Szu-
kamy wektora decyzyjnego z = (z1,...,2zm) € {0,1}", tzn. z; = 1, jezeli i-ty
przedmiot jest wlozony do plecaka. Przez S oznaczamy zbiér dopuszczal-
nych pakowan plecaka, tzn.

S={z€{0,1}": (w,z) < b}
Naszym celem jest zoptymalizowanie wartosci (v, z) pod warunkiem z € S.

Algorytm 1:

1. Losujemy jednostajnie z € {0,1}".



2. Jezeli z € S, to akceptujemy z, w przeciwnym razie wracamy do punktu
1.

Dla wylosowanego z sprawdzamy warto$¢ plecaka. Mozemy powtérzy¢ al-
gorytm wielokrotnie i wybra¢ najlepsze rozwiazanie.

Kazdy krok moze by¢ szybko obliczony. Jednak jezeli m jest duze, to
prawdopodobieristwo zaakceptowania wylosowanego z moze by¢ bardzo
mate. Dla przyktadu jezeli w; = 11i b = m/3, to mozna pokaza¢ (zadanie!),
ze prawdopodobienistwo zaakceptowania jest okoto (0,83)™ (dla m = 100 to
jest okoto 1078). Zatem tylko mata cze$¢ losowari zostanie zaakceptowana i
trudno przypuszcza¢, ze beda one bliskie optymalnemu rozwiazaniu.

Algorytm 2 (MCMC): Rozwazmy graf ze zbiorem wierzchotkéw S.
Dwie krawedzie sa polaczone ze soba, gdy réznia sie na dokladnie jed-
nej wspélrzednej (to jest podgraf hiperkostki Z7'). Konstruujemy spacer
losowy na S. Majac zadany X, = (z1,...,2m)

1. Wybieramy losowo (jednostajnie) jedna ze wspétrzednych: | € {1,...,m}.

2. Nastepnie zamieniamy J-ta wspéirzedna: z; = 1 — zj i oznaczmy nowy
wektor przez z'.

3. Jezeli 2/ € S, to podstawiamy X, .1 = z/, w przeciwnym razie X, .1 =
X, = z.

Innymi stowy: wylosujmy przedmiot; jezeli jest w plecaku, to go wyjmijmy;
jezeli nie, to wlézmy go do plecaka, ale pod warunkiem, ze sie zmieSci.

Lemat 3.62
Jezeli Y w; > b, to powyzszy faricuch Markowa jest nieokresowy, nieredu-
kowalny i odwracalny.

Dowéd pokazemy podczas éwiczen.
Uwagi:

* Miara stacjonarna dla tego fancucha Markowa jest miara jednostajna, a
wiec dla duzych ¢, P[X,, = z] ~ 1/|S|. Umiemy zatem aproksymowac te
miare, mimo iz nie znamy dokladnej wartosci |S|

¢ Probkowanie z rozkladu jednostajnego, moze nie by¢ skuteczne, ponie-
waz moze by¢ niewiele upakowan, ktére sa bliskie optymalnemu, tzn.
ich miara moze by¢ niezauwazalna. Znacznie lepiej jest losowac ele-
menty wg rozkladu, ktéry daje wieksza wage ‘cennym upakowaniom’,
np. (z) =C —1p(v2) gdzie C jest (nieznana) stala normalizujaca.

3.5.3 Algorytm Metropolis

Algorytm pozwala na przyblizenie zmiennej losowej ze zbioru S o rozkta-
dzie 1. W tym celu konstruujemy graf G ze zbiorem wierzchotkéw S. Zbiér



krawedzi moze by¢ niemal dowolny z zachowaniem jednak ponizszych wa-
runkoéwr:

¢ Graf powinien by¢ spdjny, aby otrzymany taficuch Markowa byl niere-
dukowalny.

* Poszczegdlne wierzcholtki nie powinny mie¢ zbyt wielu sasiadéw, gdyz
spacer stanie sie zbyt trudny do symulowania w praktyce.

Dla x € S, przez d(x) oznaczamy liczbe sasiadéw wierzchotka x. Definiu-
jemy macierz przejsScia

1 7t(y)d(x) el v e 1

g min { Tt 1 jezeli x ~y;

P(x,y) =40 jezeli x # y oraz x % y;
1- Zzwx d mln { Ei))z(é;, 1} ]ezell X=1Y.

Powyzszy mechanizm mozna opisa¢ nieco inaczej. Zalézmy, ze X, = x.
Wybierzmy losowo w sposéb jednostajny, tzn. z prawdopodobieristwem
1/d(x) jednego z sasiadéw x i oznaczmy go przez y. Nastepnie podstawmy

y z prawdopodobienistwem min { Ey ;ZE ;, 1}
Xpt1 =
o x z prawdopodobieristwem 1 — min { "Exgzgg 1 }

Zauwazmy, ze jezeli graf jest regularny, tzn. kazdy wierzchotek ma ten sam

stopieny, to powyzszy algorytm mozna opisac jeszcze inaczej. Zat6zmy, ze

Xn = x. Wybierzmy losowo w sposéb jednostajny jednego z sasiadéw x i

oznaczmy go przez Y. Nastepnie

* jezeli m(y) > nt(x), to podstawmy X, 11 =y

e jezeli m(y) < 7m(x), to rzucamy monet, w ktdrej orzet wypada z praw-
dopodobieristwem 7(y)/7(x). Jezeli wypadnie orzet, to X,11 = y, w
przeciwnym razie X, 1 = x

Algorytm prébuje wiec maksymalizowaé funkcje 77, przechodzac do wierz-
chotkéw, w ktérych wartos¢ ta jest wieksza. Dopuszcza jednak powré6t do
mniejszych warto$ci, aby nie utkna¢ w ‘lokalnych maksimach” funkcji 7

Lemat 3.63
Miara stacjonarna powyzszego faricucha Markowa jest 7.

Dowdd przeprowadzimy podczas ¢wiczen

Przyklad 3.64
Problem pakowania plecaka. Rozwazamy strukture grafu taka sama jak
zdefiniowana powyzej. Definiujemy

mP(z) = Cgleﬁ(v’z),



gdzie  jest pewna ustalona stata, a Cg jest stata normalizujaca. Zauwazmy,
ze nie musimy znac¢ jej dokladnej wartosci! Definicja macierzy przejscia za-
lezy wylacznie od ilorazu.

Przyklad 3.65

Persi Diaconis w pracy The Markov Chain Monte Carlo Revolution opisuje na-
stepujacy przyklad. Pewnego dnia psycholog ze stanowego wiezienia po-
prosit Departament Statystyki na Uniwersytecie w Stanford o rozszyfrowa-
nie nastepujacego kodu. *
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Domyslono sie natychmiast, ze jest to tekst zakodowany przez proste pod-
stawienie, gdzie kazdy symbol odpowiada pewnej literze lub znakowi in-
terpunkcyjnemu. Nalezy wiec znalez¢ funkcje f odwzorowujaca przestrzen
kodéw w zwykly alfabet. Typowa metoda polega na sprawdzeniu statystyk
czesto$ci wystepowania poszczegélnych znakéw w alfabecie i poréwnaniu
z czestoScia wystepowan poszczegdlnych znakéw w zakodowanym tekscie.
Metoda ta moze nie by¢ jednak skuteczna przy krétkich tekstach.

Do odkodowania powyzszego kodu uzyto skuteczniejszej metody bazu-
jacej na sprawdzaniu czestotliwo$ci wystepowania par znakéw. Dokladniej,
dla kazdych dwoch znakéw x, y mozna okresli¢ czestotliwoé¢ wystepowa-
nia y bezposrednio po x. Otrzymujemy w ten sposéb macierz M(x,y). De-
finiujemy funkcje wiarygodnosci

HM f(sit1)),

gdzie s; przebiega kolejne symbole w zakodowanej wiadomosci. Chcemy
znalez¢ funkcje f dla ktorych ta wartos¢ jest duza. Te funkcje powinny by¢
dobrymi kandydatam1 do odkodowania. Przeszukanie wszystkich mozli-
wych funkcji f nie wchodzi w gre, bo jest ich zbyt wiele (ok. 40!). Zasto-
sowano wiec algorytm Metropolis. Nalezy zdefiniowac¢ relacje sasiedztwa,
a wiec dla zadanej funkcji f okredli¢ funkcje, ktére mozemy otrzymacé w

! Wszystkie grafiki w tym przykladzie sa zaczerpniete z pracy P. Diaconisa The Markov
Chain Monte Carlo Revolution



jednym kroku. Méwimy, wiec ze istnieje krawedz pomiedzy f, a g, jezeli
mozna otrzymaé ¢ z f uzywajac losowej transpozycji. Algorytm urucho-
miono na cytacie z Hamleta, ktéry nastepnie losowo zakodowano.

ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION WHETHER TIS
NOBLER IN THE MIND TO SUFFER THE SLINGS AND ARROWS OF OUTRAGEOUS
FORTUNE OR TO TAKE ARMS AGAINST A SEA OF TROUBLES AND BY OPPOSING END

Ponizej przedstawione sa wyniki dziatania algorytmu.

100 ER ENOHDLAE OHDLO UOZEOUNORU O UOZED HD OITO HEDQSET IUROFHE HENO ITORUZAEN
200 ES ELOHRNDE OHRNO UOVEQULOSU O UOVED HR OITO HEOQAET IUSOPHE HELO ITOSUVDEL
300 ES ELOHANDE OHAND UOVEQULOSU O UOVEO HA OITO HEOQRET IUSOFHE HELO ITOSUVDEL
400 ES ELOHINME OHINO UOVEOQULOSU O UDVEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUVMEL
500 ES ELOHINME OHINO UODEOULOSU O UODEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUDMEL
600 ES ELOHINME OHINO UODEOULOSU O UODEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUDMEL
900 ES ELOHANME OHANO UODEQULOSU O UODEO HA OITO HEOQRET IUSOWHE HELO ITOSUDMEL.

1000 IS ILOHANMI OHANO RODIORLOSR O RODIO HA OETO HIOQUIT ERSOWHI HILD ETOSRDMIL.
1100 ISTILOHANMITOHANOT ODIO LOS TOT ODIOTHATOEROTHIOQUIRTE SOWHITHILOTERDS DMIL.
1200 ISTILOHANMITOHANOT ODIO LOS TOT ODIOTHATOEROTHIOQUIRTE SOWHITHILOTEROS DMIL
1300 ISTILOHARMITOHAROT ODIO LOS TOT ODIOTHATOENOTHIOCQUINTE SOWHITHILOTENOS DMIL
1400 ISTILOHAMRITOHAMOT OFI0 LOS TOT OFIOTHATOENOTHIOQUINTE SOWHITHILOTENOS FRIL
1600 ESTEL HAMRET HAM TO CE OL SOT TO CE THAT IN THE QUENTIOS WHETHEL TIN SOCREL
1700 ESTEL HAMRET HAM TO BE OL SOT TO BE THAT IN THE QUENTIOS WHETHEL TIN SOBREL
1800 ESTER HAMLET HAM TO BE OR SOT TO BE THAT IN THE QUENTIOS WHETHER TIN SOBLER
1900 ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION' WHETHER TIS NOBLER
2000 ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION WHETHER TIS NOBLER

Jak wida¢ ok. 2000 iteracji wystarczylto, aby odkodowa¢ wiadomos¢. Za-
leta tej metody jest fakt, iz dziata ona juz dla bardzo kroétkich tekstéw. Dla
oryginalnego tekstu wieziennego otrzymano nastepujacy wynik

to bat-rb. con todo mi respeto. i was sitting down playing chess with
danny de emf and boxer de el centro was sitting next to us. boxer was
making loud and loud voices so i tell him por favor cam you kick back
homie cause im playing chess a minute later the vato starts back up again
so this time i tell him con respecto homie can you kick back. the vato
stop for a minute and he starts up again so i tell him check this out shut
the f*%k up cause im tired of your voice and if you got a problem with it
we can go to celda and handle it. i really felt disrespected thats why i
told him. anyways after i tell him that the next thing I know that vato
slashes me and leaves, dy the time i figure im hit i try to get away but
the c.o. is walking in my direction and he gets me right dy a celda. so i
go to the hole. when im in the hole my home boys hit doxer so now "b" is
also in the hole. while im in the hole im getting schoold wrong and



3.6 Definicja ogdlna

Naszym celem jest teraz przedstawienie formalnej definicji taricuchéw Mar-
kowa i pokazanie ich fundamentalnych wtasnosci.

Funkcje przejscia postuza nam do zdefiniowania i badania proceséw
Markowa. O funkcji przejécia nalezy mysle¢ jak o

w chwilin +1 | w chwili n proces

P(X, A) =P proces trafiaw A jest w punkcie x|

Nalezy mie¢ na wzgledzie, ze w zupelnej ogélnosci zdarzenie polegajace na
tym, Zze w chwili n proces jest w punkcie x moze mie¢ prawdopodobieristwo
zero. Stad konieczno$¢ wprowadzenia funkgji przejscia.

Przyklad 3.67
Niech u bedzie dowolnym rozkladem prawdopodobieristwa na R. Wéw-
czas P(x, A) = u(A) jest funkcja przejscia na (S,S) = (R, Bor(R).

Przyklad 3.68
Niech Y bedzie dowolna zmienna losowa. Wéwczas

P(x,A) =P[x+Y € A
zadaje funkgje przejscia na (S, S) = (R, Bor(R).

Przyklad 3.69

Niech (Q,T) bedzie dowolnym dwuwymiarowym wektorem losowym.
Woéwcezas P(x,A) = P[Qx+ T € A] jest funkcja przejcia na (S,S) =
(R, Bor(R).

Przypomnijmy, ze dla ciagu zmiennych losowych X = {X,} okreslamy
jego naturalna filtracje przez FX = o(X; : k < n).




Przyklad 3.71

Spacer losowy jest faricuchem Markowa. Rzeczywiscie, ciagu iid {Yx} o
rozkladzie y definiujemy spacer przez So = 0, S, = Y1+ Yo+ ...+ Y,
n > 1. Mamy S;,41 = Sy + Yy4+1. Skoro S, 1 Y41 sa niezalezne, to

P[Sy1 € A| Fy] = P[Su + X € A| Fy] = E[Y(Sn, Yur1) | Fi],
gdzie (s, y) = Is4yea)- Stad
P[S,41 € Al ]'-2(] =Y (Sn),

gdzie
Y(s) =P[s+ Y41 € A] =P(s, A).

Istotnie wiec {S,} jest taicuchem Markowa z funkcja przejscia P zdefinio-
wana powyzej.

Procesy Markowa charakteryzuja sie krotka pamiecia. Zauwazmy, ze
PXy41 € A| Xa] = E[P[X, 11 € A| FX]| X] = E[P(X, A) | X,]
=P(X,,A) = P[X,,1 € A| FX].
Oznacza to, ze

P[X,11 € A| Xy =P[X,1 € A|FX].

Innymi stowy do aproksymacji rozkladu zmiennej X,, 1 znajac X1, Xy, ..., X,
wystarcza nam jedynie zmienna X,.

Definicja taficucha Markowa zaklada istnienie jednej przestrzeni proba-
bilitycznej, na ktorej okreslony jest proces {X,} co wymaga dodatkowej
argumentacji. Nastepujace twierdzenie pozostawimy bez dowodu







4
Ruch Browna

Streszczenie Wprowadzimy matematyczny model ruchéw Browna. Jest to pro-
ces stochastyczny szczegélnie istotny w teorii prawdopodobienistwa. Jak sie prze-
konamy stanowi on zaréwno martyngat jak i proces Markowa. Szeroki wachlarz
wlasnosci probabilistycznych ruchu Browna pozwoli nam bardzo dokladnie prze-
analizowac jego trajektorie.

4.1 Motywacja i konstrukcja

Szkocki botanik Robert Brown w 1827 roku zaobserwowat ruchy wykony-
wane przez pylki kwiatowe zawieszone w cieczy. Uwage botanika zwrdcit
fakt, ze ruchy:

* nie sa spowodowane przez ruchy cieczy
* nie ustaja
* sa bardzo nieregularne

Po publikacji R. Browna powstato kilka teorii odno$nie pochodzenia ruchu
pytkéw, ale dopiero w 1905 roku niezaleznie Albert Einstein oraz Marian
Smoluchowski powiazali ruchy ze zderzeniami w mikroskali z innymi cza-
steczkami. Pierwszy matematyczny opis tego zjawiska pojawil sie w 1900
r. w pracy Bacheliera, ktéry badat wykresy notowar gieldowych. Jego de-
finicja nie byla jednak zupelnie Scista. Pierwsza formalna matematyczna
konstrukcja zostata zaprezentowana przez Norberta Wienera w 1926 roku.
Stad tez ruch Browna nazywany jest niekiedy procesem Wienera.

Aby zrozumiec filozofie stojaca za matematyczna definicja ruchu Browna
rozwazmy nastepujace przyblizenie. Nalezy mie¢ na wzgledzie, Ze nasze
rozwazania do momentu pojawienia sie Definicji 4.2 nie beda catkowicie
formalne. Dla uproszczenia bedziemy bada¢ ruch odbywajacy sie w jed-
nym wymiarze. Ustalmy T > 0 i zal6zmy, ze interesuje nas pozycja B; € R
czasteczki w chwili t € [0,T]. W tym celu dokonujemy obserwacji cza-
steczki w dyskretnych chwilach i zapisujemy odczytana przez nas pozycje
X;. Zakladamy dodatkowo, ze



¢ Obserwujemy czasteczke w réwnych odstepach At > 0,

¢ Kazdorazowo czasteczka moze przesunaé sie w lewo badz prawo o Ax >
0 z prawdopodobienistwem 1/2,

¢ czasteczka zaczyna swdj ruch w chwili 0 w punkcie Xy = 0.

Rysunek 4.1. Kolejne przybliza B;

Powyzej At i Ax sa parametrami, ktérych dobér sprecyzujemy nieba-
wem. Bedziemy chcieli zbada¢ probabilistyczne wtasnosci X; i zbada¢ za-
chowanie przy At — 0. Bedzie to prowadzilo do zrozumienia B; poniewaz

Bt = lim Xf.
At—0
Powyzszej granicy nie nalezy traktowaé formalnie, poniewaz nie wpro-
wadziliSmy odpowiednich narzedzi do jej prawidlowej interpretacji. Brak
formalizmu w tym miejscu nie przeszkodzi nam jednak wywnioskowa¢
odpowiednich postulatéw dla procesu (B;). Jezeli dokonujemy obserwacji
w chwilach kAt, dla naturalnych k, to w przedziale czasowym dokonamy
nt = [T/ At] obserwagji. Niech €1, €y, . . ., €4, beda niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie

Ple, = 0] = Pley =1] =1/2

dla k < nt. Wéwczas S, = €1 + ... + €, oznacza liczbe krokéw w prawo
podczas pierwszych n obserwagcji. Do chwili t € [0, T] dokonujemy n; =
[t/ At] obserwagji i odnotowana przez nas pozycja zapisuje sie jako

nt
Xt = AxSp, — Ax(ng — Sp,) = Ax ) (2e, — 1).
k=1

Stad



E[X;] =0, Var(X;) = (Ax)?n;.
Zauwazmy, ze przy At — 0 wariancja X; zachowuje sie jak t(Ax)?/At. Aby
zapobiec eksplozji zaklada¢ bedziemy, ze Ax jest rzedu v/ At, Dla uprosz-
czenia przyjmijmy
(Ax)? = At.
Woéwczas
At . 22;1 (Zek - 1)
/a1

Pierwszy skladnik, przy At — 0, zbiega do t a dla drugiego zachodzi cen-
tralne twierdzenie graniczne

2}?:1 (2ex — 1)

X =

= N(0,1).
T 1)
Oznacza to, ze zmienna B; powinna mie¢ rozklad normalny o $redniej zero
i wariangji t. Zauwazmy dodatkowo, ze dla s < r < t oraz n; = [s/At],
n, = [r/At] i ny = [t/ At] zmienne

nt ny
Xi—Xr=Ax ) (2¢—1) oraz X, —Xs=Ax ) (26 —1).
k=n,+1 k=ng+1

sa niezalezne. To z kolei prowadzi do niezalezno$ci B; — B oraz Bs; — B,.
Po tym nieformalnym wstepie mozemy wprowadzic¢ Scista definicje ru-
chu Browna.




Rysunek 4.2. Trajektoria procesu (B;);>0, czyli wykres potozenia czasteczki By w
zaleznosci od czasu t

W zaleznosci od czytelnosci bedziemy stosowali zamiennie notacje B; =
B(t). Przez przez proces stochastyczny w powyzszej definicji rozumiemy
rodzine zmiennych losowych B; indeksowana t € [0, +00). W réznych kon-
tekstach warto jest korzysta¢ z innych interpretacji. Zauwazmy, ze dla kaz-
dej w € O kolekga liczb (Bt(w))>p to po prostu funkcja, ktéra kazdej
liczbie t € [0,4+00) przyporzadkowuje wartos¢ Bs(w) (patrz punkty (Bj)
Definicji 4.2). Oznacza to, ze o procesie stochastycznym (B;);>o mozemy
myslec ja o losowej funkcji. Zauwazmy wreszcie, ze traktujac t i w réwno-
rzednie otrzymujemy funkcje dwoch zmiennych (¢, w) — Bi(w).

Znane sa rozmaite konstrukcje ruchu Browna, np. w [JS] jest opisana
elegancka konstrukcja Ciesielskiego (1961) bazujaca na falkach (funkcja Ha-
ara). Ponizej przedstawimy konstrukcje pochodzaca od P. Lévy’ego (1948).



Rysunek 4.3. Konstrukcja Lévy’ego ruchu Browna

Dowdd. Konstrukcje przeprowadzimy w kilku krokach wedlug nastepuja-
cego planu:

1. zdefiniujemy B; dla liczb diadycznych postaci k/2" € [0,1];

2. korzystajac z gestosci liczb diadycznych w [0, 1] rozszerzymy definicje
do B;dlat € [0,1];

3. rozszerzamy (B;) z odcinka [0, 1] do [0, c0).

Krok 1. Definicja W; dla liczb diadycznych

Niech L
D, = {2—n: k:O,l,...Z”}

bedzie zbiorem liczb wymiernych w [0,1] o mianowniku 2". Wéwczas
Dy ¢ Dy € D C ... oraz D = |J,, Dy jest zbiorem wszystkich liczb
diadycznych w [0,1]. Zbiér D jest przeliczalny i gesty w [0,1]. Mozemy
wiec zalozy¢, ze zadana jest rodzina niezaleznych zmiennych losowych
{Zq}qe p o rozkltadzie N(0,1). Rodzine taka mozemy zrealizowaé na prze-
strzeni Q) = RN, Uzywajac tej rodziny zmiennych losowych zdefiniujemy
ruch Browna na liczbach diadycznych {B; }tep.

Podczas konstrukgji wielokrotnie bedziemy odwotywac sie do nastepu-
jacego lematu (pojawit sie on jako jedno z zadar podczas kursu TP1), umoz-
liwi on nam konstrukcje W; dla t z kolejnych zbioréw Dy, Dy, . ..



Lemat 4.4

Niech > 0. Jezeli X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
N(0,t), to zmienne losowe

X+Y  X-Y
V2’ V2

sa niezalezne i obie maja rozktad N(0, f).

Konstrukcja dla g € Dy = {0,1/2,1} Zdefiniujmy By = 0, By = Z3, a
nastepnie

Zauwazmy, ze zmienne losowe B; i B — B1 sa niezalezne, gdyz mozna je
2 2
przedstawi¢ w postaci

B1+Z%

B, 5~ Bi—B

B, —Z:
1= 2
2 2 7

a nastepnie skorzysta¢ z lematu dla zmiennych losowych B;/+/2 oraz
Z% /2. Wynika stad réwniez, ze B% 4 N(0,1/2).

Konstrukcja dla g € D,,. Zal6zmy, ze proces zostat skonstruowany dla

parametréow ze zbioru D,_1. Przedstawimy teraz definicje dla q € D, \
D, _1. Zauwazmy, ze wéwczas g musi by¢ postaci

_ 2k+1
T
Dodatkowo
g+27" €D, .
ktadziemy

B(g) = L (Bg+2™) +Blg—2") + -

S(nt1)/2°

N~

Woéwezas nalezy pokazaé, ze zmienne losowe

(Blo)~Bg—2"hen, = {B, ~Bi}

o

sa niezalezne i kazda z nich ma rozktad N (0,27"). Odwotlujac sie do wia-

snosci rozkladu normalnego wstarczy p[okaza¢ niezalezno$¢ parami. Po-
stepujemy indukcyjnie. Ustalmy g = 2]‘2#. Wowczas




(Bk+11_B k1)+2_%
B, — By = 2 2

q 22—5 \/i
Bk+11_B k1)_2_%q
BM_Bq: 2 20 .

2n \/§
. Z . e . .
Zmienne losowe —= (B k1 — B & ) oraz — sa niezalezne i obie maja roz-
V2 on—1 on—1 22

ktad N (0,27"). Z lematu wynika wiec, ze réwniez B; — Ba i Bai2o — By sa
2n 2n

Nia

Sl
N
—~

niezalezne i obie maja rozktad N (0,27").

Trzeba jeszcze pokazaé, ze dla dowolnych g,d € D,, ¢ > d zmienna
losowa B(g) — B(d) ma rozktad N(0,9 — d) i jest niezalezna od zmien-
nych {B(w) }wep,,w<q- Wlasnoéc ta wynika z niezaleznosci {B(q) — B(q —
27”)}q€Dn'

Krok 2. Rozszerzenie na [0, 1].
Definiujemy ciag losowych funkgcji F,: [0,1] = R wzorem

Zl q= 1
liniowa poza tym

Fo(t) = {

orazlan > 1,
2-()/27. g€ Dy \ D1
Fa(t) = 0 g€ Dy

liniowa poza tym

Woweczas dla kazdego d € D,
B(d) =) _ F(d). (4.1.1)
k=0

Aby sie o tym przekona¢ zauwazmy, ze jezelid € Dy, to z definicji Fi(d) =0
dla wszystkich k > n. Wystarczy zatem pokaza¢ indukcyjnie po n, ze dla
kazdego q € Dy,

B(d) = Z Ee(d).
k=0

Dalej, skoro dla j < n — 1 funkdja F; jest liniowa na przedziale [d —27",d +
271,
1 _ _ .
F]-(d)zi(l—"j(d—Z ")+ F(d+27"), g € Dy,j < n.

Stad, z zatozenia indukcyjnego

(B(d+27")+B(d—27")

N| =

Y Fd) =) S(Fd-2")+Fd+27") =



Skoro F,(d) = 2-("*1)/27, to po odwotaniu sie do definicji B(d) dla d €
D, \ D,_1 otrzymujemy (4.1.1).
Szereg jest zbiezny jednostajnie. Dla t € [0, 1] definiujemy

=Y E()
k=0

Wiemy juz, ze dla t = d € D powyzszy suma powyzszego szeregu
jest zgodna z przeprowadzona do tej pory konstrukcja. Pokazemy teraz,
ze szereg ten jest zbiezny jednostajnie. Wéwczas, skoro ciag sumy cze-
sciowe ) i Fi(t) sa ciaglymi funkcjami zmiennej ¢, otrzymamy ciagltosc
B(t) (przypomnijmy, ze jezeli ciag funkcji ciagtych jest zbiezny jednostaj-
nie, to granica musi by¢ funkcja ciagla). Niech

Follew = sup |E,(t)| =2~ tD/2  max  |Z,|.
[Pl = sup [F() e 12

Woéwezas dla ¢ > /2log(2),

Z (1B || > cy/m2~ (#1772 Z P[|Z1] > cv/n] < ZZ”exp{c n/2}.

Z lematu Borela-Cantellego z prawdopodobienstwem jeden
| Eulloo < cy/n2(n1)/2

dla dostatecznie duzych n. Stad

i Fr(t)
k=n

dla pewnej uniwersalnej statej C > 0.

<Z||Pk (Dl < Y eVk2 D72 < co7n

o0 k=n

Wtasno$ci probabilistyczne na [0, 1].

Nalezy jeszcze pokaza¢, ze dla t,s € [0,1], t > s zmienna B(t) — B(s)
ma rozktad normalny N (0,t — s). Zauwazmy, ze z konstrukcji powyzsza
wlasnos¢ zachodzi jezeli t,s € D. W tym celu korzystamy z gesto$ci D w
[0,1], ciagtosci B.

Krok 4. Rozszerzenie na [0, +o0) Niech (B (t));c[0,1) beda niezaleznymi
ruchami Browna na [0, 1]. Ruch Browna na [0, +o0) definiujemy przez

(-1

B(t) = By (t— [t]) + ) Bi(1).

k=1



4.2 WlasnoSci probabilistyczne ruchu Browna

Dla s > 0 definiujemy ruch Browna po czasie s wzorem

B =By, —B, t>0.

Dowdd. Nalezy sprawdzi¢, ze rodzina zmiennych losowych (Bt(s))tzo spel-
nia warunki Definicji 4.2. Pozostawiamy to jako zadanie dla czytelnika. 0O

Zastanowimy sie teraz jak proces (Bt(s))tzo ma sie do ruchu Browna do
chwili s, czyli (Bt)o<t<s- W tym celu postuzymy sie postuzymy sie filtracja
w czasie ciaglym. Dla kazdego ¢ > 0 rozwazmy

FE=0(B, : r<t).

Zauwazmy, ze z ciaglosci ruchu Browna wartosci (Bt)tZO sa jednoznacznie
wyznaczone przez wartosci (Bt)o<tcq. Stad

.FtB:(T(Br:rSt,rEQ).

Fakt 4.6
Dla dowolnych t > s > 0 zmienna losowa B; — B; jest niezalezna od c-ciala
FE.
Dowdd. Z niezaleznosci przyrostéw ruchu Browna otrzymujemy, ze dla do-
wolnego n € N i dowolnych t; < t; < ... < t; < s zmienne losowe

By,Bt, — Bt,...,Bt, — By, ,,Bs — B, Bt — Bs
sa niezalezne. Stad wektor losowy

(Bt;,Bt,, ..., Bt,)

jest niezalezny od B; — B;. Oznacza to, ze ostatnie zmienna jest niezalezna
od rr-uktadu

C={{By € A1,Bt, € Ap,...,Bs, € Ay} : n € N, ty <, Ay € Bor(R)}.
Dokladniej dla kazdego C € Ci A € Bor(R),
P[C,B; — B; € A] = P[C]P[B; — Bs € A].
Rozwazajac zatem A-ukiad
A={Ce F : VYAP[C,B;— B; € A] = P[C|]P[B; — Bs € A]}

i stosujac lemat o 77 i A ukladach otrzymujemy F2 = o(C) C A to z kolei
pociaga teze. O

n n—17



Fakt 4.8

Dla dowolnego s > 0 proces stochastyczny Bt(s) = Bi1s — B jest niezalezny
od o-ciala F5.

Dowéd. Rozumowanie jest analogiczne do dowodu Faktu 4.6. Szczegély sa
pozostawione jako zadanie. O

Niech t > s. Wykorzystujac zgromadzone do tej pory informacje mo-
zemy rozwazy¢ warunkowa warto$¢ oczekiwana

E [Bt (J-‘SB] —E [Bt — B,

FE|+E[B,

J-“SB} = B,.

Zatem najlepsza aproksymacja B; zrobiona na podstawie historii procesu do
chwili s jest Bs. Procesy stochastyczne, w analogii do czaséw dyskretnych,
nazywane sa martyngatami w czasie ciaglym.

Zdefiniowana przez nas rodzina o-ciat F? = (FP);>o tworzy filtracje.

Przyklad 4.11
Jak juz wyliczyliémy wczesniej, E[B; | F2] = Bs, wiec ruch Browna jest
martyngatem.



Przyklad 4.12
Jezeli (B)s>0 jest ruchem Browna, to proces My = B? — t jest martyngatem.
Rzeczywiscie, wykorzystujac niezaleznosc przyrostow

]E[Btz‘ff]:Bngt—s.

Przyklad 4.14
Ustalmy y € R i niech

T, =inf{t > 0: By = y}.

Woéwezas Ty jest czasem zatrzymania wzgledem filtracji 77, gdyz

m<n=F=( U By <1/n}

n=1seQnN(0,t)

Zauwazmy najpierw, ze F € FP jako wynik przeliczalnych operacji mno-
gosciowych na zdarzeniach z FP. Aby uzasadnié¢, ze powyzsza réwnosé
zachodzi pokazemy dwa zawierania. Niech w € {T, < t}. Istnieje malejacy
ciag s, zbiezny do

Dowdéd powyzszego twierdzenia przedstawimy na konicu tego rozdziatu.
Skupimy sie teraz na przykladach.

Przyklad 4.16
Niech a > b > 0. Rozwazmy

T=inf{s >0 : Bs € {—a,b}}.



Woéwczas T = T, A T—,; jest czasem zatrzymania. SprawdZmy najpierw, ze
T jest skoriczone prawie wszedzie. Dla t > 0 mamy

P[T > t] < P[B; € (—a,b)] = P[By € (—a/\t,b/\1)].
Po przejsciu t — oo widzimy, ze

P[T = co] = lim P[T > f] = P[B; = 0] = 0.

Rozwazmy martyngat X; = (a + B¢)(b — Bt) + t. Stosujac twierdzenie o
zatrzymaniu do czasu zatrzymania T = T Aty otrzymujemy E[X+] = ab, co
z kolei pociaga

]E(a + BT/\tO)(b — BT/\tO) + ]E[T N to] = ab.

Przechodzac teraz z ty do nieskoriczonosci i powotujac sie na twierdzenia o
zbiezno$ci ograniczonej i monotonicznej

E(a+ Br)(b — Br) + E[T] = ab.

Zauwazmy, ze z ciaglosci trajektorii ruchu Browna By € {—a,b} i stad
(a+ Br)(b — Br) = 0. Ostatecznie

E[T] = ab.

4.3 Trajektorie ruchu Browna

Skupimy sie teraz na opisie wlasnosci trajektorii ruchu Browna. Z kon-
strukgji i definicji wiemy, Ze sa one ciagte. Okazuje sie, Ze mozna powiedzie¢
nieco wiecej. Zacznijmy jednak od o-ciata

s>0

o-ciato .7-"03 ', sklada sie ze zdarzeri, ktére sa determinowane przez trajektorie
ruchu Browna na przedziatach [0, k] dla dowolnie matego h.

Przyklad 4.18
Rozwazmy zdarzenie



A = {(B)t>0 ma w 0 ekstremum lokalne }
Woweczas dla dowolnego h > 0,
A = {(B)ie[o,yy ma w 0 ekstremum lokalne} € FB.

Skoro A € FF dla dowolnego , to nalezy tez do przekroju

Ae (| FP=Fp.-
h>0
Fakt 4.19
Ruch Browna (B;)> jest niezalezny do F2,.

Dowdd. Dla ustalonego ciagu €, | 0, z ciaglosci trajektorii B,

B(t) = lim B(t +€n) — B(en).

Dla kazdego ustalonego n € IN proces Bt(e) = B(t +€;) — B(ex) jest nieza-
lezny od o-ciata F¢, O Fy.. Skoro wszystkie zmienne procesy B(t +€;,) —
B(ey) sa niezalezne od Fy, to to samo tyczy sie granicy B(t+s) — B(s). O

Dowédd. Zauwazmy, ze ]-"(?Jr C o(By : t > 0). Dodatkowo, z Faktu 4.19
dla s = 0 kazde zdarzenie A € ¢(B; : t > 0) jest niezalezne od F¥,.
Oznacza to, ze A € ]-“(?Jr jest niezalezne od ‘7:(1)3+' wiec w szczeg6lnosci A
jest niezalezne od samego siebie. Stad IP[A] € {0,1}. O

Przyklad 4.21
Niech T = inf{t > 0 : B; > 0}. Pokazemy, ze P[t = 0] = 1. Mamy

{TZO}:ﬁ{ sup Bs>0}€f0+.

n=1 0<S<1/7’l

Wystarczy zatem pokazaé, ze IP[t = 0] > 0. Zauwazmy, ze

Pt <t]=P | sup Bs >0

1
> I[)[Bt > 0] = —.
sef04] 2

Przejscie t — 0 pociaga IP[t = 0] > 3. Z 0-1 Blumenthala wnioskujemy, ze
P[t = 0] = 1. W szczeg6lnosci pokazalismy, ze dla kazdego t > 0,

sup Bs >0 pw.
s€[0,¢]



Dowdd. Rozwazmy ciag czaséw zatrzymania 1, przyblizajacych T od od

gory

T, = (m+1)27" na zbiorze T € [m27", (m+1)27").
Ustalmy n € IN. Niech By bedzie ruchem Browna zadanym przez By(t) =

B(t 4+ k27™) — B(k2™"). Niech X bedzie procesem danym przez X(t) =
B(t+ 1) — B(1y). Dla zbioru A € B(RR+), tj zbioru A postaci

A={xeR® : x;, € A,k=1,2,...n}, t; € Ry, Ar € B(R),

oraz zbioru E € ‘7:21 , Napiszmy

P{X € A}NE] = i P{X € A}NEN{t, =k27"}]
k=0

= i P[{B; € A}NEN {1, = k27"}].
k=0

Zauwazmy, ze EN {1, = k27"} € FJ_,. Wobec tego z wlasnosci Markowa
dla ruchu Browna

P[{X € A} NE] = i P[{B, € A}JP[EN {7, = k2~"}] = P[B € A]P|E].
k=0

PokazaliSmy wlasnie, ze (B(t + Tn) — B(Tu))tc[o,00) jest ruchem Browna
niezaleznym od F2. Skoro F2 D FP to dla kazdego n, (B(t+ ) —
B(T1))1e[0,00) jest niezalezny od F7. Wobec tego granica
T}i_r)lgoB(t +1,) — B(my) = B(t+ 1) — B(7)

rowniez jest niezalezna od F7. Dla kazdego n, (B(t + Tu) — B(Tu))ie[0,0)
jest ruchem Browna, wiec jego rozklady skoriczenie wymiarowe speiniaja
warunki (B1)-(B3) Definicji 4.2. Z powyzszej granicy rozklady skoricze-
nie wymiarowe (B(t + T) — B(T));c[0,0) Sa takie same jak rozklady (B(t +
Tn) — B(Th))te[0,00)- W szczegdInosci (B(t + Tn) — B(Tu))ic[o,00) SPeINia wa-
runki (B1)-(B3) Definicji 4.2. Ciagtos¢ t — B(t + T) — B(7) jest z kolei oczy-
wista. Pokazuje to, ze (B(t +T) — B(T))se[o,c0) jest ruchem Browna. 0



Przyklad 4.23
Aby zilustrowaé¢ Twierdzenie 4.22 uzasadnimy zasade odbicia dla ruchu
Browna. Dla a > 0 niech

T, =inf{t >0 : B; > a}.
Rozwazmy proces X = (X;);cr, bedacy ruchem Browna odbitym w a.
Woweczas X jest zadany przez
o B t<T
Xi = {Za —Bit>1, 4.3.1)

Korzystajac z mocnej wlasnosci Markowa dla B, procesy
(B(t+7) ~ B(w)ier, oraz (~B(t+m)+B(w)ier, (432

sa ruchami Browna niezaleznymi od (Br,a¢)icr, - WOwczas sklejenie ostat-
niego procesu w punkcie 7, z kazdym z proceséw (4.3.2) da proces o takim
samym rozktadzie. Sklejenie z pierwszym daje (B;)icr, a z drugim X.

Przyklad 4.24
Rozwazmy M; = sup,.(y 4 Bs. Dla a > 0 mamy

{M; >a} ={B;>a} U{B; <a, M(t) > a}.
Zauwazmy, ze
{Bi <a, M} >a} ={X; >a},
gdzie X jest procesem zadanym przez (4.3.1). Stad

P | sup Bs > a| = P[M; > a] = P[B; > a] + P[X; > a] = 2P[B; > a].

s€[0,t]

Nierdzniczkowalnos$é ruchu Browna

Trajektorie ruchu Browna sa ciagle, ale bardzo nieregularne. Ponizej opi-
szemy jego lokalne zachowanie. Zacznijmy od ogoélnej obserwagji. Zgodnie
z definicja

Wisar — Wi L Wy
(interesuja nas bardzo mate wartosci At) ma rozktad N(0, At), a wiec, ozna-
czajac przez Y zmienna o rozkladzie N (0,1), otrzymujemy

Wiar — Wi = VALY ~ VAL
gdy At — 0. Powyzsza formula pokazuje ciaglos¢, ale nie pociaga réznicz-
kowalnosci, bo
Wiiar — Wi ~ 1
At VAL

Powyzszy argument jest nieformalny. Zachodzi jednak

— 00, At — 0.



Uwaga 4.3.3. Powyzsze twierdzenie jest mocniejsze niz warunek: dla kazdego t, z
prawdopodobieristwem 1, pochodna Wy w punkcie t nie istnieje.

Dowdd. Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w t, to istnieje 5 > 0 taka, ze
dla kazdego s spelniajacego |s — tg| < ¢ zachodzi

£ (5) = f(to)] < 2|f'(to)lls — tol-

Gdyby W; byto rézniczkowalne w pewnym punkcie, to moglibySmy znalez¢
duze M (zalezne od trajektorii W; oraz wartoSci pochodnej) takie, ze dla
kazdego n > N istnieje k < n tz.

M

Y,, < —
k,n_n

dla

7 7

Yk,n = maXx { |Wk+71 — Wk
n n

Witz — Wi
n n

Witz — Wiz
n n

3

Wtedy réwniez dla kazdego n > N

v, <™
n

dla Y, = mkin Y n-

Niech
Ay = {Yy < M/ndla odpowiednio duzych n} = {w: ANVn > N Y,(w) < M/n}.
Napiszmy roéwniez

AM:UAM,Nr dla Ay ={Yyn <M/nVn> N}
N

co pociaga
Apm C {Yy < M/n} dla odpowiednio duzych n (4-3-4)
Z powyzszych obserwacji wynika, ze
{ W jest r6zniczkowalne dla pewnego ¢} C U Am
M=1

Dla dowolnego n mamy



3
P[Yi, < M/n) = (P[[W:| < M/n])" = P[|Wi/Vn < M/n]?

M 3 3 3
— V2 Vno\2r n3/2
Stad
n—1 M3

P[Y, <M/n] < Y P[Yy, <M/n] <= —0

k=0 Vi
iz (4.3.4) dla kazdego M, P[Ap| = 0. Implikuje to
P [ U A M] =0.
M=1
Ostatecznie

IP[W; jest rozniczkowalne dla pewnego | = 0.



5
Procesy Levy’ego

Streszczenie W tym rozdziale opiszemy szeroka klase proceséw stochastycznych
o niezaleznych przyrostach. Zanim jednak przedstawimy ogélna definicje zba-
damy doktadniej kilka konkretnych przyktadéw.

Skonstruowany przez nas w poprzednim rozdziale ruch Browna (B¢)s>0
jest procesem stochastycznym o niezaleznych przyrostach. Dokladniej, dla
dowolnych 0 < s < t przyrost ruchu Browna B; — Bs jest niezalezny od
historii procesu do chwili s. Okazuje sie, ze to dokladnie ta wlasnos¢ spoty-
kana jest w wielu zastosowaniach i modelowaniu. W tym rozdziale przyj-
rzymy sie dokladniej procesom o tej wlasnosci. Najpierw jednak zbadamy
doktadniej kilka konkretnych przykiadéw.

5.1 Proces Poissona

Przyktadem procesu o niezaleznych przyrostach jest proces liczacy { N; }+>o,
ktory zlicza zdarzenia pojawiajace sie w czasie [0,¢). Ma on caly sze-
reg praktycznych zastosowari (np. przychodzace rozmowy telefoniczne,
czasy przyjscia klientéw, czasy uszkodzenia maszyn, momenty pojawia-
nia sie bledéw w tekscie, rozktad materiatéw radioaktywnych). Zanim po-
damy formalna definicje pokarzemy, ze zmienne losowe pojawiajace sie
w tym procesie powinny mie¢ rozklad Poissona. Zakladaé bedziemy, ze
dla t > 0, zmienna N; liczy liczbe zgloszerr do chwili t. Oznaczmy przez
N(s,t] = Ny — N; liczbe zdarzer w czasie (s, t]. Naszym punktem wyjscia
beda cztery postulaty:

1. liczby zdarzenn w rozlacznych przedziatach sa niezalezne: dla n € IN,
0<ty <t <...<t, zmienne

N(tO/ tl]/ N(tll tZ]/ ceey N(tnflr tn]

sa niezalezne.



3 1 o0
2+ o0
1+ o—0

O
"

t

Rysunek 5.1. Przykltadowa trajektoria procesu N;

2. Dla kazdych s < t,
N(s,t] £ N(0,t —s].

3. prawdopodobienistwo, ze w malym przedziale zajdzie jedno zdarzenie
jest liniowe, tzn. dla kazdego ustalonego ¢ > 0 oraz dla matych wartosci

7
P[N(t,t + 1] =1] = Ah+o(h),

gdzie A jest parametrem intensywnosci, a symbol o(/1) oznacza o(h)/h —
0,gdy h — 0;

4. prawdopodobieristwo, ze w malym przedziale zajda co najmniej dwa
zdarzenia jest zaniedbywane, tzn. dla matych wartosci h

P[N(t, ¢ +h] > 2] = o(h).

Okazuje sie, ze wychodzac od powyzszych postulatéw mozna wywniosko-
wac szereg dalszych wlasnosci. Dla n > 0 oraz t > 0 rozwazmy

n—1
Ny =) N(tj/n,t(j+1)/n].
j=0

Dla duzego n, z duzym prawdopodobieristwem zmienne pod suma przyj-
muja wartodci 0 lub 1. Rzeczywiscie, dla kazdego j mamy

P |N(tj/n,t(j+1)/n] # 1{N(tj/n,t(j+1)/n}:1}] =
P[N(tj/n,t(j+1)/n] > 2] =r, =0(1/n).

Rozwazmy wiec
n—1

Nt(”) = ;) LeN(ti/nt(j+1) /m)=1}-
j=



Wowczas P[N; # Nt(”)] < nry. Teraz tatwo mozemy przyblizy¢ rozktad Ny
przez N\"), poniewaz

‘]E [eisNt] _E |:eisNt(")}} <P [Nt ) Nt(n)] .

Oznaczmy p, = P[N(0,t/n] = 1]. Widzimy, ze Nt(") ma rozktad dwumia-

nowy z parametrami n, p,. Skoro np, — At, to Nt(n) zbiega wedlug stabo
do rozktadu Poissona z parametrem At. Rzeczywiscie, mamy

E P”Nﬁq = (14 =1)p,)" — M,

Oznacza to, ze

E [eiNt] _ Met-1)

Widzimy stad, ze zmienna N; ma rozklad Poissona z parametrem At. Pro-
wadzi nas to do nastepujacej definicji formalnej procesu Poisona.

Naszym pierwszym celem bedzie podanie jawnej konstrukcji procesu
Poissona. W tym celu zastanéwmy sie jak powyzsze postulaty wptywaja na
czas pierwszego zgloszenia, ktére w terminach zmiennych (N;);>o zadaje
sie wzorem

T1 = inf{t Z 0: Nt = 1}

Zauwazmy, ze dla kazdego t > 0 mamy
P[Ty >t] =P [N; =0] = e M,

Czas zatrzymania T; ma wiec rozklad wykladniczy z parametrem A (przy-
pomnijmy, Ze wéwczas gestoéé tego rozktadu jest zadana wzorem Ae~*).
Powyzsza obserwacja nasuwa pewna jawna konstrukcje procesu Poissona.



Dowéd. W pierwszym kroku sprawdzamy indukcyjnie, ze dla kazdego n €
IN zmienna S, ma rozklad o gestosci

Altx™
fs,(x) = me Axﬂ{x>0}-

Nastepnie sprawdzamy, ze dla u,t > 0 mamy

t
P[S, <t Spi1>u] = / P[E,+1 > u —s|fs, (s)ds

At —As —)\(u—s)ds oM (At)

(n—l)' n!

. (5.1.2)

Sprawdzimy teraz, ze dla kazdego ¢t > 0 zmienna N; ma rozkiad Poissona
z parametrem At. Mamy

P[N; = n] =P[S; > t] =e M

oraz dla ngeql, podstawiajac u = t w (5.1.2)

P[N; =n] =P[S, <t < S, 1] =e M ():‘)

Stad N; ma istotnie rozklad Poissona z parametrem At. Pokazemy teraz, ze
N ma niezalezne przyrosty. Dla kazdego n € N i u > t, korzystajac z (5.1.2)
mamy

P[Spi1 > u| Ny =n] =P[Spi1 > u, Sp < t]/P[N; = n] = e 1),
Biorac u = t + s wnioskujemy, Ze
P[Sys1 —t > s|Ny =n] = e

Oznaczmy E| = Sy(y41 —t Ep = Enyqx dla k > 2. Zauwazmy, ze dla
m € IN i dowolnych s, t, vy, ... v, > 0 mamy



P[N(t) =mn, E{ >s, E5 > vy,...E}, > vy] =
I[)[Sn <t Syp1>t+sE2>0...,Enym = vm] =

m
P[Sy <t, Syi1 > t+5s| Ny = n|P[Ny = n] [ [P[Enyj > v]]
j=2

m
= ¢ MP[N; = n] [ [P[Eps; > vj.
j=2

Oznacza to, ze zmienne Ei, Eé, ... sa niezalezne od N; i maja rozklad wy-
kadniczy z parametrem A. Aby skoriczy¢ dowod musimy uzasadnié, ze dla
kazdego n € IN i dowolnych 0 =ty <t <t < ... < t;, zmienne losowe

N(t),N(t) — N(£), ..., N(tn) — N(tn_1)

sa niezalezne i maja rozklad Poissona z odpowiednimi parametrami. Dla
kazdego k < n mamy

N(te) =N(t) =#{j>1:S;€ (]}
=#{j>N({t)+1:S—te (0t —t]}
:#{j21 : SN(t)—l—j_tE (O,tk—i’]}
:#{j21 : s;e(o,tk—t]},
gdzie S} =E/ +... E;. Ro pokazuje, ze wektor losowy
(N(t2) = N(t),N(t3) = N(t2),...,N(ty) — N(t,_1)

jest mierzalny wzgledem o(E; : k € IN), wiec jest niezalezny od N(t) oraz,
ze ma on taki sam rozktad co

(N(t1 — £),N(ts — £) = N(ty — 1), ..., Nty — ) — N(tp_1 — t).

W szczego6lnosci pokazuje to, ze N(t1) — N(t) i N(t; —t) maja rozktad Po-
issona z parametrem A(t; — t). Iterujac to rozumowanie pokazujemy, ze
zmienne

N(t),N(t2) — N(t),...,N(ty) — N(ty_1)

sa niezalezne. O
Whniosek 5.3
Niech N = (N});>0 bedzie jednorodnym procesem Poissona z parametrem

A > 0. Wowczas
tlim Ni/t=1/A
Hoo

prawie wszedzie.



Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze N; jest zadane przez (5.1.1). Z mocnego prawa
wielkich liczb

lim S,/n =E[S1] = A.

n—o00
Skoro t +— N; jest niemalejaca oraz n = N(S;), to Ny — oo przy t — oo.
Zauwazmy tez, ze
Sniy S E<Sn(t)+1

Stad

S S

N() < t < N+l N(H)+1 (5.1.3)

N(t) = N(t) — N(t)+1 N(t)
Odwotujac sie do prawa wielkich liczb wzdtuz wartosci N(t) — oo otrzy-
mujemy

SN(t) SN(1)+1
1. — 1 —_—m .
Foroo N(t) Foroo N(t)+1 A
Odwotujac sie do twierdzenia o trzech ciagach w (5.1.3) otrzymujemy teze.
O

5.2 Rozklady stabilne

W naszych dotychczasowych rozwazaniach wyjatkowa role penit rozklad
normalny, ktéry pojawil sie zaréwno w centralnym twierdzeniu granicz-
nym jak i w opisie ruchu Browna. Bedziemy chcieli teraz zrozumie¢, ktére
z wlasnodci tego rozkladu sa istotne oraz czy istnieja inne rozklady, ktére
moga pojawiac sie jako granice w twierdzeniach granicznych, czy tez jako
rozklady w procesach o niezaleznych, stacjonarnych przyrostach (takich jak
ruch Browna, czy proces Poissona).
Kluczowa wlasnos$¢ jest opisana w nastepujacym lemacie:

Lemat 5.4

Niech X bedzie zmienna losowa taka, ze eX? < oco. Wéwczas X mozna

przedstawi¢ w postaci

i X/ + X// ( 5 1)
N 5.2.

gdzie X’ i X" sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym roz-
kladzie jak X wtedy i tylko wtedy, gdy X ma rozktad N(0,c?).

X

Dowdd. Zaté6zmy najpierw, ze X ~ N(0,0?), wéwczas oznaczajac przez,
{Xu} ciag niezaleznych kopii X i korzystajac dwukrotnie z centralnego
twierdzenia granicznego otrzymujemy

X

iX“L“'JFXz”:L<X1+“'+X”+Xn+1+"'+X2”>ii(xurxﬂ),
V2n V2 Vn NZ

N



gdzie X', X" sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,1).
Powyzej skorzystaliémy tez z faktu, ze jezeli ciagi zmiennych losowych

{Yn}, {Z,} sa niezalezne i Yy, 4 Y, Z, LN Z,to Yy + Zy byqzon

L. . d x'ox!" , . L .
Zal6zmy teraz, ze X = % Woéwczas z réwnosci

1
eX = —(eX' +eX") = V2eX
5 (eX +ex?)
wynika, ze eX = 0. Oznaczmy jak powyzej przez {X,} ciag niezalez-
nych kopii X, wéwczas korzystajac wielokrotnie z réwnania rekurencyjnego
otrzymujemy

X3+X4+X5+X6
X$X1+X2: V2 V2 iX1+X2—|—X3—|—X4
V2 V2 V4
d d Xi+...+Xon 4

e 5 N(0,02).
Zauwazmy, ze W pOwWyZzszym rozumowaniu nie jesteSmy w stanie wyzna-
czy¢ jednoznacznie wariancji i to wynika z prostej obserwacji, ze jezeli
zmienna losowa X spelnia réwnanie 5.2.1, to réwniez cX dla dowolnej sta-
lej je spetnia. Natomiast centralne twierdzenie graniczne gwarantuje, ze X
musi mie¢ rozkltad normalny. O

22 7

Rozktad normalny ma wiec wiasnos$¢ ‘samorozktadalnosci’. Bedziemy
poszukiwa¢ rozktadéw o podobnych wlasnosciach.

Przyklad 5.2.2. ® Rozkfad normalny N(0,0?): jezeli X; ~ N(0,02), to S, ~
N(0,n0?), a wiec definicja zachodzi dla a, = ~/n, by = 0. Przypomnijmy
wzor na funkcje charakterystyczng rozktadu normalnego:

! Ta wlasnosé¢ nie jest prawdziwa bez zatozenia niezaleznoéci. Natomiast, jezeli oba ciagi
sa niezalezne, to mozna ja udowodni¢ wykorzystujac funkcje charakterystyczne:

Py, 12, (t) = ¢y, (t) - ¢z, (t) = Py (t) - Pz(t) = Py z(t).



(1) = ele™] = e~ 7/2,

* Rozkiad Cauchy’ego z parametrami (m, 0): wéwczas gestos¢ X jest zadana wzo-

rem
1 o

f) =

T (x —m)?+ 0%

Przypomnijmy, Ze wéwczas eX = oo. Niech X ~ Cauchy(0, ), wéwczas
e[eitX] _ e[6_0|t|].

Zauwazmy, ze S, ~ Cauchy(0,no), gdyz korzystajgc z funkcji charaktery-
stycznych . . .
e[eztSn] — (e[eti])” — e[e—n(f|t|] — e[eztnX],

stgd
e[eitsn/n] _ e[e—a|t|].

Zatem definicja jest spetniona dla a, = nib, = 0.
* Ogdlniej: zmienna losowa X ma symetryczny rozktad a-stabilny jezeli

: _ o
eti] —e clt|

e[

dla pewnych statych « € (0,2] oraz ¢ > 0. Wéwczas a, = n'/%, b, =0,
Istnienie takiej zmiennej losowej nie jest w tej chwili oczywiste, ale bedzie wyni-
kato z Twierdzenia 5.7. Wiadomo, Ze gestos¢ g, jest symetryczna oraz dla x < 2

ga(x) ~ 1/|x[M*%,  gdy |x| — co.
Okazuje sig, Ze wzdr na gestos¢ takiej symetrycznej zmiennej stabilnej nie jest

znany poza szczegolnymi przypadkami (np. rozktad normalny dla « = 2, Cau-
chy’egodla w = 1)

Okazuje sig, ze jezeli badamy twierdzenia graniczne dla sum niezaleznych
zmiennych losowych o takim samym rozkladzie, to w granicy pojawia sie
rozklad stabilny.




Przyklad 5.2.3. ® Jezeli eX? < oo, to X € D(N(0,1)) z parametrami a, =
vnvarX, b, = neX.

o Jezeli X jest zmienng stabilng, to z definicji X € D(X), bo wtedy X
dla kazdego n.

4 5,-by
=~

Pokazuje sie, ze tylko zmienne stabilne posiadaja niepuste obszary przycia-
gania, a wiec moga wystepowac jako granice w twierdzeniach granicznych.
Ponadto mozna poda¢ precyzyjne warunki zbieznosci (jednak nie w ter-
minach momentéw jak w CTG, a w terminach regularnego zachowania
zmiennych losowych z nieskoriczonoéci). Twierdzenie to wykracza poza
ramy naszego wykladu (cho¢ dowéd bazuje na znanych nam metodach
wykorzystujacych funkcje charakterystyczne). Pokazemy szczegdlny przy-
padek tego twierdzenia.

Dowdd. Przedstawimy dowdd jedynie czesdci 1. (pkt. 2 to CTG, gdyz wéw-
czas eX? < o0, a pkt. 3 pozostawiamy czytelnikows).
W dowodzie uzyjemy funkcji charakterystycznych. Pokazemy, ze



eleiX] = et o(t) 4 o, (5.2.4)
dla pewnej statej r.

Woéwczas dla kazdego ¢

, it 1 1 )
itZ4] = e[enf/a-(xl+...+xn)] _ pn(rlt/nE [Fo(|t/nx %) _ [t +no(|t* /)

ele —e
Z twierdzenia Lévy’ego o ciaglosci powyzsza zbieznos$¢ funkgji charakte-
rystycznych implikuje zbieznoé¢ wedtug rozktadu, ale pociaga réwniez ist-
nienie symetrycznej stabilnej zmiennej losowe;j.

Do dowodu (5.2.4) ustalmy ¢ > 0 oraz oznaczmy ¢(t) = e[e'X]

. Wéwczas
Pt —1= /IR (e — 1) f(x)dx = 2 /0 " (cos(tx) — 1) f(x)dx
"2 [Mcosy—)f(/dy =26 [T Ly /0y

Pokazemy teraz

®cosy—1
Fly/Ddy =cl, dlal= /O yldey. (5.2.5)

oo —
lim cosy —1
N0 J0 tl+a

Zauwazmy, ze powyzsza calka jest zbiezna. Ustalmy ¢ < (2 —«)/3 (czyli
3e+a < 2) i rozbijmy powyzsza catke na dwie czeéci. Dla y < t1~¢ piszemy

tlfs

e _
/ Mf(y/t)dy < tl%/ 1/\y2dy < Ct3(lf€)/tl+0¢ — Ct2f(tx+3€) — 0,
0 0

tl+a

gdy t — 0.
Jezeliy > t'=¢, to y/t — oo, co pociaga

fy/t) = cy/t)" (1 +0(1)).

Stad
: © cosy—1 . ® cosy—1
llm[ tle(y/f)dy = C]EI_I;% e W

t—0 Jl-¢

dy = cl.

Pozostaje do pokazania, ze (5.2.4) wynika z (5.2.5). Zauwazmy, ze (5.2.5)
mozemy zapisa¢ w postaci

¢(t) —1
o

— 2cl, gdy t — 0,

a wiec réwniez

lo t
gt‘f( ) ocl,  gdyt—o,

co jest rownowazne z (5.2.4) dla r = 2cl. O

—rlt*
’

n — o



5.3 Procesy Lévy’ego i rozklady nieskoriczenie
podzielne

2

Przyklad 5.3.1. Ruch Browna (jest to jedyny proces Lévy’ego o ciggtych trajek-
toriach).

Przyklad 5.3.2. Proces Poissona jest procesem Lévy’ego.

Przyklad 5.3.3. Niech W; bedzie standardowym ruchem Browna. Zdefiniujmy

Ts = inf{t : W; = s}, s > 0.

Woéwczas zachodzi

Lemat 5.9
{T;} jest ma stacjonarne i niezalezne przyrosty.

+

2 Rozdziat ma charakter pogladowy i wiekszos¢ faktéw jest przedstawiona bez komplet-
nych dowodéw



Dowdd. Istotnie, Ty = 0. Ustalmy s < p < g. Z mocnej wlasnosci Markowa
proces W] = Wr, 14 — Wr, jest ruchem Browna niezaleznym od Wr,. Wtedy

Zatem T, — T, nie zalezy od Ts, co daje warunek 3. Ponadto biorac s = p
otrzymujemy

T, — Tp = inf{t: W =q—p} Zinf{t: Wi=q—p}=T,—p,

a wiec przyrosty sa stacjonarne. u

Ostatecznie wyliczymy gestoé¢ Ts. Oznaczmy przez ¢ dystrybuante roz-
kladu normalnego, a przez ¢ jego gestos¢. Korzystajac z zasady odbicia,
piszemy

P[Ts < t] = P[ sup W, > s] = 2P[W; > s] = 2P[W; > s/Vt] = 2(1—®(s/V/1)).
uel0,t]

Roézniczkujac obie strony otrzymujemy gestosc:

1 2
Fo0) = 0s/VD) o = = T

Zauwazmy jednak, ze Ts nie jest procesem Lévy’ego, bo trajektorie nie sa

cadlag (ale sa lewostronnie ciagle i maja prawe granice). Mozna ten proces
jednak troche poprawi¢. Zdefiniujmy

Us; = inf{t : W; > s}, s > 0.

Woéwezas {Us }s jest procesem Lévy’ego.

Przyklad 5.3.4. Zlozony proces Poissona (compound Poisson process). Niech
{T;} bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym z para-
metrem A. Oznaczmy

Tn :T1++Tn

Niech {Y;}ieN beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozktadzie
to. Bedq to skoki procesu. Zaktadamy, ze oba ciggi {T;} i {Y;} sq od siebie nieza-
lezne. Zaktadamy, ze P[Y, = 0] = 0 (skoki o dtugosci o nie wptyng na proces).
Oznaczmy Sy, = Y1 + ... + Yy. Niech N; bedzie procesem Poissona, tj

Ny =mn, dlat, <t < Ty

Zdefiniujmy proces
Xi = Sn;.



Ly waﬂﬁwh

Ztozony proces Poissona X; jest procesem Lévy’ego. Zauwazmy, ze gdy,
Ho = 91, to Xy = N jest procesem Poissona.

Policzymy funkcje charakterystyczna X;. Oznaczmy p = App, wtedy
#(R) = A. Miara p jest nazywana miara Lévy’ego. Zachodzi

Lemat 5.10
fx,(s) = o T TH(E),

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze

by (s) = e[e?] = / &5 1o (dx).

R
Dalej
¢x,(s) = e[e"™] = Y P[N; = ne[e™™|N; = 7]
n=0
> Ni~Pois(At) & o, (EA)" ;
= PN = gy (s VI § A
n=0 =0 n.
= i e*AtM — APy (5)=1) — ot [R(e™ —1)p(dx)
n=0 n!

O

Jakie rozklady moga sie pojawié¢ jako rozklady proceséw Lévy’ego X;?
Niech
Yj/n = X’]? o Xg’

n

wowczas
n
X1=) Yin
j=1

ponadto zmienne losowe Y, sa niezalezne i wszystkie maja ten sam roz-
klad (wynika to z definicji procesu Lévy’ego). Prowadzi nas to do defini-
gi



Przyklad 5.3.5. ® Rozktad normalny jest nieskoriczenie podzielny:
X ~ N(m,az),Y]-,n ~ N(m/n,c%/n).
* Rozkiad Poissona jest nieskoriczenie podzielny:
X ~ Poiss(A),Yj,, ~ Poiss(A/n).

Jezeli X; jest procesem Lévy’ego, to X; (oraz kazde X;) ma rozklad nie-
skoniczenie podzielny. Réwniez odwrotna implikacja jest prawdziwa, tzn.
dla kazdego rozkladu nieskoriczenie podzielnego istnieje odpowiedni pro-
ces Lévy’ego.

Chcemy zrozumie¢ jak moga wygladac rozklady nieskoniczenie podzielne
oraz procesy Lévy’ego. Na zakonczenie wykladu podamy dwa rézne sfor-
mulowania charakteryzacji Lévy’ego-Chinczyna. Méwi ona, ze rozklad nie-
skoniczenie podzielny jest suma niezaleznych zmiennych losowych o roz-
kladzie normalnym i uogélnionego rozkladu Poissona. Podobnie kazdy
proces Lévy’ego jest suma ruchu Browna i ‘uogélnionego” procesu Pois-
sona




W powyzszym rozkladzie mamy wiec liniowy dryft, ruch Browna oraz
czeé¢ skokowa procesu C; + Y;. Miara ¢ = pc + py nazywa sie miarg
Lévy’ego. Proces C; zawiera w sobie duze skoki, powyzej 1. Natomiast pro-
ces Y; moze posiadaé nieskoriczenie wiele matych skokéw (taka wlasnos¢
ma np. proces {T;} opisujacy czasy trafienia ruchu Browna). Powyzszy
warunek catkowy pozwala jednak kontrolowaé catkowita sume tych sko-
kow. Kazdy proces Lévy’ego jest jednoznacznie wyznaczony przez tréojke

(m,o,u).
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