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Prawdopodobienstwo dyskretne

W latach siedemdziesiatych ubieglego wieku na famach American Statisti-
cian [Ameys] ukazala sie zagadka oparta na amerykarnskim teleturnieju
Let’s Make a Deal. W zatozeniach problemu prowadzacy Monty Hall stawia
przed graczem trzy bramki. Za jedna z bramek znajduje sie sportowy samo-
chéd a za pozostalymi dwoma koza. Gracz wybiera jedna z trzech bramek
po czym prowadzacy odslania jedna z pozostatych bramek z koza. Nastep-
nie Monty Hall sklada graczowi propozycje zmiany wybranej przez siebie
bramki. Pytanie brzmi: Czy gracz powinien przysta¢ na te propozycje? Autorka
artykulu Marilyn vos Savant opisata w swoje rubryce rozwiazanie, ktére su-
gerowalo, ze gracz zawsze powinien przysta¢ na propozycje prowadzacego
i zmieni¢ bramke. Vos Savant otrzymata w odpowiedzi tysiace listéw, nie-
ktore wrecz opryskliwe, w ktérych ogromna wiekszo$é optowala za tym, ze
gracz powinien pozosta¢ przy swoim pierwszym wyborze. Wiekszos¢ kio-
potéw ze zadania brata sie z barku okre$lenia przestrzeni probabilistycznej
dla naszego problemu.

Ten i wiele innych przyktadéw pokazuja, jak wazne jest prawidlowe zde-
finiowanie naszego problemu. W tym przypadku wymaga to okre$lenia
przestrzeni probabilistycznej. Na pierwszy rzut oka taka procedura moze
wydawac¢ sie zbedna. Przykltadowo, czytelnik z dobrze rozwinieta intuicja
nie potrzebuje okreslania abstrakcyjnych bytéw aby wyznaczy¢ prawdopo-
dobiefistwa wypadniecia karety w grze w pokera. Jednak gdy problemy
staja sie coraz bardziej ztozone, poprawnie zdefiniowana przestrzeni pro-
babilistyczna staje sie coraz bardziej przydatna. Koniec koficéw nie jest
mozliwe uprawianie teorii prawdopodobieristwa na uniwersyteckim po-
ziomie bez wprowadzenia odpowiedniego formalizmu. Pierwszy dziat po-
Swiecimy wlaénie na wprowadzenie odpowiedniego jezyka, ktéry nastep-
nie zastosujemy do rozwiazania problemy Montego Halla.



1.1 Opis doSwiadczenia losowego

Za kazdym razem kiedy rzucamy koscia czy losujemy karte z talii wy-
konujemy pewnego rodzaju eksperyment losowy. W pierwszej czesci wy-
ktadu zajmiemy sie ich badaniem. Zaczniemy od sposobu matematycznej
reprezentacji wyniku naszego eksperymentu. Kazdy mozliwy wynik ekspe-
rymentu nazywaé bedziemy zdarzeniem elementarnym. Przykladowo dla
rzutu kodcia szeScienna zdarzeniem elementarnym bedzie liczba wyrzuco-
nych oczek, czyli dowolna z liczb 1,2, ...6. Zbi6ér wszystkich zdarzen ele-
mentarnych oznacza¢ bedziemy przez () i bedziemy nazywac przestrzenig
zdarzen elementarnych. Zakladaé bedziemy, ze () jest zbiorem co najwyzej
przeliczalnym, czyli skoriczonym badZ nieskoriczonym o przeliczalnej licz-
bie elementéw. Woéwczas elementy (2 mozna wpisa¢ w nastepujacy sposob

Q= {w : ke N}, N={1,23,...}
jezeli () jest nieskoriczona oraz
QO = {wk : k€ [N]}, IN]={1,2,...,N}, NeN

jesli Q) jest skoficzona. Wybor przestrzeni () zalezy zawsze od rodzaju eks-
perymentu losowego, ktéry chcemy opisa¢. Na tym etapie przestrzeni zda-
rzefi elementarnych jest zbiorem wszystkich mozliwych wynikéw naszego
eksperymentu i nie méwi jeszcze nic o prawdopodobieristwach tych wyni-
kow.

Przyklad 1.1

Powiedzmy, Ze nasz eksperyment losowy polega na rzucie para kosci sze-
Sciennych. Wynikiem naszego eksperymentu jest para elementéw zbioru
D = {{J(J ...t} Istotne jest aby rozrézni¢ wyniki otrzymane na obu
koSciach, wszak kosSci nie musza by¢ symetryczne. Zbiorem zdarzen ele-
mentarnych jest

O =D? = {O5,00,08,...,B6).

W tym przypadku przestrzenn zdarzen elementarnych jest skoriczona i
sktada sie z |Q)| = 36 elementéw.

Przyklad 1.2

Tym razem rzucamy moneta do momentu otrzymania orfa. Przestrzen zda-
rzen elementarnych Q) sklada sie ze skoniczonych ciagéw {O, R} korncza-
cych sie znakiem O i jednego nieskoriczonego ciagu R. Dokladniej

Q= {R}NU | J{R} x {0} = {RRRR...} U{O,RO,RRO, RRRO,...}.
k=0
Tutaj niekoriczony ciag RRR... opisuje scenariusz, w ktérym nigdy nie
wyrzucimy orla.



W wiekszosci eksperymentéw losowych nie interesuja nas poszczegdlne
jego wyniki, lecz pewien ich wspdélny aspekt. Dla przyktadu w rzucie koscia
szedcienna istotna dla nas moze by¢ tylko parzysto$¢ uzyskanego wyniku.
Innymi stowy bardziej od poszczegdlnych zdarzeri elementarnych intereso-
wac nas bede ich zbiory.

Definicja 1.3
Niech () bedzie co najwyzej przeliczalna przestrzenia zdarzer elemen-
tarnych. Zdarzeniem nazywa¢ bedziemy dowolny podzbiér A C Q.

Duch wprowadzanego formalizmu wymaga od nas $cislego definiowa-
nia zdarzen. Nalezy pamieta¢ jednak, ze formalizm nie jest celem samym w
sobie. Czesto bedziemy pozwala¢ sobie na definiowanie zdarzer w spos6b
opisowy o ile nie bedzie prowadzito to do niescistosci.

Przyklad 1.4
Wréémy do rzutu para kosci, gdzie przestrzenia zdarzen elementarnych
jest O = D?. Wéwczas zdarzeniem jest

A ={suma oczek na obu kosciach jest réwna 7}
={(8,0=,..., 680} C Q= D2
Natomiast zbiér
{CI0, G, ., 636}
jest zdarzeniem {wypadt dublet}.

Przyklad 1.5

Alex uktada swoja dwudziestoszeSciotomowa encyklopedie na poétce. Eks-
peryment polega na umieszczeniu poszczegélnych toméw encyklopedii w
losowej kolejnosci. Wtedy zbiér zdarzer elementarnych mozemy utozsamic
ze zbiorem permutacji. Dla n € IN definiujemy

Sp={m:[n] = [n]: mjest1—11i"na"}.
Kazdy element w € S, mozemy utozsami¢ z macierza

o= (),

gdzie w(1),w(2),...,w(n) sa parami réznymi liczbami ze zbioru [n]. Wéw-
czas w naszym przykladzie () = Sys. Przykladowo ulozenie toméw w ko-
lejnosci alfabetycznej odpowiada permutacji identycznosciowej id € Q) czyli
takiej, ze id(i) = i dla i € [26]. Innymi stowy

. 123...n
1d_<123...n)'



Przyklad 1.6

Andrzej uklada sage o WiedZminie na péice. Wéwczas tomy mozemy po-
numerowac liczbami 1, 2, 3,4, 5 wedlug daty wydania. Zbiorem zdarzeni ele-
mentarnych jest zatem () = S5. Rozwazmy zdarzenie A polegajace na tym,
ze pierwsze dwa tomy ulozone sa chronologicznie. Wéwczas A sklada sie

z permutacji o reprezentacji
12 %% x
12345 )"

Dokladniej
A — 12345 12354 12345
N 12345)7 \12345)7\12435 )"
12453 12534 12543
12345)7\12345)'\12345) "
Wprowadzone przez nas Definicja 1.3 zdarzenia jest niezwykle pojemna.
W skutek czego jezeli A1, Ay ... jest ciagiem zdarzen, czyli dla kazdego k €
IN, Ay jest zdarzeniem, to zdarzeniem jest réwniez |J;2; Ay oraz (3o Ag.

Dodatkowo, jezeli A jest zdarzeniem, to jest nie réwniez zdarzenie przeciwne
do zdarzenia A, zadane wzorem

A'=Q\ A.

Zdarzenie A’ polega na tym, ze nie zachodzi zdarzenie A. Jest jeszcze jedna
relacja teoriomnogos$ciowa, z ktérej bedziemy korzysta¢. Powiemy, ze zda-
rzenie B pocigga zdarzenie A, jezeli B C A.

Przyklad 1.7
Powiedzmy, ze rzucamy tylko jedna koscia. Woéwcezas Q = D = {4, (3, ... Ed}.
Niech

A = {wypadta liczba parzysta} = {(J,£3J,Ed}.

Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A to
A" = {wypadta liczba nieparzysta} = {(J, (], &},

Z kolei zdarzenie
B = {wypadta széstka} = {3}

pociaga zdarzenie A, czyli B C A.



1.2 Miara probabilistyczna

JesteSmy przyzwyczajeni do intuicyjnego mylenia o prawdopodobieristwie.
Dla przykiadu w eksperymencie polegajacym na rzucie dwoma monetami
od razu napiszemy, ze

111

6 6 36

W pewnym sensie o liczbie P[A] myslimy jak o prawdopodobienstwie zda-
rzenia A opierajac sie na stfownym opisie darzenia A. Nie ma w tym nic
ztego, lecz w wielu przypadkach wygodniej jest mysle¢ o zdarzeniu A jak
o podzbiorze Q) a o liczbie IP[A] jak o masie zbioru A.

IP [pierwszej koSci wypadnie 3 a na drugiej 5] =

Teoria rachunku prawdopodobienistwa rozpoczyna sie od pierwotnego
pojecia przestrzeni losowej, ktéra jest zbiorem () skladajacym sie z wszyst-
kich rzeczy, ktére moga sie zdarzy¢ w danym problemie, wraz z regula
przypisujaca prawdopodobieristwo P[w] kazdemu zdarzeniu elementar-
nemu w € ().

Definicja 1.8
Niech ) bedzie co najwyzej przeliczalna przestrzenia zdarzen elemen-
tarnych. Funkcjg prawdopodobieristwa nazywamy odwzorowanie p: () —

[0,1] takie, ze
Y plw)=1.

we

Przyklad 1.9

Dla O = {RINUUZ{R} x {0}, cztyli jak w Przykladzie 1.2, funkcja
prawdopodobieristwa jest p(O) = %, p(OR) = } oraz ogélnie p(wy) = 27K,
gdzie wy sklada sie z k — 1 reszek i orfa. oraz p(we) = 0, gdzie we sklada
sie z samych reszek. RzeczywiScie, wystarczy sprawdzi¢

) p(w) = plws) + i p(wg) =0+1.
we) k=1

To, ze mozemy okreéli¢ miare probabilistyczna jak funkcje zdarzen ele-
mentarnych jest szczeg6lna konsekwencja tego, ze chwilowo ograniczamy
sie do co najwyzej przeliczalnych przestrzenie probabilistycznych (). W
ogblnym kontekécie miara probabilistyczna jest funkcja zbioru, czyli od-
wzorowaniem sa podzbiory (), ktére umoéwiliSmy sie nazywaé zdarze-
niami. Zaczniemy od konstruktywnej definicji dyskretnej miary probabi-
listyczne;.



Przyklad 1.11
Jesli rzucamy kosScia szeScienna, to zbiorem zdarzeri elementarnych jest
D =0Q={J..., E}. Jezeli kos¢ jest dobrze wywazona, to

Pol[{D}] = Pol{D)] = ... = Po[{8}] = ¢.

Woéwcezas miara Py opisuje rzut jedna wywazona kos$cia szeScienna. Mo-
zemy tez zaklada¢, ze jedna ko$¢ jest niewywazona, czyli

1
Pi[{th}] = P [{&5}] =
1
P[{B} = P {9} = Py [{E)] = P [{8)}] = .
Wtedy P; opisuje rzut niewywazona koscia. Miary [Py i IP; sa rézne i te

same zdarzenia beda mialy wzgledem nich rézne prawdopodobieristwa.
Dla przyktadu dla zdarzenia

A = {wypadta liczba parzysta} = {J,(3, £}

otrzymujemy Py[A] = % oraz IP;[A] = 3.

Jak sie okazuje miary probabilistyczne sa addytywnymi funkcjami zbioru.
Dodatkowo kazda taka funkcja zbioru jest zadana przez funkcje prawdopo-
dobieristwa.




lim P[B,] = 0.

n—oo

Dodatkowo jezeli P: 22 — [0,1] spelnia warunki (i), (ii) i (iii), to P
jest miara probabilistyczna zadana przez funkcje prawdopodobieristwa
plw) =P[{w}].

Dowdd. Niech p bedzie funkcja prawdopodobienistwa zadajaca IP. Woéwczas

POl =) plw)=1

we

co dowodzi (A1). Aby uzasadni¢ (A2) napiszmy dla roztacznych zbioréw A
iB,

P[AUB] =}, plw)=}, P(W)JFZB:P(W):]P[AHH’[B}

wAUB weEA

Z rozlacznosci zbioréw A i B skorzystaliSmy w drugiej réwnosci. Ten ar-
gument uzasadnia (A2). Jezeli Q) jest zbiorem skoriczonym wiasnosé (A3)
jest oczywista, poniewaz wowczas istnieje jo takie, ze Bj) = @. Zatézmy, ze
() jest zbiorem nieskorficzonym przeliczalnym. Wéwczas zdarzenia elemen-
tarne mozemy ponumerowac

(EZZ{Q% :kGEEQ}

Aby pokaza¢, ze lim, . P[B,] = 0 ustalmy dowolny & > 0. Skoro szereg
Y re 1 p(wy) jest zbiezny istnieje ky takie, ze

(]

Y plwy) <e.

k=kg

Warunek 124 B; = @ pociaga istnienie jo takiego, ze {w1, wy, ..., wk,—1} N
Bj, = @, czyli B, C {wy,, wky41,-- -} Stad dla j > jo,

(e e]

P[B] =) plw)< }, plw)< Y, plw) <e

aJEBj wEB]'O k:k()
To dowodzi (A3).

Zaltézmy teraz, ze IP: 2 — [0,1] spelnia wlasnosci (A1), (A2) i (A3).
Okreslmy funkcje p: Q — [0,1] wzorem p(w) = P[{w}]. Ustalmy dowolne
zdarzenie skoniczone lub nieskoriczone A = {wy : k < N}, N € NU {co}.
Korzystajac n razy z wlasnosci (Az2) otrzymujemy



PlA] = P[{w1}] + P{wz, w3, ..., }]
= P{w1}] + P{wa}] + P[{ws, w3, ..., }]

- kz P{ewr}] + Pl{w; : n+1<j < N}

Jezeli N < oo to dla n = N otrzymujemy

P[A] = kz Pl{w] = T Pl{w)] = T plw).

weA weA
Natomiast w przypadku nieskoriczonego A, biorac granice n — oo

n—r 0o

P[A] = lim P[A] = lim <ki1]P[{wk}] +Pl{wj : n+1 gj}])

n
= Jim, 3% Pl{ent) + fim Pl n+1< )

Y Plw] 40= 3 plw) = X plew),
k=1 k=1

w€eA
gdzie w ostatniej linijce skorzystaliSmy z wlasnosci (A3). Wiasnosé¢ (A1)

moéwi, ze p jest funkcja prawdopodobienistwa. To dowodzi, ze IP jest miara
probabilistyczna zadana przez p. O

Powyzszy fakt pozwala na druga, bardziej abstrakcyjna definicje miary
probabilistyczne;.

Fakt 1.12 méwi, ze Definicje 1.10 i 1.13 rownowazne. W zaleznosci od
kontekstu bedziemy odwolywali sie do jednej z nich. W przypadku twier-
dzenr o ogodlnej naturze wystarczy nam Definicja 1.13. W przypadku, gdy
dowdd ogdlnego twierdzenia nie bedzie mozliwy, poniewaz przykladowo
wymaga znajomosci teorii miary, ograniczymy sie do dyskretnych prze-
strzeni zdarzen elementarnych i odwotamy sie do Definicji 1.10.



Przyklad 1.14
Rzucamy symetryczna koscia dwudziestoScienna. Wowczas przestrzenia
zdarzen elementarnych jest

Q={1,2,...,20}.

Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wylosowana liczba jest nieparzysta lub
dzieli sie przez 4? Dla liczby p oznaczmy zdarzenie

D, = {n € [20] | n dzieli sie przez p} C Q.

Szukamy IP[N U Dy4|, gdzie N = {1,3,...,19} Zauwazmy, ze zdarzenia N i
Dj sa rozlaczne. Mamy P[N] = 1 i P[D4] = 1. Stad

P[NUDj) = P[N] +P[Dy] = .

Definicja 1.15

Dyskretng przestrzeniq probabilistyczng nazywamy pare (Q,P), gdzie Q)
jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym a IP jest miara probabilistyczna
na ().

Przyklad 1.16 (Problem Monty’ego Halla)

Bramke z samochodem oznaczymy etykieta 1. Pozostale za$ 2 i 3. Nasz
eksperyment opiszemy za pomoca pary liczb (x,y), gdzie x jest etykieta
bramki, ktéra poczatkowo wybraliSmy a v jest etykieta bramki, ktéra od-
stania prowadzacy. Skoro prowadzacy odstania tylko bramki 2 lub 3, to
przestrzenia zdarzerni elementarnych jest

0={(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}.
Majac okreélona przestrzer zdarzen przejdZmy do wybrania odpowiedniej
miary probabilistycznej. Zauwazmy najpierw, ze przy pierwszym wyborze,
kazda z bramek ma jednakowe prawdopodobieristwo. Dokladniej kazde ze
zdarzen

A; = {gracz poczatkowo wybrat bramke z etykieta i}

mamy IP[4;] = }. Oznacza to, ze

P[(2,3)] = P[(3,2)] = % oraz P[(1,2)] + P[(1,3)] = %



W przypadku, gdy wybieramy bramke z etykieta 1 prowadzacy ma do
wyboru bramki 2 i 3. Zakladamy, ze prowadzacy wybiera kazda z nich z
jednakowym prawdopodobieristwem. Oznacza to, ze

P((1,2)] = P[(1,3)] = ¢.

Przejdzmy teraz do opisy szukanych zdarzen. Niech
A = {wygrywamy przy zmianie bramki} = {(2,3),(3,2)}

oraz
B = {wygrywamy bez zmiany bramki} = {(1,2),(1,3)}.

Wéwezas IP[A] = 3 oraz IP[B] = 1.

Przejdziemy teraz do opisu podstawowych regutl i zaleznosci liczenia
prawdopodobieristw.

Dowdéd. Zauwazmy, ze zbiory A\ B i A N B sa roztaczne, wiec
P[A] =P[(A\B)U(ANB)]=P[A\ B]+P[ANB],
co dowodzi (7). Podstawiajac A = Q) do wzoru (i) otrzymujemy
P[B] =P[Q\ B] =P[Q] —P[QNB] =1-P[B],
czyli wzor (ii). Dla B = Q) powyzsza réwnos¢ daje
P[] =P[Q] =1-P[Q] =1—1=0.
Aby wreszcie uzasadni¢ (iv) napiszmy

P[AUB] = P[BU(A\ B)] "2 P[B] + P[A\ B]

Y p[B] + P[A] — P[ANB].



Przyklad 1.18
Losujemy jedna z liczb 1,2,...1000 w taki sposéb, ze wylosowanie kaz-
dej z nich jest jednakowo prawdopodobne. Woéwczas przestrzenia zdarzen

elementarnych jest
Q= {1,2,...,1000}.

Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wylosowana liczba dzieli sie przez 3 lub
5? Dla liczby p oznaczmy zdarzenie

D, = {n € [1000] | n dzieli sie przez p} C Q.
Szukamy IP[D3 U Ds]. Zauwazmy, Ze
Ds = {3m|1<m <333},

wiec P[Ds] = %. Podobnie P[Ds| = % = % Skoro D3N D5 = Dss, to
IP[D3 N Ds] = 155 = 33 Ostatecznie na mocy Faktu 1.17 (ii) mamy

467

]P[D3 U D5] = IP[D?,] -I-]P[Ds] — ]P[D3 N D5] = 1000°

W dowodzie wykorzystamy indykator zdarzenia A dany wzorem

O,wé¢g A
ILA(“’):{LweA'

Dowéd. Przypomnijmy wzdr, z ktérego korzystaliSmy juz w dowodzie po-
przedniego faktu. Dla zdarzenia B,

Y, 1p(w)P{w}] = P[B]. (1.1)

we

Niech A = U?:l Aj. Naszym drugim krokiem bedzie uzasadnienie wzoru



n

1a(w) = 1- (1 - 14, (@)). (1.2)

j=1

Ustalmy w € Q).

Jezeli w € A, to lewa strona (1.2) jest rowna 1. Skoro w € A, to w € A;
_dla pewnego j a co za tym idzie 1 — 1 A],(w) = 0, wiec i prawa strona (1.2)
jest réwna 1.

Jezeli w ¢ A, to oczywisScie lewa strona (1.2) jest réwna 0. Skoro w ¢ A,
to w ¢ A; dla kazdego j. W takim razie 14,(w) = 0 dla kazdego j a co za
tym idzie [[;_;(1 — 14;(w)) = 1, wiec prawa strona (1.2) jest réwna 0. To
dowodzi (1.2).

Innym sposobem dowodu (1.2) jest wykorzystanie praw De Morgana i
Faktu 1.17(ii) aby napisa¢

n

n
14 = — ;= — n ;= — ;= — — ).
a=l-ly=1-Tqy =1 H]lAj 1 H(l 1a,)
j=1 j=1
Rozpisujac prawa strone (1.2) otrzymujemy

n

Ia(w) =1-[JA-14(w) = )} 1a (@)= )} 1404, (w)

j=1 1<j<n 1<j1<jo<n
n—1
+ Y. La; na,na, (@) —...+ (=1) ﬂm;'zlAj(w)-
I<i<p<jz<n
Korzystajac z tego wzoru mozemy napisac

=) L(@PH{w}]= ) )} 1 (w)P[{w}]

we) 1<]1<n we)

- Z 2 :H'AjlmAjz )P{w}]

1§]1 <j2§1/l we)

+ Y Y i eagna, @PH{w}] -

1<j1<j2<j3<nw€()
)" L Ly, a(@)P[{w}].
we)

Odwotujac sie teraz do wzoru (1.1) mozemy uprosci¢ ostatni wzér do po-
staci

Z IP[A]&] - Z ]P[Ah N Aiz]
1<ji<n 1<ji<ja<n
n
+ Y PANANA - (DR () 4],
1§]1 <j2<j3§1’l jZl

ktora jest nasza teza. O



Przyklad 1.20

Tym razem losujemy jedna z liczb 1,2, ...2000. Wéwczas Q) = [2000]. Jakie
jest prawdopodobieristwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 9, 11,
13 Tub 15? Przypomnijmy, ze dla liczby naturalnej p,

D, = {k € [2000] | k dzieli sie przez p}.
Szukamy ]P[Dg U D11 U D13 U D15]. Mamy

222 181 153 133
[Do] = 55007 FIPul = 55050 D13l = 5555-  FID1sl = 5555°
Aby wyliczy¢ prawdopodobiefistwa poszczegdlnych przekrojow, mozemy
skorzystac z tozsamosci D, N D,; = Dy, dla wzglednie pierwszych p i q aby
otrzymac

20 17
P DgNDq| =P|Dy| = ——, P|DgNDq3| =D = ——
[Dg N D] [Doo] 2000" [Dg N D13 [D117] 000"
44 13
IP[Dg N D15] = P[Dys| = 20007 IP[D11 N D13] = P[Dygs] = 20007
12 10
IP[D11 N Dy5] = P[D1g2] = 000" IP[D13 N Dy5] = IP[D195] = 2000°
Podobnie dla wzglednie pierwszych p,q,7, Dy N Dy N Dy = Dy oraz
1 4
P DynND D3| =P |D =——, PD¢NnD Dis| = ——,
[Dg 11 N D3] [D12g7] 2000 [Dg N D11 N Dys) 2000

3
2000’

Wreszcie Dg N D11 N D13 N D15 = @. Wz6r wlaczen i wylaczen zapisuje sie
jako
IP[Dg U D11 U D13 U Dy5] =P[Do] + IP[D11] + IP[D13] + P[D;3]
— IP[Dg N Dy1] — IP[Dy N D3] — IP[Dy N D15]
—P[D11 N D3] — IP[D11 N D15] — IP[D13 N Dy5]
+ P[Dg N D11 N D13] + P[Dg N D11 N D15
+P|
— P

]P[Dg M D13 N D15] = IP[D585] = ]P[Dn N D13 N D15] = ]P[D2145] =0.

Dg N D13 N Dy5] 4 P[D11 N D13 N Dys5)
D9 N D11 N D1z N D15].

Daje to
222 4181 +153 4133
1P[D9UD11 UD13UD15] = 2000
_20+17+44—|—13+12+10+1+4+3+O_
2000 2000
581

~2000°

0



Na koniec udowodnimy techniczny fakt, ktéry bedzie przydatny w dal-
szej czesci wyk fadu.

Dowdd. Zaczynajac od (i) zauwazmy, ze dla kazdego n,

PlA] = ) Pl{w}= ) 1, (0)P{w}].

wEA;, we)

Korzystajac z tego, ze P[{w}] > 0 mozemy zamieni¢ kolejno$é¢ sumowania
i otrzymac

ilmd — Y Y 14 @P{w)] = ¥ PHw) 2 14 ().

n=1we) we)

Korzystajac z roztacznosci zbioréw A,
Yo Ia, (@) =1y 4, (w). (1.3)
n=1

Szczegdtowy dowdd (1.3) pozostawiamy jako ¢wiczenie. Aby uzasadni¢ (ii)

definiujemy zbiory Ay = Ay, Ay = Az \ Ay, . A = Ap\ Ax_1. Wéwczas
zbiory Ay sa rozlaczne oraz

U An= | A
n=1 n=1

Korzystajac z punktu (i) mamy




Odwotujac sie do definicji sumy szeregu
0 . N B N
P[A,;] = 1i P[A,] = lim P[A P[A,\ Ay—
n; 4] ng})og [An] = Jim LA+ ), PIA Ay

N
= I\IIE)I})O]P[Al] + Y P[A)] —P[A, 1] = ﬁTwP[AN]'

n=2

1.3 Prawdopodobienstwo klasyczne

Wprowadzony przez nas formalizm pozwoli nam w przysztosci skutecznie
analizowac¢ modele stochastyczne, ktére bedziemy rozwaza¢ w przysziosci.
Wazne jest jednak aby wprowadzony jezyk wspétgrat z nasza intuicja, czyli
klasyczna definicja prawdopodobieristwa.

Dowdd. Aby wyznaczy¢ wartoé¢ p wystarczy zauwazy¢, ze

1=P[O] = } Pl{w}]=} p=IQlp.

we) we

Stad p = |16| Ustalmy teraz dowolne zdarzenie A C (). Mamy

PlA] = Y Pl{w)] = Y p=|Alp = %

weEA wEA

Przyklad 1.23 (Paradoks urodzin)
Odpowiemy na pytanie jakie jest prawdopodobieristwo, ze w grupie r € N



0s6b znajda sie dwie ktére obchodza urodziny tego samego dnia. Kazdemu
dniu w roku mozemy przypisac¢ liczbe ze zbioru [356]. Jezeli grupa liczy
r € N znajomych, to przestrzenia zdarzeni elementarnych jest zbiér ciagéw
liczb naturalnych ze zbioru [356] = {1,2,...356}, czyli

O = [356]" = {(x1,x2,...,%) : xj € [356],i <r}.

Zaklada¢ bedziemy, Ze kazda konfiguracja jest jednakowo prawdopodobna.
Chcac zbada¢ prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze istnieja dwie osoby, ktére
maja urodziny tego samego dnia wygodniej bedzie zbadaé zdarzenie prze-
ciwne. Niech A bedzie zdarzeniem, ze kazda z 0os6b ma urodziny innego
dnia. Mozemy formalnie zapisa¢

A= {(xl,xz,...,xr) e x #X],Zyé]}
Woéwczas
|A| =356- (356 —1)- (356 —2) -...- (356 —r +1)

a co za tym idzie

]P[A]:%:(1—%)-(1—%)-...-(1—%;61).

Jak duze powinno by¢ r, aby P[A] < %? Korzystajac z oszacowania 1 — x <
e * dla x > 0 mamy

1 2 r—1
P[A] < L B .
[ ]—eXp{ 356 356 356 }

Chcac uzyska¢, ze prawa strona jest mniejsza nic¢ % wystarcza aby

r(r—1) (
> > .
2356 = 2.356 = °8(2)

Latwo sprawdzi¢, ze ostatnia nieréwnosc¢ spetniona jest juz dla r = 24.

Przyklad 1.24
Rzucamy n razy moneta. Wowczas () = {O, R}. Niech

Ay = {wypadto doktadnie k ortéw}.

wi-(0)

oraz P[Ai] = ()27



Przyklad 1.25 (Problem podrzucanych kapeluszy)

Grupa n kibicow wygrywajacej druzyny pitkarskiej podrzucita wysoko
w powietrze swoje kapelusze. Kapelusze spadly przypadkowo, z tym ze
kazdy z n kibicow zlapatl jeden kapelusz. Zastanéwmy sig, jakie jest praw-
dopodobienistwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze zaden z kibicéw nie
ztapal swojego kapelusza. Niech

A;j = { j-ty kibic ztapal swéj kapelusz}.

Wowczas A’ = ;7:1 Aj. Korzystajac ze wzoru wlaczen i wylaczefi mamy
P[Al= ) P[A]- )Y P[ANA]
1<ji;<n 1<j1<j2<n
n
+ Y PANANAL -+ (D)"TIP | ) 4
1<ji<ja<jz<n j=1
Zauwazmy, ze
(n—1)!
P4, =
(n—2)!
P[A; NA;,] = n!
(n—23)!
P[A; NA;,NA,] = -
n
j=1
Stad
1 1 1
P[A] =1— + + (=1)"1

n—1" (n—1)(n—2)

Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienistwo zdarzenia przeciwnego

W szczegodlnosci liczba mozliwosci, na jakie kibice moga ztapa¢ kapelusze
Wynosi



Al = |QIP[A] = n1 ) (_k—Pk
k=0 :

W przysztoéci bedziemy stosowali oznaczenie

1.4 Przyklady

Przyklad 1.26
rzucamy koscia az wypadnie 6.

Przyklad 1.27
Przyklad przestrzeni probabilistycznej i addytywnej funkgji zbioru, ktéra
nie jest ciagla z géry na zbiorze pustym. Niech ()

Przyklad* 1.28 (Metoda probabilistyczna)

Jak pokaza¢, ze istnieje graf o zadanych wilasnosciach? Najprosciej jest
poda¢ konkretny przykiad, jednak czesto jest to bardzo trudne. Jednym
ze sposobéw ominiecia tego problemu jest tak zwana metoda probabili-
styczna. Polega ona na wylosowaniu obiektu, na przykfad grafu, i poka-
zanie, ze wylosowany graf ma zadana witasnos¢ z dodatnim prawdopodo-
bieristwem.

Liczba Ramseya R(k) dla k € IN nazywamy najmniejsza liczbe n, taka
ze dla dowolnego pokolorowania krawedzi na czerwono i niebiesko n-
wierzchotkowego grafu na pelnego K, istnieje k-wierzchotkowa klika w
kolorze czerwonym lub k-wierzchotkowa kilka w kolorze niebieskim. Po-
kazmy, ze

R(k) > |2"%], k> 3.

Rozwazmy losowe 2-pokolorowanie krawedziowe K, w ktéorym w kto-

rym kazde kolorowanie wystepuje z jednakowym prawdopodobieristwem.

Kazde kolorowanie to funkgja E — {C, N}, gdzie E jest zbiorem krawedzi

grafu K,,. Wéwczas Q = {C, N}£, gdzie |E| = (}), z miara probabilistyczna
1

Pl{w}] = 15 =27

Ustalmy k < n = LZk/ 2]. Niech R bedzie k-elementowym podzbiorem
wierzchotkéw. Rozwazmy

AR - graf rozpiety na wierzchotkach R jest monochromatyczny.



Woébwczas
k
P[Ag] =2-27 Q).

Mamy

IP[istnieje k-elementowy podzbiér monochromatyczny| < <Z) 21-()

21+k/2 nk

kI k22 <1

<

a co za tym idzie
IP[nie istnieje k-elementowy podzbiér monochromatyczny| > 0.

Istnieje wiec kolorowanie, dla ktérego nie istnieje k-elementowy podzbiér
monochromatyczny, czyli R(k, k) > n.

1.5 Zadania

Zadanie 1.1

Rzucamy jedna koscia, a nastepnie rzucamy dwukrotnie moneta. Opisz
przestrzen zdarzen elementarnych (). Zat6zmy, ze wszystkie wyniki maja
to samo prawdopodobienistwo. ZnajdZ prawdopodobiefistwo nastepujacych
zdarzen: wypadla 6 i co najmniej jedna reszka; wypadia liczba parzysta i
orzel przy drugim rzucie moneta; wypadta przynajmniej jedna reszka i wy-
padia liczba mniejsza niz 5.

Zadanie 1.2
Pokaz, ze P[A \ B] = P[A] — P[AN B

Zadanie 1.3
Zal6zmy, ze w problemie Monte’go Hala uczestnik wybiera jedna z czterech
bramek.

Zadanie 1.4
Pokaz, ze

Y 14, (w) =1y 4, (@) (1.5)
n=1






2

Zmienne losowe

Czesto skonstruowana przez nas przestrzen probabilistyczna staje sie zbyt
duza do efektywnej analizy. Dla przykladu w eksperymencie polegajacym
na rzucie duza liczba koéci, powiedzmy siedemnastu, interesowac¢ nas moze
tylko suma wyrzuconych oczek. W praktyce zamiast analizowa¢ poszcze-
golne zdarzenia elementarne wygodniej jest analizowa¢ funkcje tych zda-
rzen.

Definicja 2.1

Niech () bedzie co najwyzej przeliczana przestrzenia zdarzen elemen-
tarnych. Zmienna losowq nazywamy dowolna funkcje X: Q) — R U {oo}
zdefiniowana na przestrzeni zdarzen elementarnych.

Zmienne losowe same w sobie nie upraszczaja probleméw probabili-
stycznych. Stanowia one jedynie jezyk, ktérym bedziemy sie w przysztosci
postugiwac.

Przyklad 2.2

Powiedzmy, ze rzucamy para kosci. Niech X réwne sumie wyrzuconych
oczek jest zmienna losowa. Aby ja formalnie zdefiniowa¢, niech Q) = [6] x
[6] bedzie przestrzenia opisujaca wyniki na obu kosciach. Wéwczas X: —
Z zadane jest wzorem X(a,b) = a+b.

Wartosci, ktére moze przyjaé zmienna losowa X: (3 — R bedziemy
oznaczac przez xi. Dokladniej X[Q)] = {x; : k < T} dla T € N jezeli ) jest
skoniczona lub T = oo jezeli () jest przeliczalna. Dla kazdego ustalonego xj
definiujemy zdarzenie, Ze X jest réwne xj przez

{X =03 =X"[{x}] = {we Q| X(w) = 5}

W przysztosci zobaczymy, ze liczby P[X = x;] pomoga znalezé uprosz-
czony jezyk do opisu zmiennej losowej X.



Przyklad 2.3

W grze w kosci, dla X réwnej sumie wyrzuconych oczek mamy () =
[6] x [6] oraz X(a,b) = a+ b. Prawdopodobienistwo Py przypisujace jed-
nakowe prawdopodobienistwo kazdemu zdarzeniu elementarnemu odpo-
wiada naszej sytuacji. Wéwczas

5

Poo[X = 5] = 2.

Przyklad 2.4

Rzucamy koécia az do momentu otrzymania orta. Wéwczas Q = {R}N U
U2 o{R}* x {O} jak w Przykladzie 1.2. Niech X oznacza liczbe rzutéw w
naszym eksperymencie. Innymi stowy X jest liczba rzutéw potrzebna do
otrzymania orta. Wéwczas X(O) = 1, X(RO) = 2 oraz ogoélnie X(wy) = k
jezeli wy skiada sie z k — 1 reszek i orta. W szczego6lnosci X (weo) = 0.

2.1 Wartos¢ oczekiwana

Najprostszym opisem zmiennej losowej X bytaby jedna liczba. Aby umoty-
wowac nasz przyszly wybor rozwazmy nastepujacy przyklad. Powiedzmy,
ze mamy do dyspozycji niesymetryczna kostke szeScienna na ktérej 1 wy-
pada z prawdopodobiefistwem p;, 2 wypada z prawdopodobieristwem p;
itd. gdzie p1 + p2 + ... + ps = 1. Powiedzmy, Ze rzucamy ta koscia N € IN
razy i zastanéwmy sie, jaka bedzie érednia z uzyskanych wynikéw. Niech
X dla k < N opisuje wynik k-tego rzutu. Zat6zmy, ze w naszym ekspery-
mencie n; razy wpadla 1, n, razy wypadia 2 itd. Szukana Srednia mozemy
zapisac jako
X1+Xo+...+ Xy ni %) ns 1y ns ng
N =12 g3 A G5 6
gdzie np = [{j < N : X; = k}| dla k € [6]. Na poziomie intuicyjnym jasne
jest, ze dla duzego N, T ~ pi. W przyszlosci Scisle uzasadnimy ten fakt,
ale na chwile obecna pozostarimy na poziomie intuicji. Mamy
X1+ Xo+ ...+ XN
N
Liczba po prawej stronie, co §rednia wazona dla rzutu jedna koécia. Istotnie,
mamy P[X; = 1] = p1, P[X; = 2] = pyp, ..., P[X] = 6] = ps. Mozemy
wreszcie napisac

~1-p1+2-pp+3-p3+4-ps+5-p5+6-pe.

X1+X2—|—...—|—XN -

6
N Y k-P[X; =k]. (2.1)

k=1

Otrzymujemy $rednia warto$ci X; z waga, ktéra jest prawdopodobieni-
stwem poszczegodlnych wynikéw. Taka érednia nazywamy warto$cia ocze-
kiwana Xj.




W powyzszej definigji, jezeli X(wy) = oo oraz P[{wp}] = 0 to interpretu-
jemy X(wo)P[{wp}] = 0. Niebawem przekonamy sie, ze powyzsza definicja
wartosci oczekiwanej zadaje doktadnie prawa strone réwnania (2.1).

Przyklad 2.6

Wréémy do eksperymentu czekania na pierwszego orta. Tutaj Q = {R}N U
UZ":O{R}" x {O}. Niech X bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe rzutéw
potrzebnych do otrzymania orta (X(wy) = k). Wéwczas X jest catkowalna,
bo

[ee]

Y [X(@)Pl{w)] = Y. & <o
we) k=1

oraz EX = 2. Z kolei zmienna zadana przez Y = 3%, innymi stowy X(wy) =
3k nie jest calkowalna. Istotnie

Y [¥(@)Pl{w}] = ¥ (g)" e

we) k=1

Przyklad 2.7
Niech X oznacza liczbe otrzymanych oczek przy rzucie jedna wywazona
koscia. Wéwczas

1 1 1 1 1 1 7
=X(®)= £9)= (9)= £d)= - td)— = .
EX = X(@)z + X(O)2 + X@)7 + X(E)2 + X@) ¢ + X (@) = 7
Ten przykiad pokazuje, ze nazwa wartos¢ oczekiwana jest co najmniej niefor-
tunna. Przy naszym eksperymencie nie mozemy oczekiwaé jego wartosci
oczekiwanej.



Dowéd. Niech Ey = {X = k}. Woéwczas E; sa parami roztaczne oraz
UF_, Ex = Q a co za tym idzie

= ) X(w)P{w}] = Z Y. X(w)P[{w}].

we k=1 w€eE;

SkorzystaliSmy tutaj z catkowalno$ci zmiennej losowej X: dla szeregu bez-
wzglednie zbieznego zmiana kolejnosci sumowania nie wptywa na jego
warto$¢. Dla w € Ex mamy X (w) = xi, wiec

EX = 2 Y uP[{w}] = Zxk ). P{w}].

=1 w€eE; k=1 w€eEy

Na koniec skorzystamy z P[E;] = }¥,cg, P[{w}] aby otrzyma¢

T T
EX =) x Y PHw} =) xP[X=ux]

k=1 wEE k=1

Przyklad 2.9
Rzucamy n razy moneta. Jako przestrzen zdarzerr elementarnych wybie-
ramy

Q={0,R}' ={w = (w1,wy,...,wy) : wr € {O,R}}.

Wowczas wy reprezentuje wynik k-tego rzutu. Zbadajmy zmienna losowa X
ktora jest liczba otrzymanych ortéw. Wéwczas przyktadowo X(RR...R) =
0, X(RORR...R) =1 oraz og6lnie

X((wy,wa, ..., wy)) = [{j € [n] : w;j =O}].

Zakladajac, ze kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny otrzymujemy,

k= (X =k} ()
X=k n\,_p,
PX=H=""ar 1a (k)z '




Korzystajac z Faktu 2.8 otrzymujemy

k=0 k=0 k=1
(%) n—1\,, n'=l/n-1 —(n—1) (x) 1
—kzl”<k_1)2 in (") 2
= ]f()

dla k,m > 1.

Fakt 2.10
Niech (Q),P) bedzie dyskretna przestrzenia probabilistyczna i niech
X,Y beda catkowalnymi zmiennymi losowymi. Wéwczas dla dowol-
nych statych «,f € R, zmienna losowa aX + BY jest catkowalna oraz
zachodzi wzoér

E[aX + BY] = aEX + BEY.

Zanim zobaczymy dowdd powyzszego faktu zaznajomimy sie z jednym
przykltadem.

Przyklad 2.11

Rozwazmy gre, w ktérej rzucamy dwiema dobrze wywazonymi ko$émi.
Pierwsza ko$¢ jest szeScienna a druga dwudziesto$cianna. Nasz wynik ob-
liczany jest wedtug nastepujacego wzoru

6 - (wynik na pierwszej kosci)? — 2 - (wynik na drugiej kosci).

Jaka jest warto$¢ oczekiwana wyniku? Nasza przestrzenia jest Q = [6]
20] z jednakowym prawdopodobieristwem dla kazdego zdarzenie elemen-
tarnego. Rozwazmy zmienne losowe

X(a,b) = a? Y (a,b) = b.

Wtedy wynik zapisuje sie jako Z = 3X — 2Y. Dla pierwszej zmiennej mamy
{X =k} =1{(a,b) : k=a®} acozatym idzie

1

P[X = k] =z ke [6]



oraz E[X] = 2. Podobnie

oraz E[Y] = 2. Fakt 2.10 daje
E[Z] = 3E[X] — 2E[Y] = 70.
Dowdd Faktu 2.10. Oznaczmy Z = aX + BY. Mamy
Y. [ Z(w)|P[{w}] < |a| ) [X(w)[P[{w}] +[B] Y [Y(w)P{w}] < oo

we) we) we)

co pokazuje, ze Z jest catkowalna. Podobnie

EZ= ) Z(w)P[{w}]

we
=a ) X(wP[{w}+8 ), Y(w)P{w}]
we we)
= aEX + BEY.

O

Zauwazmy, ze jezeli X jest zmienna losowa a ¢: RU {0} — RU {00} to
zmienna losowa staje sie réwniez Z = ¢ o X = ¢(X). Bardzo czesto przyda
nam sie sposob na efektywne obliczanie wartosci oczekiwanej zmiennej lo-
sowej Z.

Dowdd. Z Definicji 2.5
Elp(X)] = E[Z] = } ¢(X(w))P{w}].

we



Podobnie jak w dowodzie Faktu 2.8, dla zbioréw E; = {X = x4} mamy
Q= UZZl Ej oraz

= ) o(X(w))P{w}] = Z Y, ¢(X(w))P[{w}].

we) =1w€eE;

Tutaj skorzystaliémy z catkowalnosci zmiennej Z. Zauwazmy, ze jezeli w €
Ex, to X(w) = xx. Korzystajac z tej obserwacji mozemy napisaé

T

ZZfok Hw}] = Z (x¢) ). P[{w}].

k=1 weE; =1 w€eEy

Na koniec wystarczy skorzysta¢ z tego, ze Y ,cp, P[{w}] = P[E(] = P[X
xy] zeby otrzymac

T

Elp(X)] = ) ¢(x) ) PHw}] = Zq’ X ) P[X = xi].

k=1 w€eE

Przyklad 2.13

Rzucamy 7 razy symetryczna moneta. Oznaczmy przez Z liczbe uzyska-
nych ortéw (Przyklad 2.9). Niech s € (0,1] znajdziemy zwarta posta¢ dla
E [sX]. Stosujac Fakt 2.12 dla funkdji ¢(x) = s* otrzymujemy

E|s¥] = I:Z()Sk]P[X -

Korzystajac z otrzymanego wczesniej wzoru P[X = k| = (})27" otrzymu-

jemy )
£ () 0 (o)

k=0
Powyzszy wzér bywa bardzo pomocny. R6zniczkujac stronami po zmiennej
s otrzymujemy

n n—1
X-1] _ n\, k—1p—n_n(s 1
]E[XS ] —I;)<k)ks 2 =5 <2+2) . (2.2)
Podstawiajac s = 1 otrzymujemy znany juz nam wzor

]E[X]:g.

Jezeli zrézniczkujemy (2.2) po zmiennej s otrzymujemy



E [X(X— 1)SX—2] _ i (Z)k(k_ 1)sk~271 — n(n4— 1) (% . %> n—z'

k=0

Dla s = 1 daje to

n(n— 1).
4
Skoro E[X(X — 1)] = E[X? — X] = E [X?] — E[X] otrzymujemy

E[X(X —1)] =

n(n—l—l).

E x| =

Dowdd. Jezeli X(w) = a dla wszystkich w € (), to

EX] = ¥ X(@)Pl{w}] = ¥ aP[{w}] =a- ¥ P{{w)]=a-1=a.

we we we

Jesli natomiast X (w) < Y(w) dla wszystkich w € Q, to

E[X] = ) X(w)P[{w}] <}, Y(w)P{w}] =E[Y].

we we)

O

Za kazdym razem kiedy dokonujemy takiego przyblizenia warto jest jest
zna¢ jego btad. Warto$¢ oczekiwana nie jest tutaj wyjatkiem. W przyszto-
Sci bardzo istotna bedzie dla nas informacja jak bardzo zmienna losowa X
rézni sie od swojej wartosci oczekiwanej EX.




V[X] = E[(X — EX)?].

Powyzsza definicja jest w zupetnosci ogélna i bedzie nam stuzy¢ w przy-
szlosci dla przestrzeni probabilistycznych, ktére nie sa dyskretne. Pomijajac
chwilowo przyszte zastosowania Definicji 2.15, na dyskretnej przestrzeni
probabilistycznej (Q2, P) zachodzi wzér

VIX] =} (X(w) — EX)*P[{w}]. (2:3)
we)
Przyklad 2.16
Przypuéémy, ze wilasnie otrzymaliSmy propozycje nie do odrzucenia; kto$
podarowal nam dwa losy na pewna loterie. Organizatorzy loterii sprzedaja
100 los6w na cotygodniowe losowanie. Kazdy z loséw jest wybierany w jed-
norodnym procesie losowym, to znaczy, ze kazdy los moze by¢ wybrany z
takim samym prawdopodobieristwem—i szczesliwy wtasciciel wybranego
losu wygrywa sto milionéw dolaréw. Pozostate 99 loséw nic nie wygrywa.
Mozemy teraz wykorzysta¢ nasz prezent na dwa sposoby: albo kupu-
jemy dwa losy na to samo losowanie, albo kupimy po jednym losie na dwa
rézne losowania. Ktéra strategia jest lepsza? Jezeli przez X oznaczymy wy-
grana dla pierwszej strategii, to

98 2
lEX—O-anlOO-m = 2.
Dla drugiej strategii Y otrzymujemy
99 1 99 1
EY =0-— 4100 - — — 4100 — = 2.
0 100 100 100 +0 100 100 100

Wartosci oczekiwane sa takie same. Mimo to obydwie strategie wygladaja
roznie. Nie patrzmy jednak na wartosci oczekiwane i przeanalizujmy do-
kfadnie rozklady zmiennych losowych X oraz Y

0 100 | 200
X[ 0,98 | 0,02 0
Y'|0,9801|0,0198|0,0001

Wariancja ma stuzy¢ wilasnie do analizy pojecia rozproszenia zmiennej lo-
sowej. W przypadku X wariancja wynosi

V[X] =0,98-(0—2)2+0,02- (100 — 2)* = 196
a w przypadku Y
V[Y] = 0,9801- (0 —2)>+0,0198 - (100 — 2)> +0,0001 - (200 — 2)> = 198

Tak jak oczekiwaliémy, druga wariancja jest odrobine wieksza, poniewaz
rozklad losowy w przypadku Y jest odrobine bardziej rozproszony.



Wz6r (2.3) jest w praktyce nieporeczny. Okazuje sie. V[X]| mozna wyra-
zi¢ w zgrabny sposob, ktory jest dodatkowo wygodny w rachunkach.

Dowéd. Oznaczmy m = E[X] € R. Wéwczas
V[X] = B |X* — 2Xm + m?| = E [X?] ~ E[2mX] + E [m?]
—E [Xz] —2mE[X] +m? = E [XZ] s

O

Przyklad 2.18
Niech X oznacza liczbe uzyskanych ortéw w serii n rzutéw symetryczna

moneta. Wiemy, ze E[X] = J oraz E [X?] = % a co za tym idzie

V[X] = E [XZ] — (EX)? = g.

Whiosek 2.19
Niech X bedzie calkowalna zmienna losowa. Woéwczas zachodzi nieréw-
nos¢

E [Xz] > (EX)?.

Dowdd. Jako, ze X przyjmuje wartosci rzeczywiste, (X(w) —EX)? > 0a co
za tym idzie
ViX] = Y. (X(w) - EX)*P[{w}] > 0.
we)

Z drugiej strony 0 < V[X] = E [X?] — (EX)?, co pociaga nasza teze. 0




Dowdd.
VX =} (X(w) -EX)’Plw] > Y (X(w)—EX)*Plw]
we |X(w)—EX|>c

> Y Plw] > P[IX —EX| > cl.
|X(w)—EX|>c

Przyklad 2.21 (problem podrzucanych kapeluszy raz jeszcze)

Grupa n kibicow wygrywajacej druzyny pitkarskiej podrzucita wysoko
w powietrze swoje kapelusze. Kapelusze spadly przypadkowo, z tym ze
kazdy z n kibicow zlapatl jeden kapelusz. Wéwczas prawdopodobieristwo,
ze dokladnie k kibicéw zlapie swoj kapelusz wynosi

PMJy:%<?yM—k%:g%E%%

gdzie !(n — k) jest liczba nieporzadkéw na n — k elementach dana przez (1.4).
Wyrazajac te wyniki w formalizmie, ktéry wiasnie poznaliSmy, rozwazmy
przestrzen () = S, wszystkich permutagji n liczb {1,2, ..., n}, gdzie wyloso-
wanie kazdej permutaciji jest jednakowo prawdopodobne. Wéwczas

1
Pl{w)] =1, weSn.
Zmienna losowa
Fy(w) = liczba punktéw statych w, w € Sy

wyznacza liczbe poprawnie spadajacych kapeluszy. Wiemy, ze

Mﬂzﬂzﬂm@z%%;%-

Ile wynosi warto$¢ Srednia F; i jej odchylenie standardowe? Niech

1 (k) =k

E, k() = [pozycja k jest punktem stalym w 7t} = { 0 poza tym °

Wobwczas
Ey(7t) = Fy1(70) + Fyo(m) 4 ... + Fy (1)

a co za tym idzie
:[EF;/[ ::[EFn,l +]EFVI,2+"'+IEF”,7Z'

Zauwazmy, ze



1
PlF,r=1] = p P[F,x =0 =1—-P[F,;=1] = .

Stad EF, x = 1 a co za tym idzie EF, = 1. Tak wiec $rednio jeden kapelusz
bedzie na swojej pozycji poczatkowej. Aby wyznaczy¢ wariancje obliczmy
najpierw

(n—2)!

n
1
EF; =Y EF; + Y E[FF,]l=Y, o ) Y
k=1 j#k k=17 e

(et

Wariancja wynosi zatem V [F,] = 1. Korzystajac z Nieréwno$¢ Czebyszewa,

V[E] 1

PiE, — 1| > 2| < = _,

Losowa permutacja n > 2 elementéw ma 1 & 1 statych punktéw

2.2 Funkcje tworzace

Powiemy teraz nieco wiecej o podejSciu zaprezentowanym w Przykla-
dzie 2.13. W tej czeSci bedziemy rozwaza¢ zmienna losowa o wartosciach
naturalnych, czyli funkcje X: (2 — IN. Dla zmiennej losowej X definiujemy
funkgje tworzaca Gx: (0,1) — R wzorem

Przyklad 2.22
Niech X bedzie liczba otrzymanych orléw w n rzutach moneta. Jak wyli-
czyliSmy w Przykladzie 2.13 funkcja tworzaca X jest dana wzorem

Gx(s) = (g + %)

Fakt 2.23

Niech (), IP) bedzie dyskretna przestrzenia probabilistyczna. Dla catko-
walnej zmiennej losowej X o wartoéciach naturalnych i stowarzyszonej
z nia funkgji tworzacej Gx zachodza wzory

E[X] = G4(1-) oraz E [XZ] = G{(1-) + Gk (1-).



Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze szereg
Gx(s) = ) s"P[X =n]
n=0

jest zbiezny jednostajnie dla s € (0,1) a zatem mozna wej$¢ z pochodna
pod sume i otrzymac

Gy (s) = ins”_llP[X = n|.

Gdy s — 1 z twierdzenia Abela otrzymujemy

Gx(1—) =1lim Gx(s) = ) _ nP[X = n] = EX.
s—1

n=1
Podobnie pokazujemy, ze

G (1—) = lim G (s) = i n(n —1)P[X = n] = EX? — E[X].

s—1 =2

Nastepny przykiad wyjasnia koniecznos¢

Przyklad 2.24

Niech z jednakowym prawdopodobieristwem X bedzie jedna z liczb {1, 2, ...,10}.
Woéwezas liczac wprost z definigji E[X] = % SprawdzZmy funkcje tworzaca

X.

1 s—si
_ x] L1 2,3 10) _
Gx(s)—IE[s ]—10 (s-l—s +s°+...+s > 61 —35)"
Stad
c (S)_10511—11510+1
L(s) =
6(1—s)2
Przechodzac z s do 1,
10s't — 11519 +1 11050 — 110s?
Gle(1-) = lim Os s+ ~ lim Os 0s

s—»1 6(1—5)2 551 —12(1—3s)



2.3 Wektory losowe

Gdy rozwazamy wiecej niz jedna zmienna losowa czesto wygodnie jest je
grupowaé w wektor. Przykladowo o dwéch zmiennych losowych mozemy
mysleé jak o odwzorowaniu Q) — R?.

Jezeli X jest wektorem losowym dwuwymiarowym, to jest on postaci
X(w) = (X(w),Y(w)) w e Q,

gdzie X, Y sa zmiennymi losowymi. Zanim zobaczymy zastosowanie wek-
toréw losowych udowodnimy jeden pomocniczy fakt. Rozwazmy dowolna
funkcje F: R? — R. Wéwczas FoX: Q - R jest zmienna losowa.

Dowdd. Niech Ejy = {X = x;, Y = y;}. Wowczas Q = U].Tgl Uiy Eige
Mamy



Tx Tz
X)[|= Y FX(w)PH{w}] = Zl Z Y, F(X(w))P{w}]
f o

we) 1weEj\
TX TZ TX TZ
=3 ). ), Flay)PH{w}] = Z Z F(xjy) ), PHw}]
j=1k=1 wGE]k j=1k= weEj,k
Tx Ty
= Z Z P(x]-,yk)lP[X =x, Y= Yl
j=1k=1
O
Przyklad 2.27
?

Przyklad 2.29

W celu ilustracji korelacji miedzy zmiennymi losowymi X i Y rozwazmy
nastepujace zagadnienie. Zalézmy, ze poza naszymi oczami ma miejsce
eksperyment losowy, ktérego wynik (czyli w) nie jest nam znany. To co ob-
serwujemy, to warto$¢ zmiennej X(w). Przy pomocy znanej wartosci X(w)
chcemy przyblizy¢ nieznana nam warto$¢ Y(w). Naszym przyblizeniem
bedzie

Y(w) = aX(w)+b

dla pewnych statych a,b € R. Naszym kryterium doboru statych a i b bedzie
minimalizacja bledu $§redniokwadratowego, czyli

k(a,b) = E {(Y— ?)2} .



Mamy

k(a,b) = E [(Y —aX — b)z]
—E [((Y —EY) —a(X — EX) + (EY — aEX — b))z]
= V[Y] +a*V[X] + (EY — aEX — b)*> — 2aCov(X,Y)

_ (aV(X) _ %)2 VY] = o(X,Y)?) + (EY — aEX — b)?

Wyrazenie to osiaga minimum dla

C Cov(X,Y)  [V]Y]

ap = W[X] - V[X]p(X’ Y)r
by = E[Y] — aE[X] = E[Y] — %p(X,Y)IE[X].

Dla tych parametréw blad $redniokwadratowy naszego przyblizenia wy-

K(ao, bo) = V[Y](1 = p(X, Y)2).

Dowdd. Dla t € R rozwazmy funkcje
f(H)=E [(X + tY)2]
Zauwazmy, ze f(t) > 0 oraz
f(t) = PE[Y?] + 2tE[XY] + E[X?]

f jako nieujemny tréjmian kwadratowy musi mie¢ niedodatni wyréznik.

Stad

As = 4E[XY]* — 4E[Y?|E[X?].
Warunek A¢ < 0 jest rtownowazny naszej tezie. O

Przyklad 2.31
?



2.4 Przyklady

Przyklad* 2.32

PrzejdZzmy do nastepnego przykladu: Ile razy trzeba rzuci¢ moneta, zeby
otrzyma¢ dwa orly z rzedu? Okazuje sie, ze skrupulatne okreélenie prze-
strzeni probabilistycznej bedzie w tym przyktadzie bardzo pomocne. Zda-
rzenia elementarne skladaja sie ze skoriczonych ciagéw symboli O i R ktére
nie zawieraja wzorca OO z wyjatkiem ostatnich dwéch pozycji. Innymi
stowy

Q = {0O0,RO0,0OROO0, RROO, .. .}.

Interesuje nas zmienna losowa
X(w) =k, wijestciagiem dtugosci k.

Przykladowo X(ROO) = 3, X(OROO) = 4 oraz X(ORROROO) = 7. Na-
szym celem bedzie wyznaczenie funkgji tworzacej X, Gx(s) = E [SX] Przy-
pomnijmy, ze

P[{w}] = p(w) =27,  w jest ciagiem dtugosci .

Powinnismy sprawdzi¢, ze p jest funkcja prawdopodobieristwa. Zauwazmy,
ze () ma nastepujaca strukture. Kazdy ciag z 3\ {OO} zaczyna sie wzor-
cem R badZ OR po ktérym nastepuje iny ciag, w ktory nie zawiera wzorca
OO poza ostatnia pozycja (czyli inny element (3). Mozemy napisaé

Q= {00} U{R} x QU{OR} x Q.

Mamy
= ) s P{w}]
wEQ
22 - Y, SOPHwi+ Y sMOPHw)
we{R}xQ we{OR}xO
—|— Y s XROPUR, w}] + Y s XOR@)PI{OR, w}]
we) weQ

22 + Z s WP w}] + Z s WP w}].

wEQ weQ

To prowadzi do wzoru




Podstawiajac s = 1 przekonujemy sie, ze p jest funkcja prawdopodobieni-

stwa
1=Gx()= ¥ Pl{w}].
Mamy tez
g , 2(4—5s)s
Gx(s) = (—s2 —2s+4)2
Stad E[X] = 6.

2.5 Zadania

Zadanie 2.1
Znajdz zbiér {X =k} dla ...

Zadanie 2.2
Pokaz, ze

Y 14, (w) =1y 4, (W) (2.5)
n=1



3

Niezalezno$¢ i prawdopodobienstwo
warunkowe

Jednym z probleméw jest zrozumienie szeroko pojetej struktury ekspery-
mentéw losowych. Jednym ze sposobéw nakreslenia tej struktury jest ro-
zumienia jak zajscie jednego zdarzenia wplywa na prawdopodobieristwo
zajScia innych zdarzen.

3.1 Prawdopodobienistwo warunkowe

Rozwazmy rzut dwiema koé¢mi szeSciennymi. Wiemy juz, ze odpowiednia
przestrzen zdarzen elementarnych to

O =D? = {05,00,085,...,B6).

Jezeli rozwazymy zdarzenie A = suma oczek na obu kosciach wynosi 6, to
A jest zbiorem danym przez

A = {O08,08,58, 08, B0).

Zaklada¢ bedziemy, Ze kosci sa dobrze wywazone. Do opisu tego ekspery-
mentu postuzymy sie prawdopodobieristwem IP, ktére kazdemu zdarzeniu
elementarnemu przypisuje takie samo prawdopodobieristwo. Pracujemy
wiec na przestrzeni probabilistycznej (Q, P). Wéwcezas P[A] = 2. Ztézmy
teraz, ze posiadamy dodatkowa informacje, Ze na pierwszej kosci wypadto
jedno oczko. Wéwczas powinni$émy zmieni¢ rozwazana przestrzen zdarzen
elementarnych, a mianowicie

B = {CLJ, C)3, G, (63, Ce, (e}

Musimy zmieni¢ réwniez sposéb przypisywania prawdopodobienistwa. Na-
turalnie kazdemu zdarzeniu z przestrzeni B prawdopodobiefistwo P przy-
pisuje kazdemu zdarzeniu elementarnemu jednakowe prawdopodobien-
stwo. Wéwczas zdarzenie A; = suma oczek jest réwna 6 to

A =ANB={Ck]}



co daje P1[A;] = i. Zauwazmy, ze

|IANB| |ANB|-|QI""  P[ANB]
|B| B[ - | IP[B]

P1[A1] =1 [ANB] =

Okazuje sie, ze nie prawdopodobieristwo IP; w nowej przestrzeni proba-
bilistycznej mozna wyrazi¢ w terminach pierwotnie rozwazanego prawdo-
podobienistwa IP. Ta konstrukcja jest spotykana na tak czesto, ze wyrazenie
wystepujace po prawej stronie ostatniego wzoru ma swoja specjalna nazwe.

Nalezy sie przekona¢, ze IP|- | B] jest miara probabilistyczna na ). Spraw-
dzimy, ze IP[- | B] spetnia konstruktywna definicje miary probabilistycznej
Definicje 1.10. Jako ¢wiczenia warto sprawdzi¢, ze IP[- | B] spetnia aksjoma-
tyczna definicje miary probabilistycznej Definicje 1.13.

Dowéd. Musimy sprawdzi¢, ze

VweQ Plw|Blel01, Y Plw|B =1

we)

Pierwszy warunek wynika z tego, ze
0 <P[{w}NB] <P[B].

Drugi warunek wynika z nastepujacego rachunku



Y, Plw|B] =

we)

Przyklad 3.3
Przyktad z rozkladem niejednostajnym.

]P[B] w%)]l’[{w} N B|

113[13] Y P[{w}NB] + 113[13] Y Pl{w} B

wEB weB’!

]P[B] Y PH{w}] + ]P[B] Y P@=1+0=1.

weEB weB’

O

Zal6zmy, ze n = 3 woéwczas reguta taficucha zapisuje sie jako

P[A1 N Ay N As] = P[A1]P[A|A1]P[A3 | A1 N Ayl

Zanim udowodnimy wzér (3.2) zobaczymy jego zastosowanie.

Przyklad 3.5




Dowéd. Zauwazmy, ze zdarzenia {B N Aj}7=1 wykluczaja sie wzajemnie.
Stad

P[B] = P [O BmAj] = f]P[BnAJ-].
=1 j=1

Z kolei z reguly faricucha P[B N A;] = P[A;]IP[B| Aj], co po podstawieniu
do powyzszego wzoru pociaga teze. O

Przyklad 3.7

Dowdd. Ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite

P[H| = i]l’[A]-]]P[H | Aj].

j=1
Dodatkowo P[B N H| = P[B|IP[H | B] co razem daje

P[BNH]  P[B]P[H| B]

P Tl = o pla el A7




O

Przyklad 3.9

3.2 Stochastyczna niezaleznos¢

Wréémy do naszego ulubionego przyktadu polegajacym na rzucie dwoma
kosémi. Woéwczas przestrzenia probabilistyczna jest O = D? z miara jedno-
stajna probabilistyczna IP na (). Rozwazmy dwa zdarzenia

A = {na pierwszej kosci wypadla liczba podzielna przez 3}

oraz
B = {na drugiej kosci wypadta liczba mniejsza niz 6}.

Wtedy P[A] = } oraz IP[B] = 2. Z kolei prawdopodobieristwo A pod wa-
runkiem B wynosi

PA|B] = % —PlA].

Innymi stowy zaj$cie zdarzenia B nie wptywa na prawdopodobieristwo zda-
rzenia A. Powyzsza réwno$¢ moze by¢ zapisana jako

P[A N B] = P[A]P[B].




3.3 Niezalezne zmienne losowe

Dowdd.

O



4
Dyskretne rozklady prawdopodobienstwa

4.1 Rozklad geometryczny

4.2 Rozklad dwumianowy

4.3 Rozklad Poissona






5
Aproksymacja i rozklady ciagle

Niekiedy dokladne obliczenie wartosci oczekiwanej moze by¢ problema-
tyczne. W przypadku, gdy przestrzeni prébek jest bardzo duza, suma repre-
zentujaca wartos$¢ oczekiwana moze by¢ bardzo ciezka do dokladnego ob-
liczenia. W takich przypadkach mozemy postuzy¢ sie jej przyblizona war-
toscia. Aby zilustrowac¢ takie przyblizenie rozwazmy X, - zmienna losowa
o rozkladzie danym wzorem

2k

P =K = oy

k € [n].

Rozwazmy zagadnienie przyblizonego obliczenia wartosci oczekiwanej

= (3))

dla ciagtej funkgji f: [0,1] — R. Rozpisujac

Xn\] & k 2k 1
E {f (7)] = k_zlf (E) n—1) — /0 f(x)2xdx.
Podobnie chcac obliczy¢ przyblizona warto$¢ prawdopodobieristwa

]P{zx<&§,81

n

dla 0 < &« < B <1 mozemy postuzyc¢ sie przyblizeniem catkowym

[Bn]
H’{a<&§[3} = Z 2—k—>/52xdx.

n k=[an]+1 n(n o 1) x
Funkcja graniczna 2x jest dobrana do$¢ sztucznie i jej gtéwna zaleta po-
lega na prostocie powyzszych argumentéw. Istnieje jednak bardzo wazny
rozklad, ktéry wystepuje jako granica dla bardzo szerokiej klasy ciagéw
zmiennych losowych.



Stowo gestos¢ odnosi sie do szczegodlnej klasy rozkladéw ciaglych, ktére
omoéwimy szerzej w niedalekiej przysztosci. Skupimy sie na opisie podsta-
wowych wlasnosci funkcji ¢.

Dowdéd. Zauwazmy, ze

—+o00
I = / e/ 24y < oo.
—00

Korzystajac ze wspoétrzednych biegunowych

+ + oo ot
12:/ ooe_"z/zdx-/ ooe_yz/zdy:/ c>o/ ooe_"z/z_yz/zalxy
—o0 —0Q —oQ

—00

27T  p4o0
= / / re " 2drd = 271,
0 0

Stad I = /2. O

W przysztosci bedziemy korzystali z przyblizenia dla « < B oraz pew-
nych zmiennych losowych S;;,

Pla<S;, <]~ /}8 ¢(x)dx.

Calke po prawej stronie wygodnie bedzie nam zapisywa¢ w postaci réznicy

/j p(x)dx = /_ﬁoo @(x)dx — /_“oo ¢ (x)dx.



5.1 Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a

Lemat 5.4 (Wzor Stirlinga)

n! ~\2mn (%)n (5-2)

Dowéd. s O

Niech S, bedzie liczba sukceséw w schemacie n préb Bernoulliego z
prawdopodobienistwem sukcesu p € (0,1).

2n
Plsz =20 = (77 ) Ha-pt

2n - K\ "k K\ "k
<n + k) 2 <1 + n> 1 n
-1/2 -1/2
() 712 <1 + E) <1 — E)
n n

take 2k = (2p — 1)2n + v/2nx.

X ik 1 —n—k
on+kntk <1 _> -1 —p_x
P + n * 2p 2y/n

—n+k —n+k
2"-"<1—p>"—k(1_5) :(1_ P L)




5.2 Rozklady ciagle

Jak przekonaliSmy sie w poprzedniej czesci tego rozdziatu niekiedy warto
jest zastosowaé przyblizenie catkowe

Pla< X <D~ /ubf(x)dx.
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Rozklady prawdopodobienstwa i funkcje
charaktertstyczne

6.1 Funkcje charakterystyczne

Przypomnijmy, ze dla x € R,

t

et = cos(x) + isin(x).







7

Spacery Losowe
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