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Opis przedmiotu

Celem wykladu jest prezentacja probabilistycznej teorii analizy zdarzer
rzadkich. Zaczniemy od opisu ich prawdopodobieristw. Nastepnie zba-
damy zachowanie miar probabilistycznych warunkowanych zdarzeniami
rzadkimi. Pozwala to zrozumie¢, skad biora sie duze odchylenia. Za-
czniemy od ugruntowania intuicji poprzez przeliczenie kilku konkretnych
przykladéw i zbadania zagadnienia na prostej. Pozwoli nam to zaprezen-
towac ogolna teorie wielkich odchyleri w dalszej czesSci wyktadu.

Teoria wielkich odchylen jest dzialem probabilistyki opisujacym zdarze-
nia rzadkie. Interesowa¢ nas bedzie opis ich prawdopodobiefistw, ich po-
chodzenie oraz ich konsekwencje. Przyktadowo, z podstawowego kursu ra-
chunku prawdopodobieristwa wiemy, Ze dla ciagu niezaleznych zmiennych
o tym samym rozkladzie Xi, X, ... takich, ze E[X;] < oo zachodzi mocne
prawo wielkich liczb

Sp/n=(X1+...+Xu)/n—E[Xq] pw.
Oznacza to, ze dla kazdego a > E[Xq],

P[S, > an]
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zbiega do zera wykladniczo szybko. Innymi stowy {S,, > an} jest zdarze-
niem rzadkim dla a > E[X;]. W tym konkretnym ujeciu teoria wielkich
odchylert odpowiada na pytanie o to, jak szybka jest to zbieznos¢, t.j. opi-
suje funkcje tempa I dla ktorej

lim —llog]P[Sn > an] = I(a).

n—oo 1

Powyzsza zbiezno$¢ mozna zapisaé nieformalnie jako
P[S, > an] ~ e~ 1", a > E[Xq].

Chcac zbada¢ skad biora sie rozwazane przez nas rzadkie zdarzenia roz-
wazmy Sciezke S, zadana przez Z,: [0,1] — R,

Zn(t) = (Spy + {tn} Xjpn)1) /1.

Okazuje sig, ze woéwczas dla pewnej funkcji I,

: 1 : v
nlgr(}o—glog]P[Zn €Al = 41253 ; I(¢'(¢t))dt.

Oznacza to, ze jezeli S,, > an to Sciezka Z,(t) = ¢(t) minimalizuje

| 19/ 0)a

wsrdd funkgji ¢: [0,1] — R takich, ze ¢(1) > a.

W trakcie wyktadu opiszemy ogélna teorie stojaca za powyzszym przy-
ktadem. Zbadanie teorii wielkich odchyleri na przestrzeniach polskich po-
zwoli nam na analize zdarzeni rzadkich w dwéch réznych kontekstach: gra-
fow losowych i réwnan rézniczkowych czastkowych.

Dla ustalonego n € IN rozwazmy zbiér wierzchotkéw V = {1,...,n}.
Dla ustalonego p € (0,1) chcemy bada¢ graf losowy w ktérym krawedz
miedzy wierzchotkami jest rysowana z prawdopodobieristwem p. Problem,
ktéorym bedziemy chcieli sie zaja¢ polega na zliczaniu pewnych okreslo-
nych struktur (podgraféw) w naszym losowym grafie. Aby nie zamecza¢
sie technicznymi szczeg6tami ograniczymy sie do zliczania tréjkatéw. Usci-
Slajac, dla j, k € V niech zmienna Xj,k bedzie dana przez

_J1 ke~
Xej = {0poza tym

Tutaj j ~ k piszemy, gdy miedzy wierzchotkami j i k jest krawedzZ. Zgodnie
z naszym opisem zmienne { Xj i} sa iid z rozkladem
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Rysunek o.1. 600 trajektorii spaceru losowego z krokami o rozkladzie jednostajnym
na (—1/2,1/2). Czerwonym kolorem zostaly oznaczone spacery S, dla ktérych
Se0 > 6.

P[Xy;=1] = p.
Woéwezas rozwazana przez nas liczba tréjkatow zapisuje sie jako

T, = Z X X;iXi .
1<k<j<i<n

Z liniowo$ci wartosci oczekiwanej widzimy, ze

n
E[T,] = (3) p> ~ p*n3/e.
Okazuje sie, ze liczba tréjkatow spetnia mocne prawo wielkich liczb
Tu/E[T,] — 1.

Zbadamy;, jakie jest prawdopodobiefistwo, ze T}, jest dalekie od swojej Sred-
niej. Okazuje sie bowiem, ze te prawdopodobieristwa maleja bardzo szybko

P [T, > (1+6)E[T,]] ~ e 1O,
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W szczeg6lnosci zastanowimy sie, jaki wygladaja grafy losowe, w ktérych
jest wiecej niz (1 + 6)E[T,] trojkatow.

Nasz ostatni przyklad wiaze sie z réwnaniami rézniczkowymi czastko-
wymi. Niech G C R? bedzie ograniczonym, spéjnym otwartym zbiorem
z gladkim brzegiem dG. Dla € > 0 rozwazmy zagadnienie Dirichleta

gAu+b-u:0, w G
u(y) =f(y) ye€aIG

Tutaj b: G — R jest postaci b = —VV dla pewnej gtadkiej funkgji V, a -
oznacza iloczyn skalarny w RY. Interesowa¢ na bedzie zachowanie rozwia-
zania u = ue powyzszego zagadnienia, gdy € — 0. Okazuje sie, ze kluczowa
jest asymptotyka rozwiazan réwnania rézniczkowego zwyczajnego

dx
T b(x(t)).

W sytuacji, kiedy ostatnie zagadnienie ma jedyne rozwiazanie stacjonarne
w G przyciagajace wszystkie trajektorie zaczete w G, rozwiazania u. za-
gadnienia Dirichleta przejawiaja osobliwe zachowanie. Mianowicie

lim ue(x) = f(yo),

e—07t

gdzie yg jest punktem, w ktérym V przyjmuje swoje minimum na 9G. Oka-
zuje sie, ze wytlumaczenia powyzszego zjawiska nalezy szuka¢ wlasnie w
teorii wielkich odchyleri dla probabilistycznej reprezentacji ue(x).

Skrécony plan wykladu

Do opanowania podstaw wyktadu niezbedny bedzie rachunek prawdopo-
dobienstwa oraz znajomo$¢ ruchu Browna. Bardzo przydatna bedzie znajo-

mo$¢ podstawowych terminéw z topologii.. Poruszymy zagadnienia takie
jak:

A) Odchylenia na prostej: twierdzenie Sanova dla skoriczonych alfabetéw,
twierdzenie Cramera na prostej;

B) Ogélna teoria: Twierdzenie Sanova na przestrzeniach polskich, reguta
kontrakgji, lemat Varadhana, minimalizacja entropii;

C) Duze odchylenia dla sciezek: Twierdzenie Cramera na przestrzeniach
Banacha, Twierdzenie Schindlera, prawo iterowanego logarytmu Stras-
sena

D) Zastosowania: testowanie hipotez, grafy losowe, teoria Freidlina-Wentzella
i zagadnienie wyjscia
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Szczegbélowy plan wykladu

Wstepny plan tematéw poruszanych na poszczegélnych wyktadach

R R R R R R
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Problematyka teorii wielkich odchylen, rzuty moneta
Twierdzenie Sanova dla skoriczonego alfebetu, reguta kontrakcji
Twierdzenie Craméra na prostej

Rodziny wykladnicze, transformata Legendre’a

Zasada wielkich odchyleni na przestrzeniach polskich, entropia
Twierdzenie Sanova na przestrzeniach polskich

Twierdzenie Craméra w przestrzeniach Banacha

Duze odchylenia na przestrzeni C|0,1]

Twierdzenie Schildera i prawo iterowanego logarytmu Strassena
Lemat Varadhana

. Warunkowanie zdarzeniami rzadkimi, minimalizacja entropii

Duze odchylenia dla zmiennych zaleznych

. Grafy losowe: preliminaria
. Grafy losowe: duze odchylenia
. Teoria Freidlina-Wentzella, problem wyjscia
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Efekty ksztalcenia

Po wyktadzie student:

1. formutuje podstawowe twierdzenia z zakresu teorii wielkich odchylert
na prostej (A);

2. formutuje prawa iterowanego logarytmu dla ruchu Browna (C);

3. analizuje dowody prostych twierdzen z wykladu z uzasadnieniem po-
szczegOlnych ich zalozen (A);

4. formutuje gléwne twierdzenia teorii wielkich odchylerr na przestrze-
niach polskich(B);

5. analizuje dowody najwazniejszych twierdzen z wykladu z uzasadnie-
niem poszczegdlnych ich zalozen (B, C);

6. Stosuje teorie wielkich odchylerr w przyktadach (D);

Sposéb weryfikacji efektéw ksztalcenia

Na zaliczenie skladac¢ sie beda:

¢ aktywno$é na ¢wiczeniach;
¢ zadania domowe

Metody i kryteria oceniania

Zaliczenie ¢wiczeni na podstawie zadannt domowych i aktywnoéci w czasie
zaje¢. Ocena z egzaminu wystawiona jest na podstawie egzaminu ustnego.
Warunkiem zaliczenia przedmiotu jest:

* uzyskanie 30% punktéw za zadania stanowiace biezaca weryfikacje efek-
tow ksztalcenia;

¢ uzyskanie pozytywnej oceny z egzaminu stanowiacego koricowa wery-
tikacje efektow ksztalcenia.

Kryteria ocen:

(dst) student realizuje punkty 1-2 efektéw ksztalcenia
(db) student realizuje punkty 1-4 efektow ksztalcenia
(bdb) student realizuje punkty 1-6 efektéw ksztalcenia

Wroctaw, luty 2024 Piotr Dyszewski
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Wstep

Streszczenie Zaczniemy od krétkiego opisu problematyki wielkich odchylen. Na-
stepnie zdobedziemy wstepne intuicje poprzez bezposrednie wyliczenia dla kilku
przykladéw.

Teoria wielkich odchylerr zajmuje sie asymptotycznym opisem zdarzeni
rzadkich. To, czym jest zdarzenie rzadkie, oraz to, co rozumiemy przez jego
asymptotyke, zalezy od kontekstu rozwazan. W trakcie wykladu postaramy
sie omoOwic spacery losowe, grafy losowe oraz procesy dyfuzji. Aby zdoby¢
podstawowe intuicje skupimy sie na pierwszym modelu, kt6ry jest niczym
innym jak suma niezaleznych zmiennych.

1.1 Czym s3 duze odchylenia?

Rozwazmy przestrzen probabilistyczna (Q), F, IP) na ktérej okreslone sa nie-
zalezne zmienne { Xy }ren, N = {0,1,2,...} o tym samym rozkladzie, takie,
ze

E[Xi =m <o,  Var[Xy] = E[X7] — E[X;]*> = ¢ < co.

Dla n € N rozwazmy Sy, Sy = Y ;_; Xi. Wéwczas z podstawowego kursu
rachunku prawdopodobienistwa wiemy, ze zachodzi mocne prawo wielkich
liczb

Sp/n—m puw.

ktére moze by¢ luzno sparafrazowane jako ,dla duzych n, S, wynosi
w przyblizeniu mn”. Znamy tez centralne twierdzenie graniczne,

(Sy —mn)/+/n= N(0,0), (1.1)

gdzie = oznacza zbieznoé¢ wedtug rozkladu zmiennych losowych. Przez
N (0,1) oznaczamy rozktad normalny na R o gestosci danej wzorem

1 _x2/2.

e
2711
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Zbieznos¢ (1.1) oznacza, ze blad wspomnianego przyblizenia, czyli S,, — mn
jest typowo rzedu /n. Jezeli natomiast S, — mn jest rzedu wiekszego niz
v/n takie odchylenia nalezy uzna¢ za nietypowe. Gdy S, — mn jest duzo
wigksze niz /n ale mniejsze niz n, bedizemy moéwili o umiarkowanych
odchyleniach. Dla ustalenia uwagi w trakcie wyktadu skupimy sie na sy-
tuacji, gdy S, — mn jest rzedu n. Odchylenia tego typu nazywamy duzymi.
Przykladem takiego odchylenia jest zdarzenie

{Sp > an}, a> m.

Z mocnego prawa wielkich liczb wiemy, ze prawdopodobieristwo tego zda-
rzenia dazy do zera. Naszym celem bedzie okreslenie jak szybko zachodzi
ta zbieznos¢. Zazwyczaj do tego aby S, > an potrzeba aby dla liniowo wielu
k (rzedu n), Xj musi by¢ istotnie wieksze niz srednia m. To z kolei sprawia,
ze prawdopodobieristwo tego, ze S,, > an maleje wyktadniczo szybko, czyli
P[S, > an] ~ e 1@, a > m.
Interesowa¢ nas bedzie wykladnik tej zbieznosci, ktéry $Scidle zapisuje sie
jako
.1
nlglgoglogll’[sn >an] = —I1(a), a>m.

Funkcje I charakteryzuje twierdzenie Cramera. Jednak zanim do niego
przejdziemy sprawdzimy jak sie zachowuje S, w przypadku rzutéw sy-
metryczna moneta.

1.2 Rzuty moneta

Aby nabra¢ intuicji rozwazmy przyktad zwiazany z rzutami moneta. Roz-
wazac bedziemy zmienne { Xy }xcy 0 rozktadzie

P[X; =0] = P[X, =1] =1/2.

Wowczas dla S, = Y} Xy mamy S,/n — E[X;] = 1/2. Badanie zda-
rzen rzadkich, {S, > an} dla a > 1/2, jest w tym przypadku szczeg6lnie
przystepne, poniewaz zmienna S, ma rozktad Bernoullego.

Twierdzenie 1.1
Rozwazmy zmienne losowe { X } e, ktore sa iid z rozkladem

P[X; =0] = P[X, =1] =1/2.

Niech S, = Y }_; Xx. Woéwczas dla wszystkich a > 1/2,
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0 }
Rysunek 1.1. Wykres funkgji I w Twierdzeniu 1.1

W dowodzie Twierdzenia 1.1 skorzystamy ze wzoru Stirlinga.

Zadanie
Pokaz, ze dla kazdego dodatnbiego n € IN,

nlog(n) —n+1<log(n!) < (n+1)log(n+1)—n.
Wywnioskuj staba wersja wzoru Stirlinga
log(n!) = nlog(n) —n+ O (log(n)).

Dowdéd Twierdzenia 1.1. Dla a > 1 teza jest oczywista. Rozwazmy wiec a €

(1/2,1]. Mamy
P[S, >an)=27" Y (Z)

k>an

o) =z (1) = ()

Korzystajac ze stabej wersji wzoru Stirlinga,

Niech
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log(Qu(a)) = nlog(n) —anlog(an) — (1 —a)nlog((1—a)n) + O (log(n))

otrzymujemy

lim ~ log Qn(a) = —alog(a) — (1 —a) log(1 — a).

n—oo 1

Korzystajac teraz z nieréwnosci
27"Qu(a) < PI[S, > an] < n27"Q,(a)
otrzymujemy teze. O

Uwaga 1.2
Przez symetrie, dlaa < 1/2,

lim llog]P[Sn <an] = —I(a).

n—oo 1

Co z kolei pociaga dla § > 0,

lim l10gIP[|Sn/n —-1/2| > 4] =-1(1/2+9) < 0.

n—oo mn

Idac dalej

P[|S,/n—1/2] > ] < oo.
n=1
Co po odwotaniu sie do Lematu Borela-Cantelliego i przejsciu granicznym
z 0 do zera daje niezalezny dowéd S, /n — 1/2 p.w.

Zadanie
Pokaz, ze dla zmiennej losowej N o standardowym rozkfadzie normalnym
i dodatniego x zachodza nieréwnosci

V2me /2 (% — %) <P[N > x| < \/2716_"2/2%.

Zadanie
Rozwazmy S, = Y 1 Xj, gdzie {X;};en sa iid o standardowym rozkladzie
normalnym. Pokaz, ze dla kazdego a > 0,

1
lim ~logP[S, > an] = —a®/2.
n—oo 1
Przyklad 1.3
Zat6zmy, ze zmienne {Xj}ren modeluja rzuty symetryczna moneta, tj.
P[Xy =0] =P[X; =1] =1/2. Wéwczas dlaa > 1/2,
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{Su>an} = (#{j : X; =1} > an}.
Dlak > an >n/2 prawdopodobieﬁstwo

P#{j : X;=1} =k = (Z)zm

jest maksymalizowane dla k = [an]|. Oznacza to, ze najbardziej prawdopo-
dobnym scenariuszem dla ktérego {S, > an} jest to, ze dla [an]| wartosci

j, X =1.

W trakcie wykladu bedziemy tez badali przyczyne duzych odchylen.
Jednym ze sposobéw na jej zrozumienie jest zbadanie zachowania prébki
na rzadkim zdarzeniu.

Powyzszy wynik méwi, ze jezeli S, > an to dla duzych n, to X3 =1
z prawdopodobieristwem a > 1/2. Zatem pod warunkiem {S, > an} z
wiekszym prawdopodobieristwem obserwujemy X; = 1.

Dowdéd. Dowéd przeprowadzimy w oparciu o analize podobna do tej z do-
wodu Twierdzenia 1.1. Zauwazmy najpierw, ze dla n, = [an| mamy

o1 ()4 () £ B

k=n, k=n,

Zauwazmy, ze

LTt B () <

Z drugiej strony

1 - (n—1
P[X; =1, 5, >n,] = E]P[Sn—l >n—1]=27" )] ( k )
k=n,—1

= (na ) 1) ”il (n— naza .(n ; 1—k)

k=n,—1




6 1 Wstep

gdzie

B e £ ()

k=ny—1 Na j=0

Zbierajac skrupulatnie zebrane oszacowania dostajemy
-1
(1)

P[X;=1|S, > an] = W
Ng

(1+0(1)) = %(1-1—0(1)) .

Zadanie

Zal6zmy, ze zmienne { Xy }ren sa iid o standardowym rozktadzie normal-
nym. Rozwazmy S, = Xj + ... + Xj,. Pokaz, ze dla kazdego a > 0 rozklad
X; pod warunkiem zdarzenia {S, > an} zbiega stabo do rozkladu normal-
nego o $redniej a i wariancji jeden.

Zadanie

Zal6zmy, ze zmienne {Xj }ren sa iid o standardowym rozktadzie normal-
nym. Rozwazmy S, = Xj; + ... + X,,. Pokaz, ze dla kazdego « € (1/2,1)
rozklad X; pod warunkiem zdarzenia {S, > n*} zbiega stabo do rozktadu
normalnego o $redniej zero i wariangji jeden.

1.3 Twierdzenie Sanova dla skonczonego alfabetu

Naszym celem jest prezentacja mozliwie ogdlnych narzedzi, ktére pozwa-
laja stwierdzi¢ jaka jest najbardziej prawdopodobna konfiguracja X, ... X,
dla ktorej obserwujemy rzadka wartos¢ S,,/n. W tym celu przejdziemy na
nieco bardziej abstrakcyjny jezyk. Zauwazmy, ze S, /n jest niczym innym
jak érednia empiryczna z liczb Xy, Xy, ..., X,,. Aby badaé warto$ci ostat-
niego ciagu rozwazac bedziemy miare empiryczna

1 2
Ln = — Z 5Xk.
Ly

Wowczas L, jest losowa miara na R. Koncept ten mozna sformalizowa¢
zadajac strukture o-ciala na przestrzeni miar probabilistycznych na prostej.
Tak daleko posuniety formalizm nie bedzie nam jednak potrzebny. Miara
empiryczna L, wiaze sie ze $rednia empiryczna S, /n poprzez

S,/n= /s L, (ds).

Powyzsza rownos¢ bedzie dla nas oznacza¢, ze rzadkie zdarzenia dla S, po-
chodza od zdarzen rzadkich dla L,. Jednakze te ostatnie daja dokladniejsza
informacje o ciagu Xj, X, ..., Xy.
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Na poczatek zaklada¢ bedziemy, ze zmienne {Xj}ren tylko skoricze-
nie wiele wartosci. Powiemy, Ze spetniony jest warunek (I') jezeli zmienne
{Xk }ren przyjmuja wartosci w skoniczonym zbiorze I' takim, ze

r={12...,r}CN
dla pewnego r € IN przy czym
ps =P[X; =s] >0, sel.

Miara empiryczna L, jest losowym elementem przestrzeni miar probabili-
stycznych na I' oznaczanej przez

r
Ml(r) = {V = (1/1/1/2/' "IVT) € [O,l]r . Z]/] = 1} .
j=1
Podkreslmy, ze v = (vq, vy, ..., 1) jest utozsamione z miara
T
vV = Z 1/]5]
k=1

Na M; (T') rozwazaé bedziemy metryke pochodzaca od normy catkowitego
wahania,

1 T
d(u,v) = 5 Yo luj—vl.
=1

Teza powyzszego twierdzenia jest rownowazna z

nh_r)rolo d(Ly,p) =0p.w.

Dowdd. Jest to wniosek z mocnego prawa wielkich liczb. Zauwazmy naj-
pierw, ze miara empiryczna zapisuje sie jako

n
L, = Z Ly,j6;,
=1
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gdzie
1 .
Ln,j = E#{k S {1,2,...,71} : Xk = ]}

Wystarczy zauwazy¢, ze skoro I jest zbiorem skoficzonym, to
1 ' 1 2
;#{k S {1,2,...,1’1} . :]} = E 2 ]L{szj} — 0;
k=1

pociaga
r
lim d(Ly,p) = lim ~ Z IL,; — pj| = 0p.w.
j:l

n—00

Wobec powyzszego dla € > 0 zbior
{d(Ln,p) > €}

nazwalibySmy zdarzeniem rzadkim. Chcemy teraz zbada¢ prawdopodo-
bieristwo z jakim powyzsze zdarzenie zachodzi. Dla a > 0 przez B,(p)
oznacza¢ bedziemy domknieta kule w M;(I') o $rodku w punkcie p i pro-
mieniu a > 0, .

Ba(p) = {v e My(T) : d(p,v) < a}.

Wobwczas

{d(Lu, p) > €} = {Ln c B—(m}

Podkres§lmy w tym miejscu, ze B:(p)" jest otwartym podzbiorem M (T').

Dowdd. Niech

:{k:(kl,kz,..., ENr Zk —n}
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Wéwezas 1K, C M, (T). Poprzez utozsamienie k € K, z miara v, (k) = k/n.
Dla kazdego k € K,

k-
P |VjcT, Ly,(j) = ﬂ = n!Hm.

r ks
Qu(a) =  max (n'H%) :

B keKy :vy(k)eA s—1
Skoro L,, € %Kn, to

Qn(a) <P[L, € A] < |Ky|Qu(a).
Ze wzoru Stirlinga
1 4 p'S‘S L ks ks log(n)
- | Fs | — %s _ 2s e\t
nlog (n.gk5!> ;n (logpS logn>+O< - )

jednostajnie ze wzgledu na k € K. Skoro suma po prawej stronie jest réwna
—H(vy(k)|p) oraz |K,| = O(n"~1) mamy

1 1 1
Elog]l’[Ln €eAl=0 (%(n)) + Elog Qn(a)

_oflslmy
_O< » ) keKnI:I}/tng)eAH(Vn(k)‘p)' (1.2)

Aby zakorniczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze

(i) Zbioér U,en{vn(k) : k € K, } jest gesty w My (T).
(ii)Funkcja v — H(v|p) jest ciagta na M;(T').

Powyzsze warunki gwarantuja, ze dla kazdego v € A istnieje ciag {ky }nen
taki, ze k,, € K, dla kazdego n € IN,

lim d(vy(kn),v) =0, lim H(vy(ky)|rho) = H(v|p).

n—o00 n—oo

Skoro A jest zbiorem otwartym powyzsze daje

li in  H(vu(k)|p) < H
imsup  min (va(k)|p) < H(v|p)

Skoro powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla kazdego v € A,



10 1 Wstep

< .
llrnnjoljpk%rr};r(lk)e , H(vu(k)lp) < minH(vlp)

Z drugiej strony nier6wnos¢

lim inf i H(vn(k > min H
e Tilgea T 0010) = i H(vle)

jest prawdziwa dla kazdego A. Ostatnie dwa szacowania pokazuja, ze

li i H .

am N H(vu(k)|p) = min H(vlp)
Odwotanie sie do (1.2) koriczy dowdd. a
Lemat 1.7

H(-|p) jest skoriczona, ciagta i §cile wypukta na M; (T'). Dodatkowo H(v|p) >
0 przy czym réwnoéc¢ zachodzi tylko dla v = p.

Dowdd. Pozostawiamy jako ¢wiczenie. O

Zadanie
Znajdz H(v|p) w przypadku, gdy p jest rozkladej jednostajnym na I', a v
jest rozktadem jednostajnym na I C T.

Zadanie
Pokaz, ze dla kazdego zbioru A C M;(I') zachodzi

— inf H(v|p) < liminf— ]P L, € A]

VEA® n—o0
< limsup IP[L € A] < — inf H(v|p).

n—ro0 vEA

1.4 Zasada kontrakcji

Twierdzenie Sanova pozwala wnioskowaé o zachowaniu $redniej arytme-
tycznej S,,/n. Zjawisko to nazywa sie zasada kontrakcji. Opieraé sie be-
dziemy na tozsamo$ci

Sp/n = /sLn(ds).

Dla miary v na I bedziemy pisaé

m(nu) = /sv(ds).

Skoro T jest zbiorem skoniczonym, to m: M;(I') — R jest odwzorowaniem
ciaglym. Oznacza to dokladnie, ze dla otwartego U C R zbiér

m U] = {ve M(T) : m(v) € U}
jest otwartym podzbiorem M (T').
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Twierdzenie 1.8
Zat6zmy warunek (T'). Dla zmiennych iid { X }¢en 1 otwartego U C R,

lim llog]P[Sn/n el] = —inf{H(v|p) tVE m‘l[u]}

n—o0 11

Dowéd. Zauwazmy, ze
{Su/meu} ={L, emu)}.

Teza wynika zatem z twierdzenia Sanova. O

Przyklad 1.9
Rozwazmy I' = {0,1}, U = (a4, 4+0) oraz pp = p; = 1/2. Stosujac Twier-
dzenie 1.8 otrzymujemy

lim lloglP[Sn > an] = —inf {H(v|p) : m(v) > a}

n—oo 11
Dla v = ad; + (1 — &)y mamy

H(v|p) =log(2) + alog(a) + (1 — ) log(1 — «).
Stad, jezelia > 1/2, to

inf{H(v|p) : m(v) > a} =log(2) +alog(a) + (1 —a)log(1 — a).

1.5 Zadania

Ponizej prezentujemy zadania do tego rozdziatu.

Zadanie 1.1
Pokaz, ze dla kazdego dodatnbiego n € IN,

nlog(n) —n+1<log(n!) < (n+1)log(n+1) —n.
Wywnioskuj staba wersja wzoru Stirlinga
log(n!) = nlog(n) —n+ O (log(n)).

Zadanie 1.2

W tym zadaniu zaprezentujemy probabilistyczny dowéd wzoru Stirlinga.
Rozwazmy zmienne {Xj}ren iid z rozktadem wykladniczym ze Srednia
jeden. Niech S, = }.i; X;. Uzasadnij, ze
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Sn_n

NG

Pokaz, ze sup, . E[(Sn — 1)?/n] < o0 i wywnioskuj, ze
S,—n

Pokaz, ze dla kazdego n € IN zmienna S, ma rozklad o gestosci

= N(0,1).

}:m—n.

1 n—1,—x
mx e I]'{X>0}
i wylicz, ze
S,—n

Wywnioskuj, ze

. V2nmne™"
lim —— =1.
n—o0 n!
Zadanie 1.3
Pokaz, ze dla zmiennej losowej N o standardowym rozkladzie normalnym

i dodatniego x zachodza nieréwnosci

1 1 1
\/271@7"2/2 (— — —) <P[N > «x] < \/27Te’x2/2;.

x x3

Zadanie 1.4
Rozwazmy S, = Y"1 Xj, gdzie {X;};en sa iid o standardowym rozkiadzie
normalnym. Pokaz, ze dla kazdego a > 0,

lim 1logll3 Sy > an] = —a*/2.

n—00 1
Zadanie 1.5
Zal6zmy, ze zmienne {Xj }ren sa iid o standardowym rozktadzie normal-
nym. Rozwazmy S, = X; + ...+ X,,. Pokaz, ze dla kazdego a > 0 rozklad
X; pod warunkiem zdarzenia {S, > an} zbiega stabo do rozktadu normal-
nego o $redniej a i wariancji jeden.

Zadanie 1.6
Niech zmienne {Xj}ren beda iid z rozktadem Poissona z parametrem je-
den. Rozwazmy S, = X; + ...+ Xj;,. Dla a > 1 znajdz

lim 1 logP [S, > an].

n—oo mn
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Znajdz staba granice dla
un(A) =P[X; € A|S, > an, A € Bor(R)
przy n — oo.

Zadanie 1.7
Niech zmienne {X; }recn beda iid z rozktadem

P[X; = —1] = P[X; = 0] = P[X; = 1] = 1/3.
Dla S, = }i; Xjix > 0 znajdz

lim P[S, > xn].

n—o00

Zadanie 1.8
I, jest skoriczona, ciagla i Scisle wypukta na M;(I'). Dodatkowo I,(v) > 0
przy czym réwnos$¢ zachodzi tylko dla v = p.

Zadanie 1.9
Znajdz I,(v) w przypadku, gdy p jest rozkladej jednostajnym na T’, a v jest
rozkladem jednostajnym na I C T.

Zadanie 1.10
Pokaz, ze dla kazdego zbioru A C M;(I') zachodzi

1
— inf H(v|p) <liminf =P [L, € A]
vEA® n—oo 11

< lim sup %IP [L, € A] < —1/iI€1£H(1/|p).

n—oo
Zadanie
Udowodnij, ze

— lim inf H(v|p) = nli_r)r.}o%logll)[Ln €Al = —32£H(1/|p).

n—ooyec ANK;,

dla kazdego
AC{ve Mi(T) : v<<p}

takiego, ze A C cl(int(A)). Pokaz, ze dla takiego A,

inf H(v|p) = H(v"|p)

dla pewnego v* € cl(int(A)).
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Zadanie 1.11
Znajdz domkniety zbiér A dla ktérego granice

lim inf H(v|p), lim %log]P[Ln € A]

n—o00 ye ANK,, n—oo
nie istnieja.

Zadanie 1.12
Znajdz zbi6ér domkniety A taki, ze

inf H <oo, A=cl(int(A)), inf H — 0.
inf (v[p) < o0 cl(int(A)) Lot (v|p) = o0

Zadanie 1.13

Niech G bedzie otwartym podzbiorem M; (T'). Niech R bedzie miara wylo-
sowana jednostajnie z G. Rozwazmy Xi, X5 ... iid rozkladem R. Pokaz, ze
dla kazdego otwartego A,

lim llog]P[Ln € Al = —inf I(v),

n—oo 1 VEA

gdzie

I(v) = ;ggH(V|M)-
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Duze odchylenia na prostej

Streszczenie Zbadamy teraz klasyczny przypadek sum niezaleznych zmiennych
losowych. Zobaczymy jak techniki oparte na zamianie miary pomagaja bada¢ wiel-
kie odchylenia. Rozwinieta w tym rozdziale teoria ulatwi nam obchodzenie sie z
ogoblna teoria w nastepnym rozdziale.

2.1 Twierdzenie Craméra

Naszym celem jest prezentacja ogélnej wersji Twierdzenia 1.1.

Dowdéd powyzszego twierdzenia przeprowadzimy w dwoéch czeSciach,
poprzez uzasadnienie dwoéch nieréwnosci.

Dowéd < w Twierdzeniu 2.1. Pokazemy, ze dla kazdego x > E[Xj],

limsup%log]P [Sn > an] < —I(x).

n—oo

Ustalmy A > 0. Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa
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P[Sy > xn] =P [e/\sn > e/\nx] < e MYE [e)‘S"] = ¢ MR [e)‘Xl]n.

Stad
%log]P [Sn > xn) < — (Ax ~logE ["’m]) ’

Skoro A > 0 jest dowolna mozemy wywnioskowag, ze

lim sup % loglP [S;; > xn] < —sup (Ax —logE [eAXl]) .

n—o0 A>0

Aby formalnie zakoniczy¢ dowo6d nierdwnosci pozostaje pokazad, ze

sup {Ax —logE [e/\Xl] } = sup {Ax —logE [e’\xl] } > 0.

AER A>0
Dokonamy tego w niedalekiej przysztosci. O
Uwaga 2.2

Zauwazmy, ze pokazali$my, ze dla kazdego x > E[X;] oraz kazdego #,

P[S, > xn| < e (), (2.1)

Przed prezentacja reszty dowodu Twierdzenia 2.1 przedstawimy nieco
wiecej teorii. W szczegdlnosci przyjrzymy sie nieco dokladniej wyraze-
niu definiujacemu I(a). Zauwazmy, ze funkcja s — logE [¢"X1] zalezy od
zmiennej losowej Xj tylko poprzez jej rozkiad.

Jezeli X; ma rozklad p, to Ay (A) = logE [e*1].

Przyklad 2.4
Jezeli uy = N(0,1), czyli jest zadana przez gestos¢
1 2
dx) = ——e ¥/2dy,
pldx) = =

to funkcja tworzaca momenty wylicza sie poprzez standardowy rachunek
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) 1 2 00 (s-7)2 2
e/\ses/ZdSZ_e/\/Z/ g A2/2.

eAH(A):/OOL s=ce
—00 \/27T V27T —0

Podsumowujac
Apro1)(A) = A?/2.

W przypadku y = N'(m,0?), czyli 4 danego przez

1 2 2
dx) = e—(x—m) /(20%)
p(dx) —

poprzez analogiczny rachunek (lub rozwazenie odwzorowania x — ox +m
otrzymujemy
A (mor)(A) = Am + A0 /2,

Przyklad 2.5
Rozktad p = Poi(y) dla v > 0 zadaje sie przez

u({k}) = %w, keN.

Czyli
Apoi(y)(A) =7 (62‘ - 1) :

Przyklad 2.6
Dla standardowego rozkladu wykladniczego y = Exp(1) danego przez

p(dx) = e "Lmpydy
mamy

Ay(A) oo/\x—x _ 1/(1_)\) A<,
e —/()eedx—{+oo A>1

Lemat 2.7
Niech u bedzie dowolnym rozktadem prawdopodobieristwa na R. A, jest
wypukia funkcja zmiennej A. W szczegd6lnosci,

D:={A:Au(A) < 0}

jest przedzialem zawierajacym zero.
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Dowdd. Niech 0 < & < 1. Wéwczas dla A, A, € D,

exp {AV(OC/\l + (1 . 0())\2)} — /60(/\154’(10())\25“((15)

_ (/emu(ds)y (/ehsﬂ(dso

Ay(ad + (1 —a)Ar) < aAy (A1) + (1 —a)Ayu(A2).
Co pokazuje wypuklosc i daje w szczegolnosci, ze aA + (1 —a)A, € D. O

1—a

Stad

Przypomnijmy, ze dla A C R przez int(A) oznaczamy wnetrze zbioru
A, czyli najwiekszy zbiér otwarty zawarty w A.

Lemat 2.8
Niech p bedzie dowolnym rozkltadem prawdopodobieristwa na R. Ay, jest
klasy C* na zbiorze int(D) oraz

n
d(i\ne/\?‘(/\) = /s”eAsy(ds), A € int(D).

Dowdd. éwiczenie. O

Definicja 2.9
Niech f: R — [0, +0c0o] bedzie funbkcja wypukia. Transformata Legen-
dre’a f* funkgji f nazywamy odwzorowanie f*: R — [0, o] dane wzo-

fr(x) = sup (Ax = f(A)).
AER

Lemat 2.10
Niech p bedzie dowolnym rozkladem prawdopodobienistwa na prostej.
Transformata Legendre’a A funkeji tworzacej kumulanty A, rozktadu p
ma nastepujace wlasnosci.
@ A, > 0.
(i) Ay jest poiciagta z dotu.
(iii) Ay jest wypukla.
(iv) Jeslim = [ su(s) € R jest dobrze okreslona, to Aj(m) = 0. Jezeli x > m,
to
A (x) = sup {Ax — Au(A)}.
A>0

Jezeli x < m, to
A (x) = sup {Ax — Au(A)}.
A<0
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(v) Jesli Ay (A) < oo dla wszystkich A € R, to
()
X[ fxleo

00,

Przypomnijmy, ze funkcja f: R — R jest polciaglta z dotu, jezeli dla
dowolnego ciagu x, — x zachodzi

liminf f(x,) > f(x).

n—o0
Dowdd. Zasadnos¢ (i) wynika wprost z definicji, biorac A = 0. Aby uzasad-

ni¢ (ii) zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu x, — x i dowolnej A € R,

liminf Ay, () > liminf Ax, — Au(A) = Ax = Ay (A).

Optymalizujac po A otrzymujemy teze. Dla uzasadnienia (iii) rozwazmy
nieujemne & + B = 1 i dowolne rzeczywiste x i y. Dla A € RR,

Max +By) = Ap(A) = a(Ax = Au(A)) +B(Ay — Ap(A)) < ay(x) +BAL(Y)-
Pierwszy postulat (iv) wynika z nieréwnosci Jensena, poniewaz dla X ~ ,
Ay(A) =logE [eAX} > E [loge/\x} = Am

Przy czym réwnos$¢ zachodzi tylko dla A = 0. Rozwazmy x > m oraz A < 0.
Woéwczas
Ax — Ap(A) < Am — Ap(A) < Ay(m) =0.

Stad
Ay (x) = sup {Ax — Ap(A)}.
A>0

W analogiczny sposéb rozumujemy dla x < m oraz A > 0. Aby uzasadni¢
(v) zauwazmy, ze dla kazdego A,

A (x) x Ay(/\).

Jezeli przyktadowo x > 0, to powyzsze dla A > 0 implikuje
Ag(x)
x|

- M)

>\
x|

> A

Co pociaga teze. O

Przyklad 2.11
Niech u = N(m,0?). Jak juz sprawdziliémy wczesniej A, (A) = Am +
A202 /2. Przez prosty rachunek A (x) = (x— m)?/(202).
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Przyklad 2.12
Dla y = Poi(y) mamy Ay (A) = y(e* —1). Stad A (x) = xlog(x/7) —x+1.

Przyklad 2.13
Dla p = Exp(1) mamy

[ —=log(l—A) A<1

oraz |
wrn_ Jx—1—logx x>0
AV(x)_{+oo x<0

Zauwazmy, ze (v) poprzedniego lematu nie jest spelnione w tym przy-

padku.
Przyklad 2.14

W przypadku modelowania rzutéw moneta wybieramy
1 1
= 0o+ =91
B = 50T 5%
Woéwczas .
M) = E(e’\ +1)
oraz

. {xlogx—l—(l—x)log(l—x)—|—10g2 x € [0,1]
Ay(x) =
400 poza tym.

Przypomnijmy, ze w tym przypadku pokazalismy juz, ze dla x > 1/2,
1 "
Elog]P [Sn > xn] — —Ay(x) (2.2)
Aby udowodni¢ dolne ograniczenie w Twierdzeniu Craméra, tj.

liminfllog]P {% > x} > —1I(x) = —Ay(x),

n—o 1

bedziemy potrzebowali rodzin wyktadniczych lub przechylonych miar.
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nazywamy rodzing wyktadniczq dla p. Definiujemy dla A € D definiu-
[

my = /sm(ds).

Zauwazmy, ze dla A € int(D) mamy

d
my = d/\All(A)
Przyklad 2.16
Jezeli p = N(0,02), to Ay(A) = A%0?/2. Mamy

1y (ds) = oS A? 2/2 —s2/(20?) 1 ds.
2702

Oznacza to, ze uA jest po prostu rozkladaem normalnym N '(A¢?,0?)
W szczegolnosci daje to my = Ao?.

Przyklad 2.17
Dla rozkladu Poissona y = Poi(7y) mamy A, (A) = y(e* — 1) i stad
Ak7 Te —y
() = S 1

Innymi stowy u, = Poi(ety) W szczeg6lnosci m, = ety.

Przyklad 2.18
Dla standardowego rozktadu wyktadniczego 4 = Exp(1) mamy

—log(1-A) A<1
AV(/\):{-I-oog( ) A>1

W tym przypadku, dla s > 0,

pa(ds) = (1 - )\)eASe_Sds =(1- A)e_(l_A)sds

Czyli py = Exp(1 — A) oraz my = 3.

Przyklad 2.19
Dla rzutéw moneta:
1 1 Au(A)) 1
V—§(50+§(51, et E(l—{—e)
oraz 0 "
e 1 1
ua({0}) = m({1}) =

%(14—8/\)5:6)‘4-1’ er 41

Zatem ) opisuje rzut moneta, na ktérej orzet wypada z prawdopodobier-
stwem e /et +1). Stad m), = e*/ (e} +1).
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Przypomnijmy, ze przez noénik miary probabilistycznej y nazywamy
najmniejszy zbiér domkniety o mierze jeden.

Lemat 2.20
Niech u bedzie dowolnym rozkladem prawdopodobieristwa na proste;.

(i) Niech S, bedzie otoczka wypukia nosnika u. Wéwczas,
Ay, = +ocona (S,)°

gdzie (S;)¢ oznacza dopelnienie S,,.
(ii) Zaté6zmy D = R. Wéwezas,

Ap(x) =Ax = Ay(A) & x=m, (2.3)
(iii) Zat6zmy D = R. Wéwczas
int(S,) = {m)|A € D}
W szczeg6lnosci Aj(x) jest skoriczone dla x € int(Sy,).

Dowdd. Na potrzeby dowodu wprowadZmy oznaczenie

g:(1) = [ e Iu(ds).

Wobwczas

A (x) = /5\1615 {/\x - log/e)‘sy(ds)] = —log)%g]lf{gx()\).
Aby uzasadni¢ (i) rozwazmy x > sup{s : s € S,}. Z definicji s —x <
0 p— pw. Oznacza to, ze gx(A) — 0 przy A — oo. Stad Aj(x) = +oco.
Przypadek x < inf{s :s € S,} jest badany analogicznie. Dla dowodu (ii)] i
(iii) rozwazmy x € int(S,). Woéwczas

Jigpo) € p(ds) — +oo
gx(A) > o) M) (aer
= s—x
f(_oo,x} e 1 (ds) faud +o0

Skoro gx(-) jest gtadka i wypukia, to ¢ ma minimum w pewnym 7 € R.
Aleg(n) =infyg(A) & 0=¢(n) & x=my 0

Druga czes¢ dowodu Twierdzenia Craméra. Wykorrzystujac zgromadzony apa-
rat jesteSmy w stanie udowodni¢ ogélniejszy rezultat. Pokazemy, ze dla do-
wolnego otwartego U C R oraz x € U zachodzi

lirr}linf%logllj (Sn/nel) = =Ny (x).
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Zgodnie z Lematem 2.20, wystarczy rozwazy¢ x € UNS,. W wypuklosci
A;“[ jest rosnaca dla x > m i A;‘l jest malejaca dla x < m. Wystarczy zatem
rozwazy¢ x € UNintS,. Ze wzgledu na nasze zatozenie D = IR, istnieje A €
R taka, ze [sp,(ds) = m, = x. Niech P, bedzie prawdopodobieristwem
takim, ze Xj, Xy, ... sa niezaleznymi i identycznie roztozonymi zmiennymi
losowymi pod IP,, wszystkie o rozktadzie u). Wéwczas S, /n — m) = x,
IP)— prawie na pewno. Poniewaz U jest otwarte, istnieje ¢ > 0 takie, ze
Ue(x) = {s:|s—my| < e} CU.Mamy

P[S,/ne U] >P[|S,/n—my| < ¢

g
K

Zauwazmy, Ze skoro

x1+...+xn -~ ‘<€} :u(dxl) c V(dxn)

x]) pp(dxy) ... pua(dxy).

x1+ At ‘<e}

n ;TV(xj) :eA(x1+-..+xn)—nA;4(/\)
j=17FA

f

Przy czym, jak juz zauwazyliSmy, ostatnie prawdopodobieristwo dazy do
1. Stad

} n c(li_pf;(xj) pa(dxr) .. pa(dxn)

X1+...+x

> M) =nAmtel AN, (1S, /n — my | < €]

nnhinf%mglp [Su/n € U] > — (Amy +lA]) — Au(A)) = A%(my) —e[A]

Rozwazajac teraz ¢ — 0 otrzymujemy teze O

Twierdzenie Craméra mozna uogoélni¢ w nastepujacy sposéb.
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liminfllog]P(Sn/n € U) > — inf Ay(x).
xel

n—o 1

Uwaga 2.22
Jesli D = R, dla kazdego x € R istnieje A = A(x) takie, ze m, = x. Zoba-
czymy poOzniej, ze
r [Xl €A |Sn/n > x] — ‘Z/l/\(x)(A)
Uwaga 2.23

Zaklézmy, ze m = E[X;] < oo ale Ay (A) = oo dla kazdego A > 0, wéwczas,
dla wszystkich x > m = E[Y]

%log]P[Sn/n >x]—=0

Wynika to z Twierdzenia 2.21 z A = [x, ), zauwazajac, ze A;(x) = 0w
tym przypadku. Innymi stowy, P [S,,/n > x| maleje wolniej niz wyktadni-
czo. Okazuje sie, ze w tym przypadku mamy

P[X; € AlSy/n>x]— u(A).

Uwaga 2.24

Dla dowolnego borelowskiego A, iloglP(S,/n € A) nie musi zbiega¢
(podaj przykiad!). Jedli natomiast A jest otwarty i wypukly, to woéwczas
lim, LlogIP[S,/n € A] istnieje (¢wiczenie).

2.2 Serie w spacerach losowych

Rozwazmy teraz spacer losowy Sp = 0, S = Zile X, k=1,2,..., gdzie
X1, X, ... saiid z rozkladem yu, gdzie y jest miara prawdopodobieristwa na
(R, B (R?)). Dla borelowskiego A C R? rozwazmy

Rn;:max{Z—k:ogk<1§n,S;:IfkeA}

Woéwczas Ry, jest dlugoscia najdtuzszego bloku do czasu n, ktérego Srednia
nalezy do zbioru A.

Przyklad 2.25
Rozwazmy zmienne modelujace niezalezne rzuty moneta

X — 0 z prawdopodobieristwem 1/2
1 z prawdopodobieristwem 1/2

Dla A = {1}, R, staje sie dlugoscia najdtuzszej serii jedynek do czasu n.
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Rysunek 2.1. Trajektoria spaceru losowego o przyrostach z rozkladem jednostaj-
nym na (—1/2,1/2). Na niebiesko oznaczone sa bloki o $redniej w przedziale
[1/11,1/2]. Kolorem czerwonym jest oznaczony najdtuzszy z nich.
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Rysunek 2.2. Trajektoria spaceru losowego o przyrostach z rozkladem jednostaj-
nym na (—1/2,1/2). Na niebiesko oznaczone sa bloki o $redniej w przedziale
[5/11,1/2]. Kolorem czerwonym jest oznaczony najdtuzszy z nich.
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Rysunek 2.3. Trajektoria spaceru losowego o przyrostach z rozktadem jednostaj-
nym na (—1/2,1/2). Na niebiesko oznaczone sa bloki o $redniej w przedziale
[3/11,1/2]. Kolorem czerwonym jest oznaczony najdtuzszy z nich.
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Aby zbadac¢ asymptotyczne zachowanie R, rozwazmy

S; — Sk
I —k

T, := inf {l : € A dla pewnego k takiego, ze 0 < k <[ — r}

czas oczekiwania na “blok A” o dtugosci co najmniej . Woéwczas

{Ry, > r} ={T, < n}.

Uwaga 2.27
Granica (2.4) istnieje, jezeli A jest otwarty i wypukly (¢wiczenie).

Przyklad 2.28
Dla rzutéw moneta i A = {1} mamy

P[S,/ne Al =27".

Stad A(A) = log2. Zatem: R,/ logn — 1/ log?2 prawie na pewno. Oznacza
to, ze R, ~ log, n. Na przykiad, dla n = 256, mamy R, ~ 8.

Dowéd Twierdzenia 2.26. Krok 1 Pokazemy, ze jezeli log(T;)/r — A(A), to

. Rn . T
lim = lim .
n—s00 log n r—00 log T,

W tym celu pokazemy dwie nieréwnosci

. Ry .
<
P Togn = A .

oraz R .
. . n > .
hrltgglf logn = A(A)

Zauwazmy najpierw, ze Tg, < n a co za tym idzie

(i)
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lim su " _ < limsu Rn = lim — ! 1
o log(n) = oom? log(Tr,)  r=eT,  A(A)

Co dowodzi nieréwnosci (i). Zauwazmy tez, ze nieréwnosc¢ (ii) jest spel-
niona automatycznie jezeli A(A) = oo. Mozemy wiec bez zmniejszania
ogodlnosci zatozy¢, ze A(A) < co. Przypomnijmy, ze {R, < r} = {T, > n}.
Dla dowolnego ¢ < 1/A(A) € (0, +o0] oraz n, = |clog(n)| mamy

{Ro <} = (T > ) = { ot < it -

Skoro r,/log(n) — ¢ < 1/A(A), to z prawdopodobieristwem jeden po-
wyzsze zdarzenia zachodza jedynie dla skoriczenie wielu n. Stad

lhmmfR— > c} =1

2 Tog(n)

dla dowolnego ¢ < 1/A(A). Wybierajac c, rosnace do 1/A(A) wniosku-
jemy, ze

Ry
_n s
hrrlr_lgogflog( 2 1/A(A)

prawie wszedzie. To dowodzi (ii).
Krok 2 Pokazemy, ze

log T

p — A(A) P — prawie na pewno

W tym celu, jak poprzednio, pokazemy dwie nieréwnosci. Bedziemy pisac
1i(A) =1P[s;/j € Al

Aby pokaza¢ liminf,_,. log(T:)/r > A(A) prawie na pewno napiszmy

n—r n Sl _ Sk
{Tr < n} C U U Ck,lr gdzie Ck,l = { & € A} .
k=0I=k+r

Stad, poniewaz IP(Cy ;) = p;_x(A) dlal — k > r otrzymujemy
— n o)
]P[Trgn SZ 2 }x[k l <22],l] <nZ‘u](A
k=0 I=k+ k=0 j=r j=r

Zatézmy, ze 0 < A(A) < oo i dla dowolnego € > 0 rozwazmy n =
[e"(A(A)=€) | Skoro dla dostatecznie duzych j, 1i(A) < e~ /(AMA)=¢/2) to dla
dostatecznie duzych r
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PT, <n <mny Zg*f(A(A)*e/Z) < o€r/2

j=r

Lemat Borela-Cantelliego daje liminf,log(T,)/r > A(A) IP-prawie na
pewno. Jezeli A(A) = oo, to ten sam argument z n = A(A) — € zastapio-
nym przez dowolnie duza stala daje liminf, log(T;)/r > A(A) [P-prawie
na pewno. W przypadku, gdy A(A) = 0 ostatnie nier6wnos¢ jest oczywista.
Pokazemy wreszcie

limsuplog(Ty)/r < A(A)

r—00

Rozwazmy w tym celu zmienna losowa
oy = inf{l : (Slr - S(l_l)r/r S A}

Skoro zmienne {S;, — S(;_1), }1enN sa iid widzimy, ze 0; ma rozklad geome-
tryczny parametrem i, (A). Stad dla dowolnego n,

Ploy > 1] = (1— i (A))" < exp {~njir (A)}
Rozwazmy teraz n = n, = |e"(AMA)+€) | Skoro p,(A) > e "(AMA+e/2) dla
dostatecznie duzych 7, to

Plo, > n] < exp {—e’e/z}

Powolujac sie raz jeszcze na Lemat Borella-Cantelliego o, > n, dla dosta-
tecznie duzych r. Stad
T, <roy < rny

dla dostatecznie duzych r a co za tym idzie

limsuplog(Ty)/r < A(A) +e.

r—00

Rozwazajac ostatnie przejscie graniczne € — oo korficzymy dowdd. O

Przyklad 2.29
Rozwazmy ciag niezaleznych zmiennych losowych Xj, X5, ... o wspélnym
rozkladzie

P[X; =1/2] =P[X; =3/2] =1/2.

Chcemy zbada¢ asymptotyczne zachowanie E[(S,/n)"]. Z jednej strony,
patrzac na prawo wielkich liczb S,/n — 1, mozna przewidywaé, ze
E[(S,/n)"] zbiega do jedynki. Nie jest to jednak prawda. Z Twierdzenia 1.1
funkcja intensywnodci jest

I(a) = {10g(2)+ (a—%) log <a—%> +(3—a)log(3—a),ac [%,%} .
00, poza tym
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Mamy

1) 3/2
E[(S,/n)"] = / na”fllP[Sn/n > alda = / na”fllP[Sn > na)da
0 1/2

3/2
~ / e"log(@) =10} gy ~ exp {n sup[log(a) — I(a)]} :
1/2 a>0

Stad

lim lloglE [((Sp/n)"] =0, gdzie b = sup[log(a) — I(a)].

ntooco 1 a>0

Jezeli oznaczymy przez a* oznaczymy argument dla ktérego przyjety jest
ostatni kres to mozna sprawdzi¢, ze (zadanie) a* > 1 oraz b > 0. Oka-
zuje sie wiec, ze zachowanie E[(S,/n)"] jest dyktowane nie przez typowe
zdarzenia, ale przez zdarzenia rzadkie dla ktérych S, ~ a*n.



3
Ogo6lna teoria

Streszczenie Przedstawimy teorie wielkich odchyleri na przestrzeniach polskich.

Niech S bedzie osrodkowa prestrzenia topologiczna metryzowalna w
spos6b zupelny. Przez d oznacza¢ bedziemy zupelna metryke na S oraz
dlaxe S, e>0,

Be(x) ={y €S : d(x,y) <€}

Lemat 3.2
Warunki obecne w Definicji 3.1 sa rownowazne. Dodatkowo kazda pélcia-
gla z dotu funkcja przyjmuje swéj dolny kres na niepustych zbiorach zwar-

tych.
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Dowdd. Zadanie. O

Rozwazac¢ bedziemy miary probabilistyczne na S. W tym celu oméwimy
pokrétce strukture borelowska na S. Przez X oznacza¢ bedziemy co-ciato
borelowskich podzbioréw S, czyli

Y. =0(U : U C Sotwarty).

Przypomnijmy, ze U jest otwarty, jezeli moze by¢ zapisany jako dowolna
suma kul otwartych Be(x). Zauwazmy, ze wobec zaktadanej osrodkowosci S
kazdy zbiér otwarty moze by¢é wyrazony jako przeliczalna suma otwartych
kul. W konsekwencji X jest generowane przez kule, czyli

Y =0(Be(x) : x€S,e>0).

Miara probabilistyczna na S nazywaé bedziemy funkcje P: X — [0, 1] taka,
ze P[S] =1 oraz

P

U A

n>0

= Z P[Ay]

n>0

dla dowolnych parami roztacznych {A;, },eN z X.
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lim < log Pa[0] > —I(O) = — inf I(x).

n—oon xe0

Przyklad 3.5
Niech S = R. Dla zmiennych iid {Xj}ren potézmy S, = X3 + ... + X,.
Woéweczas ciag

P,[-] =P[S,/n € ‘]
spelnia zasade wielkich odchylent z predkoscia n i funkcja intensywnosci
I(a) = A*(a), gdzie

A*(a) = sup <)wz —log E [e“ﬂ) .
AER
Zauwazmy, ze jezeli E[|X|] < oo, ale E[e*X] = oo dla kazdej A > 0, to dla
X > IE[Xl],
A*(x) =sup (Ax —E [e*1]) =0.
up (A~ E |14

Oznacza to, ze (E[X1],00) C (A*)"![—00,0]. Funkcja tempa nie jest zatem
dobra.

Przyklad 3.6
Zal6zmy, ze T jest zbiorem skoriczonym. Dla S = M;(T). Dla {Xj }ren iid
z rozkladem p ciag miar

P[] =P

1 n
_Z(Sxke.
]

spelnia zasade wielkich odchyleri z predkoscia n oraz funkcja tempa I(v) =
H(v|p). Jezeli p({s}) > 0 dla kazdego s € T, to I jest dobra funkcja tempa.

Twierdzenie 3.7
Zat6zmy, ze {P,},eN spelnia zasade wielkich odchylen. Wéwczas sto-
warzyszona funkcja intensywnosci jest jedyna.

Dowéd. Zat6zmy, ze I oraz | sa funkcjami intensywnosci dla ciagu {P, } ,eN-
Chcemy pokazaé, ze J(x) = I(x) dla kazdego x € S. Rozwazmy ciag kul
otwartych By = By,n(x), N € IN. Wéwczas

o1
—I(x) < —I(Byy1) < hrlgg}fglog P,[Bn+1]

1
< limsup — log Pu[cl(B+1)] < —J(cl(Bn+1) < —](Bn),

n—o0
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gdzie w ostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z zawierania cl(Bn+1) € By.
Przechodzac z N do nieskoriczonosci i korzystajac z péiciaglosci | z dotu

Z\IIiglo](BN) = J(x).

Otrzymujemy w ten sposéb nier6wnos¢ I(x) > J(x). Przez symetryczny
argument otrzymujemy J(x) > I(x) a co za tym idzie I(x) = J(x). O

Fakt 3.8
Ciag miar probabilistycznych {P, },c spelnia zasade wielkich odchyleri z
predkoscia {7yn}nen oraz funkga tempa I wtedy i tylko wtedy, gdy spet-
nione sa dwa warunki
(D1”) Dla kazdej & < oo i kazdego mierzalnego I' C S takiego, ze cl(T') C

(&, +00)

lim sup 1 logP,[I] < —a
n—soo  In

(D2”) Dla kazdego x € S takiego, ze I(x) < oo i dowolnego mierzalnego

v C S takiego, ze x €T,

liminfiloan[F] > —I(x).

n—oo "}/n

Dowdd. Cwiczenie. O

Jedna z mozliwych strategii przy dowodzeniu, ze ciag miar probabi-
listycznych spetnia zasade wielkich odchyleri jest uzasadnienie gérnego
ograniczenia dla zbioréw zwartych. To uzasadnia ponizsza definicje.
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Przyklad 3.10
Rozwazmy ciag miar probabilistycznych {P,},cn na S = R zadany wzo-

rem 1 1
P,=-— —0y.
n 25()"‘ 2(511

Woéwcezas {P, },eN spelnia staba zasade wielkich odchyleni z dobra funkgja
tempa I(0) = 01 I(x) = oo. Dla zwartego K C R mamy bowiem P,[K] =
Jp(K) /2 dla dostatecznie duzych n. Stad

log P, [K] = — inf I(x)

xeK

dla dostatecznie duzych n. Dla otwartego O C IR mamy

log P,[O] = = — inf I(x).

—o0 0,n e 0 S ) 0eO
0 pozatym xe0

0 pozatym —
Zauwazmy, ze dla C = [1, +0),

logP,[C] =0 > —oo = — inf I(x).
xeC

Ciag ten nie spelnia wiec (silnej) zasady wielkich odchyler.

Widzimy, ze przejscie ze stabej do silnej zasady wielkich odchyleri wy-
maga uzasadnienia, ze ciag miar koncentruje wiekszo$¢ swych mas na zbio-
rach zwartych.

Definicja 3.11
Powiemy, ze ciag miar probabilistycznych {P, },cn na S jest wyktadni-
czo ciasny z predkoscia {Yn }nen, jezeli dla kazdej « > 0 istnieje zwarty
Ky C S taki, ze
1
limsup —log P, [S\ K] < —a.

n—oo In

Fakt 3.12

Jezeli ciag miar probabilistycznych {P,},en na S jest wykltadniczo ciasny
z predkoscia {v,}nenN spelnia staba zasade wielkich odchylen (z predko-
Scia {vn}neN), to spelnia (silna) zasade wielkich odchylen (z predkoscia

{’)’n } ne]N)-
Dowdd. Zadanie. O
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3.1 Lemat Varadhana

Sformulowanie zasady wielkich odchylen jak i zwiazana z nia wykladni-
cza ciasno$¢ sa pewna wykladnicza analogia dla stabej zbieznosci. Przy-
pomnijmy, ze ciag miar probabilistycznych na S, {P, },cN zbiega stabo do
miary probabilistycznej P jezeli dla kazdego domknietego C C S,

lim sup P,[C] < P[C]

n—o00

lub réwnowaznie dla kazdego otwartego O C S,

liminf P,[O] > P[O].

n—00
Zbadamy te analogie nieco dokladniej. Przypomnijmy, ze staba zbieznos¢
{P,}nen do P jest rtGwnowazna

lim P,[A] = P[A]

n—00
dla kazdego A C S takiego, ze P[0A] = 0. Podobny warunek mozna sfor-
mutowaé dla wielkich odchylen. Mianowicie, jezeli ciag {Py},en spetnia
zasade wielkich odchylen, to

lim ilog P,[A] = I(A)

n—o00 ’)/n
dla kazdego A dla ktérego

I(cl(A)) = xeigll(fA) I(x) = I(int(A)) = xe}r?th) I(x).

Zauwazmy, ze dla ciagtej funkcji I ostatnie warunek jest spetniony dla kaz-
dego A takiego, ze A C cl(int(A)) (poréwnaj z zadaniem ...).

Jest jeszcze jedno sformulowanie stabej zbieznosci {P,},en do P. Dla
dowolnej ograniczonej funkgji ciaglej F: S — R,

lim [ F(x) Pyfda] = /5 F(x) P[dx].
Nasz nastepny rezultat jest wykladniczym analogonem powyzszego wa-
runku.

Twierdzenie 3.13 (Lemat Varadhana)

Zat6zmy, ze rodzina miar probabilistycznych na S, {P,, },en spelnia za-
sade wielkich odchylen z predkoscia {7y, }nen oraz funkgja intensywno-
Sci I. Niech F: S — R bedzie ciagla funkcja ograniczona z goéry. Wow-
czas
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i, i / eF(®) P, (dx) = sup[F(x) — I(x)].

n=e Yn XeS

Dowdd. Niech
Ju(A) = /AeW Wp,(dx), Aex

oraz

a=supF(x), b=sup[F(x)—I(x).]

xX€S x€S
Zauwazmy, ze b < a.
Oszacowanie gérne: Zastosujemy rozbicie S. Niech C = F~1([b, a]). Dla
N € N potézmy

C}\]:F_l |:C]'I\£1,C§\]:|, j:1/2/---/N/

gdzie c =b+j(a—0b)/N. Woéwczas
N N
C= ]szl G
Skoro F jest ciagla, to wszystkie zbiory C ]N sa domkniete. Z zasady wielkich

odchyleni dla kazdego j,

) 1 N N
J— N — N
hr};n_;soljp - log P, [C] } < -] (C] )
Biorac pod uwage, ze F(x) < cN dla x € C]N otrzymujemy
N N
hg;s:jp’y_log]n( ) < 112%); [cj —1 (C]- >] .

Oszacowanie to mozna udoskonali¢ poprzez wykorzystanie nieréwnosci

N .
¢j' < 1anF(x) +(a—0b)/N
xECj
w nastepujacy sposéb

limsupilog]n(C) < max { inf F(x)— inf I(x)} —|—%(a—b)

n—oo In 1<j<N xeCJN xeC]N
1
< Flx)—1 —(b—
< ggvxseuc%[ (x) = I(x)] + N( a)
]

= sup[F(x) — I(x)] -l—%(a—b) <b+ %(a—b).

xeC
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Przechodzac z N — co otrzymujemy
lim sup 1 log J,(C) < b.
n—oo  In
Z drugiej strony skoro
lim sup — log Ja(S\C) <
n—o00
otrzymujemy

lim sup 1 log J.(S) < b.

n—oo  Yn

Oszacowanie dolne: Ustalmy x € S i rozwazmy € > 0. Zbior

Oxe={y €S : F(y) > f(x) — €}

jest otwartym otoczeniem x. Z zasady wielkich odchyler

lim mf —10g Py [Oxe] > —I(Oxe).

n—o00 ")/

Skoro I(Oxe) > I(x), to

11m1nfilog]n[ ] > F(x) —I(x) —

n—o00 ’)/n

Skoro [,,(S) > Ju(Ox), to wymierajac n — oo a nastepnie € — 0" i wreszcie
supremum po wszystkich x € S,

hmmfilog]n( S) > b.

n—oo ’)/n

Whiosek 3.14

Zat6zmy, ze rodzina miar probabilistycznych na S, {P,},en spelnia za-
sade wielkich odchyleri z predkoscia {7y },en oraz funkgja intensywnosci
I. Niech F: S — R bedzie ciagla funkcja taka, ze

lim hmsup—log/ ek ]1{13( y>my} Pr(dx) = sup[F(x) — I(x)].

M—o0 n—o00 ’)/n xes

Wobwczas

lim —log/ e P, (dx) = sup[F(x) — I(x)].

n—oo ’)/n xeS
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Dowdd. Niech

A(M) = limsup 1 log eV”F(x)]l{F(be} P,(dx) = sup[F(x) — I(x)].

n—oo Tn S x€S
Woéwcezas A(M) — 0 przy M — oo. Z nier6wnosci

e (FHINM) < gnP(x) < Gn(FIAM) L ()

i Lematu Varadhana otrzymujemy

sup[F(x) AM — I(x)] < 11m1nf— log/ el ) <
x€S n—o00
hmsup—log/e% n(dx) <sup[F(x) AM — I(x)] + A(M).
n—co In x€S
Przechodzac z M do nieskoriczono$ci i korzystajac, ze z monotoniczno$ci
sup,.g[F(x) AM —I(x)] — sup,.q[F(x) — I(x)] otrzymujemy teze. 0
Przyklad 3.15

Niech { X }ren beda iid z rozktadem takim, ze
A(t) =logE [etxl} <

dla kazdego t € R. Woéwczas z Twierdzenia Craméra P, [-] = P[S,/n € -],
gdzie S, = X; + ...+ X, spelnia zasade wielkich odchylen z predkoscia
Yn = n oraz funkcja tempa

I(x) = ilel]l};[tx — A(H)] = A*(x).

Ustalmy A € R. Niech F(x) = Ax. Skoro

/Senp(x)]l{lf(x)>M} P,(dx) = E [eASHH{Sn>Mn}} < g~ MntnA(A+1)

Z wniosku otrzymujemy zatem

1lo lE AS" = lo n(dx) — sup[Ax — A*(x)].
g g p

x€R

Z drugiej strony powyzszy ciag jest niewatpliwie stale rowny A(A). Ozna-
cza to, ze
A(A) = sup[Ax — A*(A)] = A™(A).
xeR
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Zadanie
Niech {Z, } e bedzie ciagiem zmiennych losowych takich, ze

P[Z, =0] =1-2py, P[Z, = £my] = px.
Pokaz, Ze jezeli
li 1 ) B
Jim, 108 pn = —oo

to rodzina rozktadéw {Z,} jest wyktadniczo ciasna i spetnia zasade wiel-
kich odchylen z funkgja tempa I(0) = 01i I(x) = oco. Zal6zmy dodatkowo,
ze my, = —log(pn)/n. Pokaz, ze

. 0IA <1
00 = g [p] ~ {1151

oraz A*(x) = |x|. Zauwaz wreszcie, ze A(A) # sup,[Ax — I(x)] oraz, ze
A* £ L

Lemat Varahdana mozna odwrécié. Potézmy

0,(F) = %log/se”F(x) P, [dx]

dla ciagtej i ograniczonej F.

O

Dowdd. Zadanie.

3.2 Duze odchylenia dla zamiany miary
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3.3 Reguta kontrakcji

WidzieliSmy juz, ze zasady wielkich odchylerr przenosza sie przez odwzo-
rowania ciagle. Ponizej prezentujemy ogdlne sformutowanie tego zjawiska.

O

Dowdd. i

3.4 Twierdzenie Sanova

Przypomnijmy, Ze zmienna losowa nazywamy mierzalne odwzorowanie
(Q,F) — (R,B(R). W podobny sposéb definiujemy losowa funkgje, lo-
sowa miare czy ogélnie losowy element przestrzeni mierzalnej. Przypo-
mnijmy, ze przez ¥ oznaczamy o-cialo podzbioréw borelowskich S.
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Niech {Y} } e bedzie ciagiem niezaleznych elementéw losowych S. Dla
n € N rozktad empiryczny {Yj }r<, zadaje sie jako

1 n
Ly:==)Y 6y, n=123...
gy

gdzie J; oznacza miare Diraca w punkcie x, okreélona przez

1,xe A
0:(4) = {o,ng.

Podkre$lmy w tym miejscu, ze L, = L,(w) jest losowa miara probabili-
styczna. Bedziemy rozwazaé L, jako losowy element przestrzeni

M;(S) = {P : P jest miara probabilistyczna na (S,X)}.

Przestrzeri M;(S) wyposazymy w topologie stabej zbieznosci. Przypo-
mnijmy raz jeszcze, ze ciag miar probabilistycznych {P,},cn na S zbiega
stabo do miary probabilistycznej P na S jezeli

lim /S £(s) Pp(ds) = /S F(s) P(ds)

n—oo

dla kazdej funkgji f z klasy Cp(S) ciagtych i ograniczonych odwzorowan
S — R. Przestrzern M;(S) wyposazona w topologie stabej zbieznosci, jest
ponownie przestrzenia polska (patrz [?]).

Dowdd. Nalezy pokazaé, ze

P |¥f € Cu(s) fim [ £(0)Lafex) = [ £ Plen)] = 1.
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Niech f € Cy(S). Mamy
n
56 LY RO,
3

Skoro f(Yj) sa ograniczonymi zmiennymi losowymi, to z mocnego prawa
wielkich liczb ostatnie wyrazenie jest zbiezne z p-stewm jeden do

:/Sf(s)P ds

Pokazalismy wlasnie, ze

Vf € Cy(S ng;o/f ) Luldx) = [ £(x) P }
Nalezy teraz uzasadni¢, ze z prawdopodobiefistwem jeden powyzsza zbiez-
no$¢ zachodzi dla wszystkich funkgi f € Cp(S). Skoro M;(S) jest osrod-
kowa, to dla kazdej miary istnieje przeliczalna baza jej otoczeri generujaca
staba topologie. Skoro zbiory bazowe z definicji sa postaci

d

to oznacza to, ze istnieje przeliczalna kolekgja funkdji f € C,(S) o nastepu-
jacej wlasnosci: P, zbiega stabo do P wtedy i tylko wtedy, gdy

u(s,e) = {Q e ms) : \ [5ers) ~ [ s <

lim /ka(s) P,,(ds) :/ka(s)P ds

n—oo

dla kazdego k € IN. Stosujac te obserwacje dla L, otrzymujemy teze, ponie-
waz

P |Vf € CGy(S 11m/f ) Lu(dx) = /f ]
[Vkelth/fk ) Ly(dx) = /f ]_1

Ostatnia réwnos$¢ wynika z tego, ze zdarzenie pod prawdopodobieristwem
to przeliczalny przekroj zdarzeni o prawdopodobieristwie jeden. O

Chcemy sformutowa¢ twierdzenie Sanowa na S. W tym celu konieczne
jest zdefiniowanie entropii.
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Przyklad 3.22
S=R,u=N(0,0%),v=N(mc?). Wowczas v < pidlax € R,
x—m)?
N
—(x) = 1 = 3 = e 20
i —x
d_}\(x) e 272

Zatem H(v|u) = m?/(20?), poniewaz

/log Z—Z(X)V(dx) —E {ZY”;U—Z mz} _ 2E[Y]m — m?

gdzie Y £ N (m,0?).

Lemat 3.24
Ustalmy u € M;(S). Funkcja H(-|u) jest nieujemna i $cisle wypukla na
M;(S).

Dowdd. Rozwazmy wypukla funkcje 11: R — R dana przez u(x) = xlog(x).

Mamy
dv dv
H(v|u) = /log <@> o log dydy/ < >dy

Z nieréwnosci Jensena wynika, ze H(-|u) jest nieujemna, bo

H(vluy) > u </ j—;dy> =u(l) =0.
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Dodatkowo réwnoé¢ sachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dv/du jest u-p.w.
stala co ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy v = u (obie miary sa probabi-
listyczne). Aby pokaza¢, ze H(-|u) jest (Scisle) wypukla napiszmy

H(avy + (1 —a)vp|u) :/u ((xﬁ-i—(l— )62;2) du

Sa/u(%)der(l—a)/u(i—f)dy
= aH(vi[p) + (1 — a) H(v2|p).

Zauwazmy, ze poniewaz u jest SciSle wypukla, nieréwnos¢ jest Scista dla
v1 # vp. Dlatego dla v; # v, mamy

H(avy + (1 - a)valp) < aH(valp) + (1 - )H@alp)  (3.0)
O

Bedzie nam potrzebny jeszcze jeden pomocniczy rezultat.

Lemat 3.25
Ustalmy v, u € M;(S). Wéwczas

H(v|u) = o </fdv—10g/efdﬂ>

Dowéd. Zal6zmy najpierw, ze v & i, czyli istnieje A € S takie, ze v(A) > 0
i u(A) = 0. Istnieje ciagta, nieujemna funkcja ciagta f taka, ze [ fdv =1
oraz u(supp(f)) = 0. Wtedy dla kazdego M > 0

/Mfdv—log/efdy:M.

H(v|p) = 400 = sup (/fdv—log/efdy)
feCy(S
Zal6zmy teraz, ze v < . Niech f € Cb(S). Zdefiniujmy ps € M;(S) przez

Stad

dyf o ef
du  [efdp’

dv dpuy
lo —dv— / log dv
(vlu) = / g (dyf dy>

f
= H(v|py) +/log <ﬁ> dv
Z/fdv—log/efdy

Mamy
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Skoro f jest dowolna, to daje

H(vlu) > sup ) (/fdv—log/efdy).

fEBY(S

Aby pokaza¢, ze H(v|u) < sup(---), wezmy

dv
f=log dn
dla ktorej
/fdv — log/efdy = H(v|n)
i przyblizamy funkcje f funkcjami z Cy(S) odpowiednio. 0

Skoro funkcja
1/r—>/fd1/—log/efdy

jest ciagta dla wszystkich f € Cu(S), to H(-|u), jako supremum funkgji
ciaglych, jest polciagta z dotu.

Dowdd Twierdzenia Sanowa: szacowanie dolne. Niech U C M;(S) bedzie otwarty.
Musimy pokazac:

oo 1 :
11;£r_1>1oro1fglog11’ [L, € U] > —I}QEIH(UW).
Wystarczy zatem uzasadni¢, ze dla kazdego v € U mamy
oo 1
ll}g})tolfglogll’ [L, € U] > —H(v|u).

Ustalmy v € U i bez straty ogoélnosci zalézmy, ze v < u. Dowdd prze-
prowadzimy w dwoéch krokach. Zatézmy najpierw, ze ¢ < v. Dla y =
(y1,--.,Yn) € S" niech

1 n
gn(Y) 4 Z‘Syk
k=1
Woébwczas
En(le -/Yn):Ln
Mamy
P[L, € U :/ dy1) ... u(d
[Ln € U] Wy)eu}#( y1) ... u(dyn)
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Rozwazmy teraz {Y} }xen iid o rozktadzie v. Niech
1 n
L,==Y 0y =20(Y],....Yy).
L=

Nasza reprezentacja dla IP[L, € U] zapisuje sie w terminach Y} jako

P[L, € U] = LHd 1{L,eu}]

Zauwazmy, ze skoro v € U a L], — v z prawdopodobieristwem jeden, to

lim P[L], € U] = 1.

n—o00

Aby zrozumie¢ zachowanie produktu napiszmy z mocnego prawa wielkich
liczb

%loggj—g( Zlogd —>/10g( >dv— —H(v|p).

Oznacza to, ze dla € > 0 zdarzenie

I 9 vy < n(H) )
= {]11 3 (Y;) >e

jest asymptotycznie pewne, czyli IP[B,(€)] — 1. Podsumowujac
P[L, € U] > e "HVIW+IP[L! e U, B,]

Stad
liminf%log]P (0w € U) > —(H(v|p) +¢)
n

Przechodzac z € — 0 otrzymujemy teze. JeSli u nie jest absolutnie ciagla
wzgledem v, zdefiniujmy ciag v, = (1 —1/k)v+pu/ki zauwaZmy, ze <K Vg
i, ze wzgledu na wypuklosé entropii, H(v¢|u) < (1 — )H(v|p). Z pierwszej
czeséci dowodu mamy

hmmf—log]P [L, € U] > —H(w|u) > —(1—=1/k)H(v|u).

n—oo 1

Biorac granice dla k — co otrzymujemy teze. O

Lemat 3.26

Zatozmy, ze {Yj}ren sa iid z rozkladem p. Ciag miar probabilistycznych
{PoL, l}ne]N spelnia staba zasade wielkich odchylen z predkoscia 7 i do-
bra, wypukla funkcja intensywnosci I(v) = H(v|u).



3.4 Twierdzenie Sanova 47

Dowéd. Wystarczy uzasadni¢ gorne szacowanie. Niech A C M;(S) bedzie
zbiorem zwartym. Zat6zmy bez straty ogolnosci, ze inf,c 4 H(v|p) > 0. Wy-
bierzmy 0 < a < inf,c4 H(v|p). Dla kazdego v € A istnieje f, € Cp(S)
takie, ze

/fydv - log/ef"dpt > .
Rozwazmy otwarte otoczenie v zadane przez
Uv) = {17 € My(S): /fvdj] —log/ef"d;t > oc}.
Zauwazmy, ze skoro Y maja rozkiad y, to nieréwnos¢ Markowa

P[L, € U(v)] = P { / fudLy > &+ log / erdy]

_p [ i 5 i
—n
S e—nzx |:/ efudy:| E [enffvdpn] — e—nzx.

Skoro A jest zbiorem zwartym, to z jego pokrycia {U(v)},c4 mozemy wy-
bra¢ podpokrycie zkoriczone {U(v;j)}i<n, n € N. Stad

N
limsupilog]P[Ln € Al < limsupllogZ]P[Ln ceU(v)] < —w

n—o00 n—o0 i=1

Skoro a < inf,c4 H(v|p) jest dowolna, to

limsupilogll’[Ln € Al < —3161£H(1/|y).

n—oo

O
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Lemat 3.29
Kazdy catkowicie ograniczony podzbidér przestrzeni metrycznej zupeinej
ma zwarte domkniecie.

Przypomnijmy, ze A C S nazywamy catkowicie ograniczonym, jezeli dla
kazdego ¢ > 0, istnieje skoriczone pokrycie kulami otwartymi o promieniu
€.

Dowdd. Pokazemy, ze dowolny ciag elementéw z cl(A) mozna wybra¢ pod-
ciag zbiezny. Dla n € IN niech {B,,;} bedzie skoficzonym pokryciem A ku-
lami o promieniu 1/n. Zauwazmy, Zze wéwczas (ze skoriczonosci) { B, } jest
pokryciem cl(A). Niech x,, bedzie dowolnym ciagiem elementéw cl(A). Po-
nownie powolujac sie na skoriczonos¢ pokry¢ pokazujemy, istnieje kj, taki,
ze Byi1k,., € Buk, oraz B, zawiera nieskoniczenie wiele wyrazéw ciagu
{xm}. Wybieramy teraz podciag X, € B, z konstrukgji jest to ciag Cau-
chy’ego ({Xu, }x>n C Byu,), ktory jest zbiezny z zatozenia o zupetnosci. O

Dowdéd Twierdzenia 3.28. Skoro S jest osrodkowa, to dla kazdego k € IN ist-
nieje przeliczalne pokrycie S kulami {Ay;};jen 0 promieniu 1/k. Ustalmy
e > 0. Dla kazdego ustalonego k niech 1, € IN bedzie na tyle duze aby

P [Ujsp Arj] >1—e27"

Zbibr

A= U A

jest catkowicie ograniczony. Z zupelnosci S, domkniecie cl(A) = K jet zbio-
rem zwartym. Z konstrukcji wynika, ze

P[S\K] <) P |S\ |J Aj| <=
k=1 7N

O

Dowdd Twierdzenia Sanowa: szacowanie gorne. Pozostaje udowodni¢, ze roz-
ktady {L,},en sa eksponengjalnie zwarte, tj. dla kazdego L > 0 istnieje
zwarty JKj, taki ze

1
limsup —loglP [L, € K] < —L.
n—oo N

Ustalmy L. Skoro S jest przestrzenia Polska, to dla kazdego ¢ > 0 istnieje
B = B, zwarty, taki ze u(B¢) = b < ¢. Niech

A={v:v(B%) <e} C My(S).
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Woéwezas A jest domkniety w M (S). Istotnie, jezeli v, — v w M;(S) to z
testowania zbieznosci na zbiorze otwartym

. c c
€> hgg}fvn(B ) > v(B°).

Mamy
P[L, ¢ A] =

Zch ]

Ale 15<(Y;),i =1,2,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie

1pe(Yy) = 1 z prawdopodobieristwem b = p(B°)
B ™1 0 z prawdopodobienstwem 1 —b = 1 — u(B°)

Twierdzenie Craméra dla iid zmiennych losowych Bernoulliego W; =
1p<(Y;) implikuje

1
Elog]P

Z1Bc >s] < —h(e|b),

gdzie

_ _ w1 _ € _ 1—e
h(e|b)—ililg</\s loglE[e D elogb+(1 s)logl_b.

Dla dowolnego ciagu 0 < by, < &, — ot,m=1,2,..., dobieramy Bg,
zwarty jak wyzej oraz Ae,, = {v : v(B{ ) < &n}. Niech

K =[)Ae,
m

Rodzina miar {v},ck jest ciasna: dla kazdego € > 0 istnieje &, < e. Wtedy
v(Bf ) < e dla kazdego v € K. Z twierdzenie Prohorowa K ciasnos¢
jest rtbwnowazna z warunkowa zwartoscia. Skoro K jest niewatpliwie do-
mkniety, to musi by¢ zwarty. Mamy dalej

P[L, € K] <Y P [L, € Af, ] Ze (embm)
m

Dla kazdego &,, mozemy wybra¢ by, tak, aby h(em|b,) > 2Lm (poniewaz
limy, o h(e|b) = +o0). Stad

]P(Ln c KC) < Z e—nZLm < e—nL.

m=1

Rozklady (L,) sa eksponencjalnie zwarte. 0
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3.5 Elementy rachunku prawdopodobienistwa na
przestrzeniach Banacha

Niech E bedzie przestrzenia Banacha, tj. przestrzenia liniowa unormowana
w ktérej metryka zadana przez norme. jest zupetna.

Przyklad 3.30
Jednym z gtéwnych przykladéw, ktére bedziemy bada¢ sa funkcje ciagle
E =C[0,1] znorma ||f|le = sup{|f(#)] : t €[0,1]}.

Przez £ oznacza¢ bedziemy o-ciato podzbioréw borelowskich E. Rozwa-
za¢ bedziemy ciag elementéw losowych {Y} }ren W E niezaleznych o jedna-
kowym rozkladzie. Chcemy bada¢ asymptotyczne wlasnosci ciagu {S, } nen
elementéw losowych w E zadanego przez

n
Sn = Z Yk/
k=1

gdzie sume nalezy interpretowac jako dodawanie wektoréw w E. W pierw-
szej kolejnosci skupimy sie na prawie wielkich liczb.

3.5.1 Calka Bochnera

Catka Bochnera stanowi naturalne uogoélnienie catki Lebesgue’a do prze-
strzeni Banacha. Opiszemy pokrétce jej konstrukcje. Niech yu bedzie do-
wolna miarg probabilistyczna na E.

W tym momencie nalezy sie na chwile zatrzymac i upewni¢, czy powyz-
sza definicja wartosci oczekiwanej jest dobra. Dokladniej, czy wartos¢ E[X]
nie zalezy od reprezentacji X w postaci skoriczonej sumy.
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Dodatkowo X jest calkowalny w sensie Bochnera wtedy i tylko wtedy,
gdy E[[|X][] < e

Fakt 3.33
Powyzsza definicja jest poprawna. Dokladniej wartos¢ E[X] nie zalezy od
wyboru ciagu aproksymujacego { X, }neN-

Dowdd. Zadanie. O

Fakt 3.34
Niech Px bedzie rozkladem elementu losowego X. Wéowczas E[X] jest je-
dynym elementem E takim, ze

AME[X]) = / A(x)Px(dx).

O

Dowdéd. Zadanie.

Przyklad 3.35

Niech E := C[0, 1]. Niech B bedzie ruchem Browna. Rozwazmy m = E[B] €
C[0,1]. Dla kazdego t € [0, 1], definiujemy g:(x) := x(t). Wéwczas g; € E*.
Dla kazdego t € [0,1],

m(t) = gi(m) = [ gi(x)Ps(dx) = E[B] = 0.




52 3 Ogolna teoria

Dowdd. Dowéd bedzie wynikal z zasady wielkich odchylen. 0

3.6 Duze odchylenia na przestrzeniach Banacha

Chcemy sformutowa¢ i udowodni¢ zasade wielkich odchylen dla srednich
empirycznych w przestrzeniach Banacha. W tym celu bedziemy chcieli po-
stuzy¢ sie twierdzeniem Sanowa i regufa kontrakgji. Dla f € C,(E) definiu-
jemy F : M;(E) — R jako F(v) = [ f(x)v(dx). Obserwujemy

1 1
O(-0x + o +0x)) = [ F0)( 0, +--6x,)) (dy) = Zf<x>
Srednia empiryczna odpowiada f(x) = x. Jest to funkcja ciagla, lecz nie-

ograniczona, wiec y, — p nie implikuje [ xdu, — [ xdp.

Przyklad 3.37
Wezmy pu, = (1 —1/n)dy + 1/né, — do. ]ednak dla f(x) = x mamy
| fdun =1 dla kazdego n € N oraz 0 = f(0) = [ fddo.

Zatem p — [ xdpu(x) nie jest ciagta wzgledem topologii stabej zbiez-
nosci. Jak sie okaze, jest to tylko techniczna trudnos¢.

Dowdéd Twierdzenia Donskera-Varadhana dla miar o zwartym nosniku. Zatézmy,
ze istnieje wypukly, zwarty K C E taki, ze y(K) = 1. Istnieje funkcja f €
Cy(E) taka, ze f(x) = x dla x € K. Wéwczas teza wynika z reguty kontrak-
cji zastosowanej do omawianej wezesniej funkcji F(v) = [ f(x)v(dx). O
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Aby udowodni¢ Twierdzenie Donskera-Varadhana w ogélnym przy-
padku bedzie nam potrzebna ogdlniejsza wersja reguty kontrakgji.

Dowdd. Pierwszy krok: I dobra funkcja tempa.

Wezmy ¥ € E takie, ze I(¥) < oco. Wtedy istnieje xg € F takie, ze
®(xg) = x1il(x9) < 0. Rozwazmy L := I(xg) + 1 i zauwazmy, ze z dolnym
ograniczeniem LDP mamy

-L> limsup%logyn(l-”f) > liﬂil;lf%logyn(l-"f) > —I(Fp).

n—oo

Oznacza to, ze I ((—oo,I(x0)]) C Fi, a przez nasz wybér L otrzymujemy

I(%) = inf{I(x) : x € F,®(x) = ¥}
— inf{I(x) : BJ5 ({%}) N, N 17 ((—eo, I(x0)])}-

Infimum jest brane na zbiorze zwartym: <I>|1?L1({5c'}) jest obrazem zbioru
domknietego, zatem jest domkniety w topologii podprzestrzeni, a ponadto
F; sam w sobie domkniety, a zbiory podpoziomicowe I sa zwarte. Ale to
oznacza (patrz zadanie domowe 4), ze istnieje pewne x € E takie, ze I(x) =

I(X). Zatem N
I((—o0,a]) = @|p, (1" (o0, a])
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gdzie, powiedzmy, L := a 41, a zbiér po lewej stronie jest zwarty jako
obraz zbioru zwartego przez funkcje ciagla.
Drugi krok: Dolne ograniczenie LDP.

Niech A bedzie zbiorem otwartym, a X € A takim, ze T(f) < oo. Ist-
nieje wtedy x € E takie, ze I(x) = I(X) i x € F; dla pewnego L. Poprzez
zwiekszenie L mozemy zaltozy¢, ze

lim sup log un(Ff) < —I(x) — 1. (3-3)

n—oo

Teraz ®|p, jest ciagta, a (®|r,) ' (A) jest otwarty w topologii podprze-
strzeni. To oznacza, ze mozemy znalez¢ zbidr otwarty A taki, ze (®|r, ) "1 (A) =
AN Fp. Ponadto x € A, wiec

hmmfllogyn( A) > —I(A) > —I(x).

n—oo 1

Ale to wraz z (3.3) implikuje

hmmf— log un(ANF) < 11m1nf— log un(A)

n—oo

< hmmf— log [yn(A NF) + }ln(PL)]

n—oo 1

= liminf 1 log un(ANFL)

n—o M

Zatem musimy mie¢ réwno$¢ wszedzie. Ostatecznie mamy

hmlnfllog]/tn( A) > hrnmfllogyn(AﬂFL) = hmlnfllogyn( A)
> —I(x) = ~I(%).

Teraz wystarczy rozwazy¢ supremum po x € A.
Ostatni krok: Goérne ograniczenie LDP.

Niech B bedzie zbiorem domknietym. Zat6zmy najpierw, ze 0 < I(B) <
0o, i niech L := I(B). Wtedy
hmsup _108P‘n( B) < hmsup —log [P‘n(q)|p (B)NFL) + P‘n(FL)]

Poniewaz @[, jest ciagla, a Fy jest domkniety, to @[ L(B) N Fy jest takze
domkniety. Z gérnym ograniczeniem LDP mamy

limsup%logﬁn(g) < —inf{I(x) : x € Fr,®(x) € B}V (-L)
n
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< —inf{I(x): x € F,®(x) € B}V (~L) = —I(B)
Na koniec rozwazmy przypadek I(B) = oo. Poniewaz I~1((—oo,L]) C F;
dla wszystkich L, jasne jest, ze I(x) = oo implikuje x ¢ F, wiec B C F°w
tym przypadku. Ale mamy yu,(F¢) = 0 dla wszystkich n. 0

Skorzystamy z Twierdzenia Sanova oraz uogdlnionej zasady kontrakcji
z odwzorowaniem
®: My(E) = E, v m(v)
gdzie M (E) to zbi6r wszystkich u w M (E) takich, ze [ [|x||u(dx) < o0, a
m(v) = [ xv(dx). Musimy zatem skonstruowac¢ zbiory F; jak w sformuto-
waniu zadany odbicia. Pot6zmy

g(a) = log [ eI*lp(dx)

oraz
8" (x) = sup {a|x[| —g(a)}.
>0
Zauwazmy, ze (3.2) implikuje
T C)
lim = 00. 4)
Il oo ] B4

Definiujemy
F := {1/ € My(E) : /g*(x)v(dx) < L}.

Oznaczmy przez F = ;- F1, a un rozklad

Jasne jest, ze
un (F) =P [L, € F] =P[¢*(Y;) < oo dla wszystkich i =< n| = 1.

Lemat 3.40
Zbiér Fj, jest domkniety dla kazdego L > 0.

Dowdd. Poniewaz g*(-) jest polciagta z dotu, istnieje ciag (gm)m < Cp(E)
tak, ze gm " ¢*. Niech (vn), C Fr, beda zbiezne stabo do v. Sprawdzamy,
zev € Fp:

/g*dv = sup/gmdv = sup lim /gmdvn < sup/g*dvn <L
m m n—00 m
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Lemat 3.41
Zatémy (3.2). Funkga m : My(E) — E,v — m(v) jest ciagta na F;, dla
dowolnego L.

Dowdd Lematu 3.41. Niech (v,,) C Fi beda zbiezne stabo do v. Musimy po-
kaza¢, ze m(v,) — m(v) € E. Szacujemy

[m(ve) —m(v)|| = sup  (A,m(vy) —m(v)) (3-5)
AEE*|[A]<1
= sup /(/\,x) (vn(dx) —v(dx))
AEE*||A| <1

< (A, x) (vp(dx) —v(dx))

sup /
AeEx |[A| <1/ [IX[>R

A, x) (v (dx) —v(d 6
+A6Eifl|§|<1/nx||<R< x) (va(dx) —v(dx)) (3.6

Pierwszy skiadnik w (3.6) mozemy oszacowac przez

< 2sup lxln@n) <2 sup W up [ ot (x)(dx) — 0
neF 7 1x[>R x|>Rr 8 (X (x) neF;
Rj> 0 ze wzgledu na (3.4) <L b:)rUEFL

Aby oszacowa¢ drugi skladnik wybierzmy hy ciagla taka, ze hg(x) =1
jesli ||x|| < R, hr(x) = 0jesli ||x]] > R+1, oraz 0 < hg(x) < 1 w prze-
ciwnym razie. Dla A € E* bedziemy pisa¢ h}(x) := hr(x) - (A, x). Wtedy
rodzina

{h?2 L AEES|A < 1}

jest jednostajnie ograniczona i jednostajnie ciagta na kazdym zbiorze zwar-
tym. Drugi czlon w (3.6) szacuje sie przez

sup /h)‘ (vu(dx) —v(dx)) — 0.

AeE* A< e

Zbieznosé do zera wynika z nastepujacego ogélnego faktu: Dla v, — v
oraz rodziny funkcji (gs),cs jednostajnie ograniczonej i jednostajnie ciagtej
na kazdym zbiorze zwartym, zachodzi

/ gsdv, — / gsdv| —

sup

seS 1/1—)00
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Lemat 3.42

Zat6zmy (3.2). Dla dostatecznie duzego L mamy

lim sup —log un (Ff) < —L.

n—oo

Dowdd Lematu 3.42. Niech a € (0,1). Pokazemy, ze

[ e Oax) < oo, 67
Wtedy mamy
P (L, € Ff) = (1 ig* ) <E |:61XZ?:1g*(Yi)j| ol
i3
Stad
lim sup —loglP (on € Ff) < log/ u(dy) — aL.
o O

Aby uzasadnié¢ brakujacy krok ostatniego dowodu rozwazmy

g(x) = sup [zxx — log/e"‘”y”pt(dy)], xR

a>0
i zauwazmy, ze g*(x) = g(||x||). Skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 3.43

Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach w [0,00). Zalézmy, ze

Z(A) = E[e**] < oo dla wszystkich A € R. Niech my = E[X] i niech

3(z) = sup[Az —log Z(A)]: dla z > myg, $(z) = I(z) jest funkcja stopy Cra-
AZ>0

méra, dla z < myg, g(z) = 0. Wéwczas

E[e?X)] < 0o dla wszystkich a € (0,1).
Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze dla t > my = E[X],
P(X > t) <e 1)

Teraz mamy
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E[e (X)) = / TP > far

/ [lmo

< ™0 4 / = log t)dt

[e73(X >tdt+/ 8X) > f)dt

e - P[X > I~ (%logt)]dt

eamo
<Ci+ / e~ los! gy gdzie skorzystaliSmy z (3.2)

<Ci+ t idt < oo poniewaz « € (0,1).
C2

O

Aby pokaza¢ (3.6), zastosuyj lemat z X = || Y1]|.
Pozostaje udowodni¢, ze odwzorowanie x — I(x) = inf,.,, )y H(v|p)
jest funkcja wypukia.

Lemat 3.44
Zdefiniujmy I'y := {v : H(v|u) < L} i zalézmy, ze (3.2) zachodzi. Wtedy
odwzorowanie v — m(v) jest ciagte na I';.

Dowéd Lematu 3.44: Poniewaz g* jest poélciagta z dotu, Lemat ?? i (3.7) im-
plikuja, ze

/g v(dx) < H(v|p) —|—10g/ Ju(dx) < H(v|p) + Cul(p) < o0
dla « € (0,1). Stad wynika, ze
1
&' H(vl) + Calp)
Ale to oznacza, ze T C Fx dla pewnego K = K(L), i juz udowodnilismy,
ze m jest ciagle na Fg. 0

Zal6zmy, ze I(x) < oo. Pokazemy, ze istnieje vy, dla ktorej I(x) =
H(vy|p). Mamy I(x) = inf,.;,(,)—x H(v|p). Niech (v,) bedzie ciagiem takim,
ze m(vy) = x dla wszystkich n i H(v,|p) — I(x). Poniewaz v — H(v|u)
jest dobra funkcja tempa, zbiér {v : H(v|u) < C} jest zwarty dla kazdego
C. Dlatego istnieje v i podciag (vy,) taki, ze v, — v. Ale poniewaz m(-)
jest ciagte na {v : H(v|u) < C}, musi zachodzi¢ m(v) = limy_,e m(vy, ) = x.

Aby pokazaé¢ wypuktas¢, bez utraty ogélnosci, ze I(x) < o0 i I(y) < oo,
wiec znajdziemy vy, vy takie, ze I(x) = H(vx|p) i I(y) = H(vy|u). Wéwczas
z wypuklosci H(-|p),
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al(x) + (1 —a)I(y) = aH(vx|p) + (1 — a)H(vy[p)
> H (avy + (1 —a)vy|p)
>I(ax+ (1—a)y)

3.7 Minimalizacja Entropii

Niech Yi,Y>,... beda niezaleznymi i identycznie roztoZonymi elementami
losowymi przestrzeni polskiej S. Niech

_1
Pn—n

1

n
(5yl. S Ml(S)
=1

Niech B C M;(S), A € S. Chcemy zbada¢ P (Y7 € A|pn € B) przy n — .

Przyklad 3.45

S=R Y £ N(0,1) oraz B = v € Mi(R) : [ xv(dx) > m dla pewnego

m > 0. Woéwczas

- (s—m)2

1 t
P (Y, < tlo, € B —>—/ e T ds =P(Z < 1),
(1_|pn ) \/E—oo ( —)

gdzie Z ma rozklad normalny o $redniej m i wariangji 1.

Fakt 3.47 (Tozsamo$¢ réownolegtoboku)
Zatézmy p,v,n € M;(S). Woéwczas

-0 () ) e )

Dowdd. Cwiczenie. O

Okres$lmy na M (S) metryke catkowitego wahania||v — || = sup 4.5 [V(A) —
#(A)|. Przypomnijmy, ze na ¢wiczeniach udowodnili$my nastepujacy fakt.
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Fakt 3.48 (nieréwnos$¢ Pinskera)

lv = pl* < SH(vIn) (3-9)

N —

Fakt 3.49
Niech B C M;(S) bedzie zwarty i domkniety. Zal6zmy, ze (v,,) C B takie,
ze H(vy|p) — infycp H(n|p). Wéwcezas (v,) zbiega w normie catkowitego
wahania.

Dowdd. B jest wypuktey, wiec (v, + v,)/2 € B, co oznacza

Vn + Ung
H
(2

> i .
H) > Inf H(ylp)

Stad, z Faktu 3.47

H(vm|p) + H(valp) = 2 inf Hplp)

Vp + v
> ) + H(unlp) — 281 (252 )
= H (v |20 o (|2 g,
2 2
Zatem,
H(vmlvm—i_vn) s 0
2 1,1Mm—00
Stad,
Vm + Vn Vm + Vi’l
||Vm - Vn” < ||V — 5 n — 5 100 0.
(vn) jest ciagiem Cauchy’ego wzgledem || - | Z zupelnosci istnije 7 :=

lim;, 0 vy € B, poniewaz B jest domkniety. Zauwazmy ze skoro zbieznos¢
zachodzi w sensie catkowitego wahania, to
dv, dv
% -
dpu  dp

p-prawie wszedzie Mamy
oy dv dv .
H(v|p) = / (log @) @d# < lim inf H (v, |p)-
Wiemy, ze v — H(v|u) jest pétciagla z dotu, wiec

H(v|p) < liminf H (v, |p) = ;glng(W)-

Jedynos¢ 7 wynika ze Scistej wypuklosci entropii. O
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Lemat 3.50
Niech 7 € B. Wéwczas

H(v|p) = me(W)

Wtedy i tylko wtedy, gdy

H(v|u) < /log (j—Z) dy V5 € B takie, ze H(n|p) < o0

Dowdd. Zat6zmy, ze 1 € B, H(y|p) < oo. Niech v, = an + (1 — a)7. Wtedy
vy € B. Wozwazmy teraz funkcje f, := d’/"‘ log <dV“> Odwzorowanie a +—
fa jest funkcja wypukia oraz

0 _(dn 4 dv
safile-o= (G~ ) (ow 5 +1)

0 0

st = 5 ([ fan)|
[ (dn _dv v
_/(dﬂ dﬂ) (logduH i

= /log H(v|p)

Stad,

A co za tym idzie
H(7|p) = H(va|p)|a=0 = min H(77|p)
neB

wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej # € B,

d
S0 2 0

Ostatni warunek jest réwnowazny
av
log —dn > H(7
/ogdydﬂ_ (7[p)

Pozostaje uzasadni¢ (x): () wynika z monotonicznej zbieznosci, poniewaz

fochh ffX

« — fq jest wypukle = maleje dla 7 — 0 (3.10)
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Aby udowodni¢ (3.10), zauwazmy, ze wypuklos¢ implikuje

> oo+ ) 2 farnra

stad

%(fa+h—fa) > fath/2 = fo = Jush = fa > f“+h/2_f“,

h - h/2
i ten sam argument dziata zamiast 1/2 dla v € (0,1).

O

Catkowicie wypukly podzbior M;(S) jest oczywiscie wypukly. Roz-
wazmy v1, v, nalezace do calkowicie wypuktego zbioru B. Wéwczas dla
dowolnej a € (0,1) poprzez rozwazenie miary m = ady, (1 — a)dy, otrzymu-
jemy

/ vm(dv) = avy + (1 — ayo.
B

Zgodnie z definicja powyzsze jest elementem B. Istnieja zbiory wypukte,
ktore nie sa catkowicie wypukte. Cwiczenie: znajdZ przykiad!

Dowdd. Dla n € M1(S") przez y; oznaczmy ity rozklad brzegowy 7. Niech

By ={neM(S"):yq; €B,i<n}
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Pokazemy, ze

min H(y|p") = H(7|u™").
nEBy

Dla dowolnego 17 € By, takiego, ze 7 < p®" mamy [T_; < p*". Mamy

L 11
H(p|u™") = H | 1 Hm) /10g< d]®n ])
i=1
=H|n Hm) +/Zlog(d—]7j)d
i=1 =1 H

n n
=H |7y Hm) + Y H(yjlp) > nH(@|p) = H(nu®"|u®").
i=1 j=1

W szczegolnosdci z(3.8) wnioskujemy, ze

H (n|p®" > H(y|v®) + H (75" ") . (3.11)

Pokazemy teraz, ze yu, € B.
1
[ gdin = [ g00APCILy € B) = [ (30r) + -+ +(¥)) dP(-|Ly € B)

_ / (/gdLn> dP(:|Ly € B)

Innymi stowy
ppn = [ Lu(@)P(dw|L, € B) € B

poniewaz B jest calkowicie wypukly. Zauwazmy, ze skoro y, € B, to v, €
B,,. Mamy

H(vn|v®") < H(vy|p®") — H@®|p®) = —logP(L, € B) — nH(7|p) (3.12)
Ale

1 . _
liminf -~ log P(L, € B) = _,,é?tf(mH(”'”) ~ inf H(y|u) = —H(v|p),

i wnioskujemy stad, ze

1
lim sup EH(UB’nW@n) =0.

n—oo

Aby z tego miejsca uzasadni¢ (iii) zauwazmy, ze

H(va|[7*")| = H (va |p") + H (/| 7°")]
Stad H (v, |7®")| > nH(pn|7). Teraz (ii) implikuje, ze H(ug,|v) — 0. O
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3.8 Zadania

Zadanie 3.1

Zat6zmy, ze S jest lokalnie zwarta (kazdy punkt posiada baze otoczen, kto-
rych domkniecia sa zwarte). Pokaz, ze jezeli ciag miar probabilistycznych
{P,}neN spelnia (mocna) zasade wielkich odchyleri z dobra funkgcja tempa,
to jest on wykladniczo ciasny.

Zadanie 3.2

Podaj przyktad ciagu miar probabilistycznych {P, },cn, ktéry zbiega stabo
do pewnej miary probabilistycznej, spetnia staba zasade wielkich odchylen,
ale nie spetnia silnej zasady wielkich odchyler.
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Streszczenie Zaczniemy

Przez W oznacza¢ bedziemy miare Wienera na Cy[0,1] = {x € C[0,1] :
x(0) = 0}. Niech {B,}jcn bedzie ciagiem niezaleznych ruchéw Browna.
Przez P, oznacza¢ bedziemy rozkltad losowej funkgji ciagtej S,,: [0,1] — R
danej przez

Zatem P, € M;(Cy[0,1]). Zauwazmy, ze przez skalowanie procesu Browna,
P, jest takze rozkladem B;/+/n. Aby pokaza¢ zasade wielkich odchylen
dla {P,},en wykorzystamy twierdzenie Cramera na przestrzeniach Bana-
cha. Musimy sprawdzi¢, czy spetnione sa zalozenia. Przypomnijmy, ze na
Co[0, 1] rozwazamy norme [|x|| = max,c[q) [x(t)], x € Co[0, 1]. Nalezy po-
kaza¢, ze dla kazdej a > 0,

E [eausnw} _ /ealfloo\w(df) < o0,

Z zasady odbicia wiemy, ze max,c[p) B(t) ma ten sam rozklad co |B(1)|.
Mamy

X < — mi
iy PO g P g )

przy czym oczywiscie, — min¢[g 1) X(t) takze ma ten sam rozktad co | X(1)|.
Stosujac zatem nieréwnos$¢ Cauchy’ego-Schwarza,

E [ewl\BHm] <E [ezaw(m] <o

Zatem {P, },eN spelniaja zasade wielkich odchylen z predkoscia # i funkcja
tempa

I(x) :min{H(l/NN) : /fW(df) :x}, x € Co0,1].
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Powyzsza reprezentacja I nie jest jednak uzyteczna. Aby wyznaczy¢ bar-
dziej rozwazamy przestrzeri Camerona-Martina dana przez

H= {x € Co[0,1] : 3g € L2[0,1] takie, ze x(t) = /Otg(s)ds, telo, 1]} ,

Dla x € H bedziemy pisali x’ = g. Nalezy jednak zauwazy¢, ze x € H nie
musi by¢ rézniczkowalna wszedzie.

Z dyskusji poprzedzajacej sformutowanie powyzszego twierdzenia wy-
nika, Ze musimy tylko pokazad¢:

it {HGeiw) [ rwian) =x} = {Hh WEPdsx e H

poza tym.

Aby zrozumie¢ entropie wzgledem W bedziemy musieli odwota¢ sie do
konstrukcji ruchu Browna. W tym celu przypomnijmy uklad funkcji Haara,
(¢ ) danych przez

1l k1 k=3

2 2 zn—ll S t S 2n—21

t)=1 = nl k- k
o(t) Pk =4 2'7 E2 <<l

Do konstrukgji ruchu Borwna postuza nam funkgje {e, ;} dane przez

eni(t) = /Ot P x(s)ds.
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P11 ®21

Rysunek 4.2. kilka pierwszych funkcji z uktadu {e,  }

Dowdd. Sprawdzimy funkcje korelacji (X¢);e(o - Mamy

E[X:Xs] = Zenk en k(s Z/ @i (u du/ P k(0

= Z P Lo, Pk Los) = (Lo Lios)) = EAS,
n,k

gdzie (f,g) fo s)ds oznacza iloczyn skalarny w L2[0, 1].

Wystarczy teraz pokazac 7€ YN k<1 Znx(w)e, k(t) zbiega jednostajnie
dla N — 0. Wéwczas wiemy, ze (X(t))o<;<1 jest ciagtym procesem Gaus-
sowskim o kowariangji s A t. O

Dla x € Cy[0, 1] niech
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Api(x) = x (?%) -3 (x (le) o (I;_ll))

oraz z,i(x) := 2”T+1An,k(x) Ponadto, niech zo(x) = x(1). Dla x € Cy[0,1]
bedziemy pisac

2n1

N( —ZO t+z Zznk enk

n=1k=

Woéwczas xV jest interpolacja liniowa x na N—tym podziale diadycznym
0,1]. W szczeg6lnosci, mamy

lim sup |[xN(t) —x(t)] =0
N—=eo 010

Zauwazmy, ze dla dowolnego ruchu Browna B = (Bt)c|o;] zmienne
Zyx = znk(B) sa iid ze standardowym rozkladem normalnym. Od tej pory
bedziemy pisa¢ Z,, ;. = Z;.

Lemat 4.3
Dla x € Cy[0,1] mamy

izj( {fo |x'(s)]?ds x € H
=1

x¢ H.
Dowéd. Mamy

x() = Y z(x)e;(1)
=

przy czym szereg po prawej stronie jest zbiezny jednostajnie dla [0, 1]. Roz-
wazmy

= Lai(90)

Skoro ¢; sa baza L2[0,1], to ||gHL2 0] =L zj(x)?. Jezeli ostatni szereg jest
zbiezny, to szereg definiujacy g jest Zblezny w L2. Wtedy tez

t
| g(s)ds = x(o),
0
czyli ¢ = x'. 0

Lemat 4.4
Dla x € Cy[0,1],

inf{H(vNN) [ foian) :x} =%izj(x)2
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Dowdd. Dla x € Col0,1], x = }72; zj(x)e;. Skoro z; sa liniowe, to dla v €
M;(Cp[0,1]), mamy

/fvdf)—x<:>/z] v(dy) = zj(x).

Powyzsza obserwacja pozwoli nam Przerzuci¢ problem minimalizacji en-
tropii na przestrzen ciagéw. Rozwazmy funkcje ®: Cy[0,1] — RN zadane
wzorem
@ (x) = {zj(x) }jen
Korzyscia z takiego podejscia jest to, ze miara Wienera sie trywializuje:
W=Wod!=&N0O1).
jeN

Dla dowolnej miary v € M;(Cy[0, 1]) bedziemy pisaé¢ v = v o ® 1. Wéwczas
dla dowolnej nieujemnej, mierzalnej funkgji F: RN — R,

/F 7(da) /F

W szczegoblnosci v < p wtedy i tylko wtedy, gdy v < 7 oraz

Stad tez
H(v|p) = H(|n).

DokonaliSmy zatem nastepujacej redukgji

inf{H(v\y) : /fv(df) :x} :inf{H(ﬁm):/ajT/(da) :zj(x)}.

Dla dowolnej miary v € M;(RN) i naturalnego j przez Vj oznacza¢ be-
dziemy jty rozklad brzegowy v. Zauwazmy, ze skoro W jest miara produk-
towa, to
W=QW,
jeN
Powyzsza wlasnos¢ jest kluczowa przy minimalizacji entropii. Zastosujemy
nastepujaca obserwacje (zadanie): dla 7 < fi,

T<Qp = 1<Q;
j j

Wybierzmy 7 = ®; 7;. Wowczas 7 < 7 < W. Wtedy mamy
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dv dv _
H(7|W) = /log—dv /log (d dW) dv
= /logd~dv+/log—dv— v|7) +/log—dv. (4.1)

Z racji, ze obie miary ¥ oraz W sa produktowe, to dlaa = (ay,ay,...) € RN
mamy

dv dy;
aw'® = LL qw; (@)

Stad drugi skladnik w (4.1) zapisuje sie jako

dv] dv]
/ log = dv = / log dv = / log dv]
dw j>1 j>1

Ostatnia réownos¢ wynika z tego, ze dla kazdego j, dvj/dW; zalezy tylko
od jtej osi. OtrzymaliSmy zatem

H(o|j) = H(ol7) + Y_H (/W) (4.2)
przy czym pierwszy wyraz po prawej jest nieujemny. Z ¢wiczenh wiemy, ze
. _ _ 1
1nf{H (7jINV(0,1)) : /svk(ds) = zk(x)} = H (N (2, 1)|N(0,1)) = Ezk(x)Z.
Stosujac to do (4.2) otrzymujemy

. 18 5
mf{H(uy\W) : /fv(df) — x} — Ej_zlz]-(x)

O

Teraz pokazemy, jak twierdzenie Schildera moze by¢ wykorzystane do
wyprowadzenia funkcjonalnego prawa iterowanego logarytmu. Przypo-
mnijmy, ze

H= {x € Co[0,1] : Ig € L2[0,1] takie, ze x(t) = /Otg(s)ds Vit € [0,1]}.

Dla x € H piszemy x’ = g. Niech

K:= {xEH:/Ol‘x'(s)‘zdsgl}.
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W szczegodlnosci, dla kazdej ciagtej funkeji F: Cp[0,1] — R,

limsup F (X(”)) = sup F(x) p.w.

n—»00 xeK

Przyklad 4.6
Wezmy F(x) = x(1). Wtedy sup, ¢ F(x) = 1, poniewaz

x(1) = /01 x'(s)ds < (/01 |x/(s)|2ds> v <1,

poniewaz x € K. Supremum jest osiagane dla x(s) = 5,0 < s < 1. Otrzy-
mujemy stad klasyczne prawo iterowanego logarytmu

By

limsup —————==1 P-as.
n—>oop v/2nloglogn
Przyklad 4.7
Jezeli rozwazymy F(x) = ||x||co, to sup, g F(x) = 1. Jak poprzednio dla

x € K mamy
x(t) = /Ot x'(s)ds < V't (/Ot x’(s)zds)l/2 <1

Przy czym dla x(s) = s dostajemy F(x) = 1. Stad

: By
limsup su

N S
n—c0 Oﬁtgn 2nloglogn

IP-a.s.

Przyklad 4.8
Rozwazmy teraz nastepujacy ciag

n
/ Bsds.
0

Chcemy znalez¢ optymalne asymptotyczne oszacowanie gérne dla powyz-
szego wyrazenia. Niech
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1
F(x) = / x(s)ds
0
Wtedy sup, . F(x) = 1/+/3. Istotnie, mamy

/01 x(u)du = /01 /Ou x'(s)dsdu
= /01 /sl x'(s)duds = /01(1 —5)x/(s)ds

<([a _s>2d5>% (f |x’<s>|2ds)% <

Przy czym réwnosé¢ w nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza zachodzi dla

x(s):\/g(s—%sz) 0<s<1,
X'(s) =v3(1—5s).

Zatem
lim su

1 1 /m 1
1 1 /"pa=L
T loglognn /0 : V3

Aby udowodni¢ prawo iterowanego logarymtu bedzie nam potrzebna
nastepujaca modyfikacja zasady wielkich odchyleri dla ruchu Browna.

Poprzednie sformulowanie ZWO jest szczegélnym przypadkiem dla
a, = /n. Dowod jest analogiczny.

Lemat 4.10
Dla kazdego A > 0 ciag Ciag (¢[)»]) jest warunkowo zwarty w C|[0, 1]. Kazdy
punkt graniczny nalezy do K.

Dowdd. Oznaczmyk, = |A"] dla pewnego A > 1. Niech Ky = Uyex Us(x),
gdzie Us(x) = {y : |ly — x|| < 6}. Wtedy zbidr K; jest otwarty, poniewaz
jest to suma zbioréw otwartych. Dodatkowo

inf I(x) > % (4-3)

C
xeK5
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Istotnie, poniewaz I(-) jest dobra funkcja tempa, dla dowolnego (x,) C K§
takiego, ze I(x,) — 5 i dowolnego ¢ > 0 to I(x,) < 1 dla dostatecznie
duzych n. Skoro podpoziomice I sa zwarte, to istnieje podciag zbiezny (x, )
taki, ze x,, — x oraz

I(x) < liminfI(x, ) <1/2.

k—o0

Ostatnia nieréwno$¢ oznacza, ze x € K, ale jest to sprzecznos¢, poniewaz
K§ jest domkniety. Mozemy wybra¢ zatem vy takie, ze

1
7 <7< Bl 1) (4-4)
Stad
B \n
P(Gk, € K5) = (( S ) S K§>
2k, loglogk 0<t<1
€ Kj;) < ¢ 2(1+0(1))yloglogkn
(( 210glogk >O<t<1
1
2(log A)27 n27+o( )
Zatem

Y P(Gk, € K§) < o0

Wynika stad, ze lemat Borela-Cantellego implikuje, ze dla kazdego § > 0
mamy IP-prawie na pewno, ze G, € K; dla dostatecznie duzych n. Skoro
6 > 0 jest dowolna, to dla kazdego n,, — oo takiego, Zze &y, — W Cl[o,1],

e [)Ks=dK=K
>0

Lemat 4.11
Ciag ({n) jest warunkowo zwarty w C[0, 1]. Kazdy punkt graniczny nalezy
do K.

Dowdd. Niech M = sup;,_¢ ||||. Zauwazmy, ze 0 > s < t <1,

sup |h(t) —h(s)| < Vit —s.

hek

Dla A > 1 i naturalnego n istnieje m takie, ze k;, < n < ky,11. Oznaczmy
N = ky;41. Chcemy pokaza¢, ze
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lim d(&,,K) =0.

n—00

Zrobimy to przyblizajac §, przez {y. Oznaczmy g(n) = /2nloglogn.
Ustalmy 6 < 0. Wybieramy A > 1 na tyle blisko 1 aby 1/A —1 < §2. Z
poprzedniego lematu mozemy wybrac n na tyle duze aby

Stad ||¢n]|| < M+ . Dodatkowo istnieje f € K taka, ze ||{n — f|| < 6. Mamy

Mamy
e = &l < sup | S nnt/N) — et
g(n)/g(N) = 1| [N +tSl[Bpu [En(nt/N) —¢n(t)]
g(n)/g(N) — 1| (M +6) +t81[;pl] [f(nt/N) = f(t)[| +26
lg(n)/g(N) =1 (M+6)+vVn/N—-1+26 < (A—1)(M+)+ 30.
O
Lemat 4.12

Kazdy x € K jest punktem granicznym ciagu ().

Dowdd. Wystarczy pokaza¢, ze dla kazdego x € K takiego, ze I(x) > 1/2
mamy [P-prawie na pewno

Niech, dla k > 2,

x(t) = 0 0<t<1/k
U7 x() —x(1/k)1/k<t <1
oraz
{o 0<t<i
Mk = B —Bin1 1
v/ 2k™log log k" k i<l
Zauwazmy, ze
znéw BM
B B B
ng — n— d n
<~/2l;<; Toglo 1k”> “ | Vo ogrose “5)
8108 0<t<1 8108

0<t<1
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Mamy wiec

[Cen — x| < ||§kn||[0,%} + ||x||[0,%} + || Cer — x||[%,1]
< 2||Ck"”[o,%} —|—2||x||[01%] + 17k — x|

Poniewaz ({,) jest IP-prawie na pewno catkowicie zwarty, dla kazdego ¢ >
0 mamy P-prawie na pewno pewne k = k(J) > 2, takie ze dlan > 1

|8kr = x| < 6+ Nl — xkll-
Pozostaje pokaza¢, ze dla kazdego k > 2 mamy

higr_l> 1o£1f |1nk — xk|| =0 IP-prawie na pewno.

Poniewaz (77, )n=12,.. sa niezalezne, wystarczy pokazaé, zgodnie z lema-
tem Borela-Cantelliego,

[ee]

Y Pl — x|l <) = o0. (4.6)

Ale

. Bjn
P(|lne—xll <) E'P = & Ue(xx)
v/ 2k loglogk™ | o . .

B; )
=P T € Us(xk)>
((«/ZIOglogk o<t<l

> ¢ 2(7+E)loglogk” dla n dostatecznie duzego,

gdzie 7 = inf, ¢y (x) [(y) < I(x) i€ taka, ze k = 2(7 + &) < 2I(x) +2e < 1.
Wtedy

P[0 — x| <€) > dla n dostatecznie duzego

o
(nlogk)*

i (4.6) wynika.



5

Zmienne zalezne

Streszczenie Zaprezentujemy ogolne narzedzie stuzace do badania wielkich od-
chyleri dla systeméw ztozonych ze zmiennych zaleznych. Zastosujemy to podejscie
do badania faricuchéw Markowa.

Do tej pory badaliSmy duze odchylenia dla proceséw zlozonych ze
zmiennych niezaleznych i jednakowo roztozonych takich jak spacery lo-
sowe czy miary empiryczne pochodzace od prébek iid. Okazuje sie jednak,
ze teoria wielkich odchyleri nie ogranicza sie do zmiennych iid. Przedsta-
wimy ogoélna teorie ktéra nastepnie zastosujemy do taricuchéw Markowa.
Pod koniec wykladu zobaczymy jak ta teoria stosuje sie do graféw loso-
wych.

5.1 Twierdzenie Gartnera-Ellisa

Niech { X, },en bedzie ciagiem zmiennych losowych przyjmujacych warto-
éciw R? dlad > 1. Dla n € N przez y, oznacza¢ bedziemy rozklad X,.
Naszym celem jest wyprowadzenie zasady duzych odchyleri dla {py }nen-
Niech

An(A) =1logE [€<A’X”>] = log/e<A'x>yn(dx), A eR?

oznacza funkcje generujaca kumulanty u,. Tutaj (x,y) = x1y1 + ... + X3y
oznacza standardowy iloczyn skalarny wektorow x = (xq,...,x5) iy =
(y1,---,y4) w R Pracowaé bedziemy pod nastepujacym zatozeniem na
asymptotyczne zachowanie A;.

Zalozenie (A) Granica funkcji generujacej kumulanty

A(A) = lim A, (nA)/n € (—o0, 9] (5.1)

n—o00
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istnieje dla kazdego A € R, a odwzorowanie A + A(A) jest rézniczko-
walne dla kazdego A € Dy = {x € R? : |A(x)| < co}. Dodatkowo zakla-
damy, ze 0 € int(D,).

Zauwazmy, ze skoro A, jest wypukla dla kazdego n € IN, to A réwniez
jest funkcja wypukia.

Przyklad 5.1
Niech zmienne losowe {Y }ren beda iid z funkcja generujaca kumulanty

Ay(A) =logE [e)‘yl] .
Wowczas dla zmiennych X, = (Y7 + ...+ Y,)/n mamy
An(A) =nAy(A/n).

Stad
A(A) = lim A, (nA)/n = Ay(A).

n—oo

Przyklad 5.2

W $wietle poprzedniego przykladu mozemy stwierdzié, ze jezeli X, =
(Y1 +...4Yy)/n, to zalozenie (5.1) wymusza pewna kontrole na zaleznos¢
pomiedzy zmiennymi {Y}ren. Istotnie, jezeli Y; = Y7 dla kazdego natu-
ralnego j, to X, staje sie ciagiem statym. Wéwrczas (5.1) zachodzi jedynie w
sytuacji, gdy rozktad Y; jest skupiony w punkcie.

Zanim przejdziemy do dowodu tego twierdzenia przedstawimy nie-
zbednik z analizy wypuklej.
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W takim przypadku, funkgonat x — (x,A) (lub krétko A) jest nazy-
wany jest nazywany funkcjonatem eksponujgcq y € R%.

Lemat 5.5
Jesli y = VA(7) dla pewnego 1 € R?, to

A (y) = (n,y) — Aln),

i w takim przypadku y jest punktem eksponowanym funkcji A*, gdzie n €
R jest wektorem normalnym hiperpowierzchni eksponujacej.

Dowéd. Wezmy A € R? i zdefiniujmy ¢: [0,1] — R wzorem
g(a) = a(ty) + (1 —a)(ny) — A(ad+ (1 —a)y)
=aA —m,y) = Ay +a(d =) + (1, y).

Wobwczas

g(0) = (n,y) — An) g(1) = (A y) —A(A).

Poniewaz A(-) jest wypukla, funkcja g jest wklesta, wiec dla kazdego a €
0,1]

ag(1) + (1 —a)g(0) < g(a).
Stad

¢(1) — g(0) < limint S =80 _ 3 Ga@) =0

a—0 14

a co za tym idzie

(Ay) —AA) < (ny) —An) <A (y) (5.2)

Poniewaz (5.2) jest prawdziwe dla kazdego A € R?, mozemy przejé¢ do
sup, w (5.2) i stwierdzi¢, ze

(my) —A(y) = A (y).

Pozostaje sprawdzié, czy y jest punktem eksponowanym funkcji A*. Za-
t6zmy, ze dla pewnego x € R¥ zachodzi

A(n) = (n,y) — AN (y) < (1, x) — A" (x). (5.3)

Wéwczas dla kazdego 6 € R? mamy:
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Af(x) = sup {{7+6,x)—Ay+0)}
(7+9)€eRd
> (n+6,x) — Ay +90)

Stad
(0,x) < A(y+0) — Aln).

W szczegodlnosci, dla kazdego € > 0,

<9, x> < lim A(U +€9) — A(’?)

e—0 &

= (0, VA(n)) (5-4)

Poniewaz (5.4) zachodzi dla wszystkich 6 € RY, rozwazajac § = VA(1) — x
wnioskujemy ze x = VA(y) = y. Oznacza to, ze (5.3) nie moze zachodzi¢
dla zadnego x # y, co dowodzi, ze y jest punktem eksponowanym funkgji
A*. O

Pokazemy najpierw goérne oszacowanie ZWO dla {y, },eN na zbiorach
zwartych.

Fakt 5.6
Dla wszystkich zbioréw zwartych T’ C R,
1
limsup —log u,(I') < — inf A*(x). (5.5)
1n—>00 n xel

Dowéd. Niech T ¢ R? bedzie zwarty. Ustalmy J > 0. Odwolujac sie do
definicji A*, dla dowolnego q € I' mozemy wybrac A, € R takie, ze

(Agsq) = A(Ag) > min {A"(q) — 5,1/5}. (56)

Ponadto, dla kazdego g € I', wybieramy r, > 0 dostatecznie mate, aby
”L2;|)‘q|2 < 4. Niech By, (q) oznacza kule euklidesowa o promieniu r, wokoét
q. Dla G = B, ,, mamy

1un(G) =P[X, € G] <P [ (A, X,) > inf (A,g)}
g€G

< exp { — inf (A, g) + Au() |

Skoro dla x € By, (q) mamy
A x) = (Ax—a)+(Aq) = —APrg+ (Aq),

to rozwazajac A = nA,; mamy
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1 1
~log pn (Br,(9)) < 6= (A )+ Au(nAy).

Powyzej skorzystalimy z warunku 1’q|2/\q]2 < 6. Z zalozenia (A) mamy
zatem 1
lim sup — log py, (Bq,rq) <6 —(Agq) +A(Ag). (5.7)
n—oo N

Przeniesiemy teraz to szacowanie na zbiér I'. Skoro niewatpliwie I' C
Uger qu(q) i I jest zwarty, to istnieje N € IN oraz qy,...,qn € T takie,

zeT Cc UY, By, (q:). Z podaddytywnosci miary

1 1 1
Elogyn(F) < ElogNjL max —loguy, (qui(qi)>

ie{1,..N} 11

i stad

) 1 ) ) N 1

limsup —log 4, (I') <6 — min min {A (q:) — 6, —}

n—o00 n 1:1,..., 5
< —min {A*(T) -9, %}

Przechodzac z § — 0 dostajemy teze. O
Fakt 5.7

Ciag {un}nen jest wyktadniczo ciasny.
Dowéd. Niech By = [~M, M]“. Pokazemy, ze

lim lim sup%log pn (B§y) = —o0. (5.8)

M—oo 5 ya0
Poniewaz z zalozenia (A), A(0) < oo, dla kazdego j = 1,...,d istnieje pe-
wien € > 0 taki, ze A(ee;) < c0i A(—eej) < oo, gdzie ¢j oznacza j-ty wersor.
Niech pt,(j ) e M;1(R) bedzie j-tym rozkladem brzegowym p, € Mi(R%).
Woéwczas
n (=00, —=M]) =P [(ej, X) < —M]
<E [e—ne(<ej,Xn)+M)] _ e—neMeAn(—neej).
Podobnie ‘
1 ([M, 00)) < e~meMephn(nee;)

Biorac logarytmy, dzielac przez n, przechodzac do limsup,,_, i nastepnie
limyg4o Otrzymujemy



5.1 Twierdzenie Gértnera-Ellisa 81

lim limsup — logy,(q) ([—M,M]C> = —o0. (5.9)

=X oo

Poniewaz By = [—-M, M]?, B, = U;.i:l{x(j) s x| > MY, wiec

a .
i (B) < Yo (=M, M)
f

Przejscie do odpowiednich granic i zastosowanie (5.9) daje teze.

Dwa ostatnie fakty implikuja, pelne ograniczenie gérne

lim sup — log in(F) < —inf A*(x) (5.10)

n—roo x€F
dla dowolnego zbioru domknietego F C R?.

Fakt 5.8
Jesli y jest punktem eksponowanym A* postaci y = VA(#y) dla pewnego
7 € Dy, to

hmmf—log n (Bys) > —A*(y). (5.11)

n—oo 1

Dowdd. Rozwazmy wykladnicza zamiane miary

dfin (z) = e™na)—An(mn),

12
djin (5.12)

Wowcezas dla 6 > 0,
i (Bo(y)) = [ e " [e" X0 i, (d2)
B;s(y)

a co za tym idzie

—_

1 1 e
~log ptn (Bs(y)) = —An(ny) — (,y) + — log / e "0 i, (dz)
n n B;(v)

— 3

> —An(nn) = (n,y) — |6 + ilogﬁn (Bs(y))

BN

co na mocy Lematu 5.4 prowadzi z kolei do

1 1
liminf —log n (By,s) = = ({1,y) = A(y)) — |17|5+hmmf—logun (Bs(y))

= —A*(y) + lim hmmf - log tin (Bs(y)) .

6—0 n—oo
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Teraz chcielibySmy pokaza¢, ze dla kazdej 6 > 0,

Tin (By,(;) — 1. (5.13)

Jest to moralny odpowiednik stabego prawa wielkich liczb. Odwotujac sie
do (5.10) dla zbioru domknietego B;’ 57 pokazemy, ze

1 ~
lim sup - log i, (Bs(y)°) <O,

co oczywiScie wystarcza do udowodnienia (5.13). Mamy

An(n)) = log/e”M’Z)ﬁn(dz)
= 10g/en<AIZ>en<mZ>—An(W7)yn(dz)

— log/en<A+17’Z>_AW(n77)yn(dz)
co implikuje

lim 1lAin(n)t) = lim lAn()H—iy) — lim 1An(my)

n—oo 1 n—oo 1 n—oo 11

= AA+7) = An).

Zatem, N
A(A) = AA+17) = A(n).

Z zatozeniem (A), A(A) < 00 i A +— A(A) jest rozniczkowalna dla wszyst-
kich A € 7 + Dj. Innymi stowy, ji, réwniez spelnia zalozenie (A). Ponadto,

A*(x) = sup { (A, x) = A(A) | = sup {(A, %) — A(A+77) + A()}
A A

=sup{((A+71),x) —AA+15)—(n,x) + A(y)}
Aty

= A" (x) + A(y) = (1, %)

Wiemy, ze z zatozenia (A), A*(-) jest dobra i wypukla funkcja tempa. W
zwiazku z tym A*(-) réwniez jest dobra i wypukla funkcja tempa. Ponadto,
mozemy skorzysta¢ z gérnego ograniczenia odchylenia (5.10) dla zbioru
domknietego B]C/, 5 aby wywnioskowac

limsup%bgﬁn (B;(;) < — inf A*(x)

n—oo xEB;,(;

= A" (x).
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dla pewnego xo ¢ B, 5. Wowczas

A*(x0) = A*(x0) + A1) — (1, x0)
> AN*(x0) — (17, x0) + (1,y) — A*(y)
= A*(x0) — (17, x0) — (A*(y) — (1, y)) > 0.

Ostatnia nieréwno$¢ zachodzi, poniewaz y jest punktem eksponowanym
przez A¥, tj. A*(xo) — (11,x0) > A*(y) — (1, y). Poniewaz A*(xp) > 0, wy-
nika stad, ze dla pewnego ¢ > 0 i dostatecznie duzych n

o (35,) <o
co implikuje (5.13) i tym samym (5.11), a w konsekwengji (5.14). a
Udowodniony przez nas wiasnie fakt implikuje, ze dla kazdego otwar-

tego G C RY

1
. . - > . . X .
hrrlglgc}f » log un(G) > xelgrng (x), (5.14)

gdzie F to zbiér punktéw eksponowanych przez A* postaci VA(7). Pozo-
staje pokaza¢, ze tych ostatnich jest dostatecznie duzo.

Dowdéd Twierdzenie Gartnera-Ellisa. Na poczatek rozwazamy

)
Xn,zSXn + \/;Z/

gdzie Z ~ N (0,1d,) jest niezalezne od X, dla dowolnego 1. Naszym celem
jest zastosowanie dolnego szacowania (5.14) dla X,, 5 dla wszystkich § > 0.
Po pierwsze, musimy sprawdzi¢, czy rozklad X, ; spetnia Zatozenie (A).
Faktycznie, mamy:

AEZ(S)(HA) = logE [e”“"xm} = logE [en(A,Xwe\/%(A,Z)]
= logE [enu,an +1logE [Nﬁu,zq

I stad ,
lim %A,(f) (nA) = A(A) + (5% = Ag(M)
Zatem, zgodnie z Zalozeniem A, ta funkcja jest skoriczona i rézniczkowalna
dla wszystkich A € Dj, co potwierdza, ze rozklad X, 5 spelnia Zatozenie
A. Ponadto,
A3(2) 1= sup ({4, )~ As(1)) < A" (x)
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poniewaz As(A) > A(A). Korzystajac z gornego oszacowania (5.10) dla

zbioru domknietego F = R?, otrzymujemy:

0= limsup%logyn <IRd) < — inf A*(x)

n—o0 x€R4

i inf, gs A*(x) = 0. Zatem A*(y) < co dla pewnego y € R“. Nastepnie
definiujemy

gs(A) = (Ay) — As(y) = (A y) — A(A) — 8]A[*/2.

Woéwezas gs(-) jest skoriczona i rézniczkowalna na Dp. Pokazemy, ze

lim sup g5(A) = —o0. (5.15)
M—o0 IA|>M

Faktycznie, z nieréwnosci Jensena

A(A) = lim % log E [ > lim " E [n(A, X,)
n
> lim E [(A, X,,)]
n
Zatem kwadratowy wzrost —|A|>/2 w A prowadzi do (5.15). Ponadto, po-

niewaz ¢5(A) < A*(y) < o0, jej supremum musi by¢ osiagniete dla pewnego
skoriczonego 7 € R?. Poniewaz g5 jest rézniczkowalna, Vgs(77) = 0. Ale

Ves(1) =V ((ny) — As(n1)) =y — VAs(n)

co implikuje y = VAs(y). Zgodnie z Lematem 5.5, y jest wtedy punktem
eksponowanym dla Aj}. Korzystajac z dolnego oszacowania (5.14) dla X, s,

mamy dla dowolnego x € R? takiego, ze A*(x) < oo

liminf~P (X, 5 € B a(x)) > — inf  AL(y)
n yEBq2(3)

=— inf Aj(y) > —A%(x)
yeBs/2(x)

Poniewaz Z ~ N (0,1d;), wiemy, ze

1 5 € 2
i —log P “NZl > ) < ——.
ol 08 <\/;’ 2 2) =78
Poniewaz

{Xn+ \/gz € Bg/z(x)} C {Xn € Be(x)} U {\/%Zi = %}
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P (X, € Be(x)) > TP (Xn + \/gz € Be/z(x)) - <\/g|z| > %)

i stad

to

1 &2
liminf — logIP (X > —A* ——
iminf log (X5 € Be(x)) > max{ (x), 85}

— —A"(x),
6—0 (x)

dowodzac pozadanego dolnego ograniczenia
. 1 "
higr_l)glleogl’ (Xn € Be(x)) > —A"(x),

dla dowolnego x € RY z A*(x) < co. 0

5.2 Laficuchy Markowa

Niech ¥ = {1,2,...,1} bedzie przestrzenia stanéw taricucha Markowa
{Xu}nen. Przez P oznaczaé¢ bedziemy macierz przejscia. Dla uproszcze-
nia zaklada¢ bedziemy, ze wszystkie wyrazy P sa dodatnie. (zatozenie to
mozna ostabi¢ do nierozkladalnosci P). Niech f: £ — IR bedzie dowolna
funkcja. Rozwazmy

Su =Y F(X).
k=1

Przez u, oznacza¢ bedziemy rozktad S,/n. Pokazemy, ze ciag {}n}nen
spelnia zasade wielkich odchylen.
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n%l_r)rc}oalog<23 i,7) ) n%l_rgoalog<2B ],1)@)210g)»

J J

Dowdd. Niech

C= {qu]R”:Vi,qo(i) ZO,Zgo(i):l}.

i=1

Rozwazmy f : C — C zadane jako f(¢) = Be/||B¢||. Funkga f jest ciagta.
Zgodnie z twierdzeniem Brouwer’a o punkcie stalym, istnieje ¢ € C takie,
ze f(@) = ¢. Zauwazmy, ze istnieje jo > 0 takie, ze ¢(jo) > 0. Niech
p = ||Be|| > 0. Wtedy By = pg. Dla kazdego i:

) Bo(i 1
@(i) = % ZBIJ‘PJ 2 pBl]oq)]o >0
0=

Zatem wszystkie wyrazy ¢ sa dodatnie. ZnalezliSmy warto$¢ wilasna p,
ktora jest rzeczywista, dodatnia i posiada wektor wlasny z dodatnimi
wsp6lrzednymi.

Zdefiniujmy nowa macierz A = (a;;)uxn jako a;; = b;; - ¢;/ ¢;. Niech A
bedzie warto$cia wiasna macierzy B z wektorem wlasnym a. Niech B bedzie
wektorem, gdzie B; = «;/ ¢;. Wéwczas:

Q; 1 & 1
(AB)i = 2”115] wa eaj= ) by = —(Ba); = pa; = pp;
=1 @i Pi i @i

czyli B jest wektorem wlasnym macierzy A z wartosScia wiasna A. Jezeli
rozwazymy A = p, to stwierdzimy, ze (1,...,1)T jest wektorem wiasnym
macierzy A z wartoscia wlasna p. Oznacza to, ze dla kazdego : 27:1 ajj = p.

Niech A bedzie wartoscia wlasna z wektorem wiasnym B (dla A) i niech
jo bedzie takie, ze |B;,| > |B;| dla kazdego j. Wéwczas

(AB)jy
Bjo
Musimy pokaza¢, ze jesli A nie jest rzeczywista wartoscia dodatnia, to [A| <

p. Zalézmy b.z.0, ze Bi, > 0. Jesli A nie jest rzeczywista warto$cia dodatnia,
to istnieje j; takie, ze B; # 0, ale nie jest dodatnie. Wtedy jednak

Al =

TN Y B < (Z J0]> |ﬁ]| < 2%] p-  (5.16)
Jolj=1 Jo

|%ojoBjo + Tjois Bir | < 1jojoBio| + 1jojs B |

wiec nier6wnos¢ w(s.16) jest ostrai |A| < p.
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Teraz pokazemy, ze p ma krotnos¢ 1. Niech

D:{ﬁeCd:i\ﬁilzl,éﬁi:O}.

i=1

Wtedy kazde ¥ € CY ma prawie jednoznaczne przedstawienie jako a -
(1,...,1)T+b-0, gdzie 6 € D. Dla kazdego § € D zachodzi ||AV||; <
p||V|]1. Ze zwartosci supy p, ||AB|[1 =: k < p. Zat6ézmy, Ze a jest innym wek-
torem wlasnym z wartosécia wilasna p. Dla kazdej stalej a, an — (1,.. ., 1)T
jest wektorem wlasnym z wartoscia wlasna p, ale istnieje a takie, ze aa —
(1,...,1)T € D. Sprzecznosc.

Niech ® ma dodatnie wspo6trzedne. Wtedy ® = a¢ + u, gdzie u sklada
sie z innych wektoréw wilasnych. Wéwczas B"® = aB™ ¢ + B"u = aA™ ¢ +
B™u i ||B"ul| < c¢-x™, wiec

n

Y B"(i,j)®; = (B"®); = ap™i+o(p")
=1
]:

istad

1 o)
Jim -, 108 <]-_1B (fo)cD]) = logp.
O

Zamiast dodatnich wspétrzednych B mozemy zalozy¢ ierozkladalnos¢ i
aperiodycznos¢, tj. istnieje m takie, ze dla kazdego i,j, B"(i,j) > 0. Przypo-
mnijmy, ze ¥ = {1,...,1}. Niech P bedzie macierza przejs¢, tj. dla kazdego
i ;-:1 P;j = 11 dla kazdego i,j: P;j > 0. Zal6zmy, ze P jest nierozkidalne
i aperiodyczne. Dla ustalonego 6 € X, niech (X,) bedzie tancuchem Mar-
kowa takim, ze Xo = 01 P[X,41 = j|Xu = i] = P;j. Niech f : £ — R? i niech
Yy = f(Xn), Zn = L 501 Vi

Twierdzenie 5.10
Ciag rozktadow {Z, },en spelnia zasade wielkich odchyler.

Dowdd. Dla kazdego A rozwazmy
An(A) :==1ogE [e“'Z”)} :
Aby uzasadni¢ zasade wielkich odchylery, musimy pokazaé, ze

A(A) = Tim A, (1))

n—oo n
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istnieje i jest r6zniczkowalna. Udowodnimy jedynie istnienie:

wi(En)]

Z wtlasnosci Markowa warto$¢ oczekiwana pod logarytmem rozpisuje sie

nAp(nA) = %log]E [eWbZn)} = %log]E

jako
E exp{<A’ZYk>} = Z I[)[Xl=x1,...,Xn:xn]He<Arf(xk)>
k=1 X1, Xy €L =1
= Z P(6,x1) - P(xy_1,%n) H oM f (xi))
X1, Xn €L k=1

Dla kazdego A € Z¢, zdefiniujmy macierz P* wzorem
PMi, ) == P(i,j)eM U,

P jest nieujemna, nieredukowalne i aperiodyczna. Mamy

E eXp{<A,ZYk>} = Z PA(9,x1)~~PA(xn_1,xn)
k=1 X1, Xp €L
= Y (PY)"(6,))
jeX
Podsumowujac
1 - 1 AMniin
nAu(nA) = —logE |exp < (A, Y Yk = =log )_(P")"(6,))
n k=1 noTes

Zbieznos¢ powyzszego wynika z Twierdzenia Perrona-Frobeniusa O



Dyfuzje

Streszczenie Zaczniemy

Istnieje wiele sytuacji, w ktérych rozwiazania réwnan rézniczkowych
czastkowych sa wyrazane jako calki po przestrzeniach funkcyjnych. Naj-
prostszym przykladem nietrywialnym jest wzér Feynmana-Kaca, ktéry wy-
raza rozwigzanie réwnanie

1
oy = EAu +ov(x)u,

przy warunku poczatkowym u(0,x) = f(x) jako catke po przestrzeni
funkccyjnej

u(t,x) = E [exp </Otv(B§)ds> -f(Bi‘)]

Tu B* jest d-wymiarowym ruchem Browna zapoczatkowanym w punkcie x.
Kolejnym przykladem jest rozwiazanie zagadnienia Dirichleta

Lyu = %Au +(Vu,b) =0

w ograniczonym otwartym zbiorze G w RY z gtadkim brzegiem 9G i wa-
runkiem brzegowym Dirichleta u = f na 9G. Tutaj b: RY — R? jest gtad-
kim polem wektorowym. Rozwiazanie zagadnienie mozna przedstawié¢ za
pomoca dyfuzji X* = (X{);>0 spelniajacej stochastyczne réwnanie réznicz-
kowe

dXj = dB; + b(X})dt

z warunkiem poczatkowym Xj = x. W tym przypadku proces X* mozna
zdefiniowa¢ jako rozwiazanie

t
Xf:x+/ b(X¥)ds + Br.
0

Dla dowolnej funkcji v € C2(R?) proces
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2

jest martyngatem (zwanym niekiedy martyngatem Dynkina) o $redniej v(x)
(zadanie). Jezeli rozwazymy czas zatrzymania

T, =inf{s > 0 : X{ ¢ G},

t 1
My = o(XP) = [ (Vo(x2), b(X2) + 580(X2)ds

mozna pokazaé, ze [E[t,| < oo i skorzysta¢ z twierdzenia Dooba o zatrzy-
maniu aby otrzymac

E[M:] = v(x).

Jezeli v = u jest rozwiazaniem wspomnianego zagadnienia Dirichleta, to
powyzsze redukuje sie do

E[u(Xz7,)] = u(x).

Jezeli dodamy do tego fakt, ze X7 € 9dG, to powyzsze daje probabilistyczna
reprezentacje rozwiazania jako

E[f(X3,)] = u(x).
ktére mozna wyrazié jako:
u(x) = E” [f(x(t))]

Chcemy zbada¢ jaki wplyw na zachowanie rozwiazania ma wygaszanie
czesci Gaussowskiej w rozwiazaniu. Dla € € [0, 1] rozwazmy

Le = gAu + (Vu, b).
Niech u = u, bedzie rozwiazaniem zagadnienia
Leu=20

w G z warunkiem brzegowym u = f na dG. Chcemy badac¢ jak zachowuje
sie ue przy € — 0. W naturalny sposéb zwracamy sie do stowarzyszonego
procesu dyfuzji

t
X = x4 / b(X3*)ds + /eB.
0

Widzimy, ze przypadek graniczny € = 0 odpowiada po prostu rozwiazaniu
rOwnania zwyczajnego
dF(t)
dt
Skoro ostatecznie interesuje nas problem wyjscia X*¢ z G widzimy, ze klu-
czowe jest zachowanie portretéw fazowych powyzszego réwnania. Jezeli

F wychodzi z G przez powiedzmy punkt yy € 9G, to tatwo zgadna¢, ze
ue(x) — f(yo). Sytuacja, w ktorej F nie wychodzi z G jest problematyczna.

= b(E(t)),  F(0) = x.
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6.1 Dyfuzje

Niech B = (Bt);>0 bedzie d-wymiarowym ruchem Browna. Dla x € R¥ i
€ > 0 rozwazmy proces X zadany przez

t
X< = x+ [ b(XE)ds + VB,
0

gdzie b: R? — R jest funkcja spelniajaca warunek Lipschitza. Chcemy
opisa¢ duze odchylenia dla X** przy e — 0. Przez P, bedzie rozkladem
X*€ na C(R?).

Ustalmy x € RY. Niech «, g: [0, 400) — R4 beda zwiazane

—x+/ s))ds + g(t).

Funkcja uwiklana x — g jest ciagta. Chcemy zbadac¢ ciagtos¢ odwzorowania
odwrotnego. Rozwazmy w tym celu 7,h: — R uwiklane tym samym
rOwnaniem

_x+/ $))ds + h(t).

Wobwczas

Pot6zmy

A(t) = sup [[x(s) = n(s)ll,  a(t) =supllg(s) = h(s)]|

s<t s<t

Dla s < t mamy

Ix(s) = ()] < A [ x(u ||du+5£||g(> ()|
<4 / () = 0 +-sup 3) = )|

Biorac supremum po s < t otrzymujemy

<A/ w)du + a(t) 6.1)

Mnozac stronami przez czynnik caltkujacy e~ dostajemy

1—e At

t t
A(s)ds <eAt+/ a(s)e A5ds < eMa(t
| s < ettt [ a(s)e s < eMa(t)
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Wstawiajac to oszacowanie do (6.1) otrzymujemy

A(t) < et sup 18(s) = h(s)ll-

Powyzsze rozumowanie jest po prostu dowodem Lematu Gronwalla. Wy-
nika stad, ze ¢ +— x jest ciagte Co([0,t],RY) — C([0,T],RY), gdzie dla
x € R4,

Ce([0,¢], RY) = {f: [0,T] = R? : f ciagle, f(0) = x}.

Dowéd. Niech Q. bedzie rozktadem /eB na Cy([0, T], R?). Wéwczas { Qe }e=0
spelniaja zasade wielkich odchylerr z predkoscia 1/€ i funkcja tempa

1T ¢ 2
_ a2l Iff®l*dt f e

Niech teraz ¢,(g) = « bedzie rozwiazaniem

K(t) = x + /Ot b(x(s))ds + g(b).

Z dyskusiji poprzedzajacej dowod twierdzenia wiemy, ze ¢, jest funkcja cia-
gla. Skoro Pye = Q. 0 ¢; !, to z zasady kontrakcji {Py .} } spelniaja zasade
wielkich odchylen z funkcja tempa

I,(f) = inf{I(g) : ¢x(8) = f}-
Jezeli ¢x(g) = f,dlag € H, to
F1() =b(f(1) +8'(t)

a co za tym idzie

@)= [ Ig©IPds =1 [0~ bir(e) P
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6.2 Problem wyjscia
Zalozenie (V) Funkgcja b jest postaci b(x) = —VV(x), gdzie V jest gladka
funkcja taka, ze

¢ infy; V jest przyjete w dokladniej jednym punkcie yy € 0G

e Istnieje x9 € G takie, ze wszystkie rozwiazania u: [0, +00) — R4
Du(t) = b(u(t)) z warunkiem poczatkowym u(0) € G pozostaja w G
oraz u(t) — xo gdy t — oo.

Lemat 6.2
Przy zatozeniu (V), dla dowolnego x € G,

%I;gh]}f/oT 11 () + YV (h(s))l[*ds = 4(V (x) = V(x0)),

gdzie infimum jest wziete po wszystkich h: [0, T] — G takich, ze h(0) = x
i h(T) = Xp.

Dowdd. Dla T > 0 rozwazmy zagadnienie
x'(t) = =VV(x(s)), x(0) = x.

Odwracajac kierunek otrzymujemy Sciezke h(t) = x(T — t) otrzymujemy
siezke miedzy h(0) = x(T) a h(T) = x. Skoro

W (t) = VV(h())

to
T
/0 11 (s) + V'V (h(s))|]2ds =

[ 109) = V() P+ [ (TV(0h(3)), (1))
— 4(V(R(T)) = V(1(0))) = 4(V(x) = V(x(T)).

Skoro x(T) — xg przy T — oo, to

%I;%mf/ 11 (s) + VV(h(s))||Pds < 4(V(x) — V(x0)),

Z drugiej strony dla dowolnego h takiego, ze h(T) = x i 1(0) = xq,
4(V(x) — V(xg)) = 4/T YV (h(E), K (1))dt
[ 1) + v s — [ 10(s) ~ V(s s
< /O I(5) + TV (h(s)) .
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Lemat 6.3
Niech U bedzie dowolnym otoczeniem x(. Polézmy

T
AW, T) = inf [ (5) + TV(F(s))|ds,

gdzie infimum jest wziete po wszystkich f: [0,T] — G takich, ze f(t) €
G\ U. Wéwczas
liminf A(U, T) = oo.

T—o0

Powyzszy lemat méwi, ze Sciezki X*, ktore przez dlugi czas pozostaja
oddalone od xp sa mato prawdopodobne.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze istnieje M < oo takie, ze

Iminf A(U, T) < M.
T—00

Oznacza to, ze dla kazdego T > 0 istnieje fr takie, ze fr jest odciete od xg i

/oT If7(t) + VV(£(t)]*dt < 2M.

Skoro V'V jest ciagla, to mozemy bez zmniejszania og6lnosci zatozy¢, ze

[ 50y Pt < 20

potencjalnie zwiekszajac M. Dla kazdego C > 0 istnieje zatem f takie, ze

[ WP+ 1510 + TV (70 Pt < ame/T.

Przy ustalonym C > 0 funkgje fr(f — tc) sa jednakowo ciagte. Wybierajac
podciag zbiezny dostajemy f: [0, C toR rozwiazujace f'(t) = —VV(f(t)).
Z jedynodci rozwiazania te musza by¢ zgodne dla ré6znych C > 0. Mo-
zemy wiec przejs¢ z C do nieskoriczonosci i dosta¢ rozwiazanie f'(t) =
—VV(f(t)), ktore jest odciete od xy. O
6.3 Wlasnos$é Markowa

Dla uproszczenia notacji potézmy X = X0t czyli rozwiazanie zagadnienia

t
Xt:/ b(Xs)dS+Bt
0

Wszelkie wiasnos$ci probabilistyczne X przenosza sie fatwo na X*<.
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Przyklad 6.5

Ruch Browna ma witasno$¢ Markowa. Przypomnijmy, ze dla dowolnego

s > 0 proces BES) = Bi4s — Bs jest niezalezny od o-ciata 2 = o(B, : r <3s).

Stad dla dowolnej funkgji ¢: C([0, +00)) — [0, +00)
E [ §((Bis)izs) |72 | = E [p(B®) + By)| 7P| = ¥(By),

gdzie
¥(x) = E[p(B+x)].

W szczegodlnosci

E [¢((Bt+s)i>s)|Bs] = E []E [¢((Bt+s)t2s)|f£] |Bs] -
E [¥((Bs)|Bs] = ¥(Bs) = E [w((Bt+S)tZs)|fSB] ,

Fakt 6.6
Proces X ma wlasnosé Markowa.

Dowéd. Dla g € C([0,+00)) przez ¢(g) = y oznaczmy rozwiazanie réwna-
nia catkowego

v(t) = [ o(y(o)ds + g(0)
Wtedy ¢: C(]0,4+00) — C([0, +0)) jest ciagta. Dodatkowo
X = (B)

Jezeli rozwazymy teraz proces przesuniety X,_[s] = Xiystodlas >0,
S
xF = / b (X dr+ B+ X,
0

Czyli
XIT = ¢(B®) 4+ x).

Dla dowolnej ¢: C([0, +00) — [0, +00) mamy
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Ely(XF)FP] = Elp o (B + Xo)|FF] = ¥(X)
gdzie
¥(x) = E[p 0 ¢(B®) +x)]

Wiasnoé¢ Markowa wynika z powyzszego dokladnie tak samo, jak miato
to miejsce dla ruchu Browna. O

6.4 Problem wyjscia 2

Przypomnijmy, ze dla G C R? otwartego, ograniczonego, spéjnego i o gtad-
kim brzegu rozwazamy rozwiazanie u = 1, zagadnienia

0=eAu/2+ (b|Vu) w G
u=f na 0G.

Rozwazane zagadnienie ma reprezentacje probabilistyczna

ue(x) = E[f (X7 )],

gdzie
T = inf{t > 0 : X* ¢ G}.

Dowéd. Niech N bedzie dowolnym otoczeniem 1y w dG. Powiedzmy, ze

inf V(y)=V 0
ot (y) (yo) +

dla pewnej 6 > 0. Niech teraz U, bedzie takim otoczeniem xyp w G, ze
V(x) < V(xp)+6/10dla x € Up. Niech U; C cl(U;) C U, bedzie kolejnym
otoczeniem xp. Dla ¢ € C(]0, +0c0) niech

T=1(g) = inf{t > 0g(t) ¢ G1.

Woéwczas
ne(x) = [ F(3(t())Pre(dg).

Pokazemy, ze dla kazdego x € G,



6.4 Problem wyijscia 2 97
lli%l)x,e[g :8(1) € N =0.
Rozwazmy ciag czaséw zatrzymania 7; = Ti(g),
7n=inf{t>0: g(t) ecl(Uy)} AT
T = il’lf{t > 5T g(t) ¢ Uz}
Toks1 = Inf{t > 1 : g(t) €ecl(U1)} AT
Toky2 = inf{t > Ty 1 0 g(t) € Un}
Korzystajac z mocnej wlasnoéci Markowa dla X wystarczy pokaza¢, ze

SUPcou, Preltt > 7, g(7) € N
e=0 infreqy, Prelti > 7, (1) €N]

Dla licznika mamy
a(x,€) =Pye[t1 = T,8(T) &€ NIPye[T > 1 = 7,8(7) &€ N] + Pye[T < 7]
Dla drugiego skladnika, na mocy udowodnionego wczesniej lematu

lim limsup elogPy ([T < 7y| = —o0.
T=eo ey

Dla pierwszego mamy
lim limsupelog sup Pye[T > 1 = 17,8(7) ¢ N|
T—oo ¢ 4o xeall,

~2 it inf (V(y) = V(x)) < ~30/2=2(V(y0) ~ V(x0)).

Stad
limsup sup a)x,e) < —30/2—2(V(yo) — V(xp)).

e—=0 xedl,
Mianownik szacujemy z dotu przez

liminf inf logPyc[7y1 = 7¢(T) € N]

€e—0 yedl,
> =2 sup (V(yo) — V(x) = =2(V(yo) — V(x0)) — 6/5.
xeallp
O
Uwaga 6.8
Zalozenie, ze b = —VV nie jest istotne. Mozna zalozy¢, Zze rozwiazania

g = b(g) zaczete w G w nim pozostaja i zbiegaja do jedynego punktu
stacjonarnego x( oraz zatozy¢, ze
1 T
V) =ginf b ()~ b(n(e) |t
() =g inf o fy 1) b))

przyjmuje z infy; przyjetym doktadnie w jednym punkcie yyo.
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