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Opis przedmiotu

Celem wykladu jest zaprezentowanie podstaw stochastycznego rachunku
calkowego. Gléwny nacisk bedziemy kias¢ na dwa, w pewnym sensie prze-
ciwstawne aspekty. Z jednej strony uswiadomimy sobie, ze catka stocha-
styczna jest naturalnym, potrzebnym i przystepnym obiektem. Z drugiej,
ze posiada gleboka teorie ktéra stanowi wyjatkowo uporzadkowany ka-
watek nowoczesnej probabilistyki. Centralnym obiektem wykladu bedzie

catka Ito .
/ X,dB.,
0

gdzie B = (B; : t > 0) jest ruchem Browna a X = (X; : t > 0) do-
statecznie regularnym procesem stochastycznym. Zrozumienie konstrukgcji
i podstawowych wlasnosci catek pozwoli na badanie stochastycznych réw-
nan rézniczkowych

dX; = u(Xs,s)ds + o(Xs,s)dBs,

gdzie u,0: R? — R sa funkcjami ciagtymi. Zgromadzona teorie zastosu-
jemy do proceséw dyfuzji, martyngaléw wykladniczych oraz twierdzen
0 zamianie czasu i zamianie miary.
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Do opanowania podstaw wykladu niezbedny bedzie teoriomiarowy ra-
chunek prawdopodobienistwa oraz znajomos¢ warunkowej wartosci ocze-
kiwanej (Rachunek prawdopodobiefistwa 1B i 2B). Do zrozumienia catosci
zaprezentowanego materiatu przydatna (cho¢ nie niezbedna) bedzie dobra
znajomo$¢ teorii miary i podstaw analizy funkcjonalnej (Funkcje rzeczywi-
ste i Analiza funkcjonalna).

W trakcie wykladu oméwimy postawy teorii proceséw stochastycznych
i elementy teorii martyngaléw z czasem ciaglym. Nastepnie zdefiniujemy
catke stochastyczna wzgledem ruchu Browna i oméwimy stochastyczne
réwnania rézniczkowe. Poruszymy takie zagadnienia jak:

A) Procesy stochastyczne: rozklady skonficzeniewymiarowe, twierdzenie o
zgodnosci i ciagtej modyfikacji, filtracje w czasie ciagtym, Prawo o-1 Blu-
menthala, czasy zatrzymania, procesy mierzalne progresywna mierzal-
nos¢, progresywne o-ciato;

B) Martyngaly z czasem ciaglym: nieréwnos$ci maksymalne, jednostajna cat-
kowalno$¢, twierdzenie o zatrzymaniu, twierdzenie o zbieznoSci prawie
na pewno i w L?, proces nawiasu sko$nego;

) Calka stochastyczna dla ruchu Browna: procesy elementarne, catka sto-
chastyczna wzgledem ruchu Browna, catka stochastyczna jako ciagly
martyngal, twierdzenie o zatrzymaniu catki stochastycznej, catka dla
proceséw lokalnych;

D) Stochastyczny rachunek calkowy: procesy Ito, catka wzgledem proce-
sow Itd6, wzor na catkowanie przez czesci, wzor Ito;

E) Stochastyczne réwnania rézniczkowe: istnienie i jednoznaczno$¢ roz-
wiazan, dyfuzje Itd, mocna wlasnos¢ Markowa dla dyfuzji Ito;

F) Zastosowania: twierdzenie Girsanova, martyngaty wykladnicze, twier-
dzenie o zamianie czasu dla calki stochastyczne;.

Do wykladu przygotowane sa notatki dostepne ns stronie prowadza-
cego. Podstawowa literatura do wyklady sa:

e P. Baldi, Stochastic Calculus, 2017
¢ J. E Le Gall, Brownian motion, martingales, and stochastic calculus, 2016
* D. Revuz i M. Yor, Continuous martingales and Brownian motion, 1999

Dodatkowe informacje i uzupelniania dostepne sa w:

R. Latata, Wstep do analizy stochastycznej, 2011

B. Oksendal, Stochastic differential equations, 2003

I. Karatzas i S. Shreve, Brownian motion and stochastic calculus, 2012
P. Morters i Y. Peres, Brownian motion, 2010

T. Mikosch, Elementary stochastic calculus, with finance in view, 1998

R. Durrett, Stochastic calculus. A practical introduction, 1996

K.L. Chung i R. Williams, Introduction to Stochastic Integration, 1990
F. den Hollander i H. Maassen, Stochastic Analysis, 2010
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R. Schilling i L. Partzsch, Brownian motion: an introduction to stochastic
processes

Efekty ksztalcenia

Po wykladzie student:

1.

formuluje podstawowe twierdzenia z zakresu teorii proceséw stocha-
stycznych (A) ze szczegdlnym uwzglednieniem martyngaléw z czasem
ciaglym (B);

podaje konstrukcje catki stochastycznej wzgledem ruchu Browna (C);

. formuluje gléwne twierdzenia teorii calki stochastycznej (D) i stocha-

stycznych réwnan rézniczkowych (E);

. weryfikuje podstawowe wilasnosci proceséw stochastycznych w tym:

progresywna mierzalno$¢ i wlasnos¢ czasu zatrzymania (A), wlasnosci
martyngatu (B);

. rozwiazuje proste stochastyczne réwnanie rézniczkowe (E);
. stosuje teorie martyngatéw i calki stochastycznej w zadaniach i proble-

mach (A, D);
analizuje dowody podstawowych twierdzen z wykladu z uzasadnie-
niem poszczeg6lnych ich zalozen (A, B, C, D, E);

. dowodzi wlasnosci proceséw dyfuzji w oparciu o stochastyczne réwna-

nia r6zniczkowe (E, F);

. wyznacza procesy dyfuzji modelujace zjawiska losowe w przyrodzie

w oparciu o stochastyczne réwnanie r6zniczkowe (E, F);

Sposéb weryfikacji efektéw ksztalcenia

Na zaliczenie sklada¢ sie beda:

sprawdziany pisemne (85%);
aktywno$¢ na ¢wiczeniach (10%);
zadania domowe (5 %);

Ocena z wykladu wystawiona bedzie na podstawie egzaminu pisemnego.



VI
Metody i kryteria oceniania

Warunkiem zaliczenia przedmiotu jest:

* uzyskanie 30% punktéw za zadania stanowiace biezaca weryfikacje efek-
tow ksztalcenia;

* uzyskanie pozytywnej oceny z egzaminu stanowiacego koricowa wery-
tikacje efektow ksztalcenia.

Kryteria ocen:

(dst) student realizuje punkty 1-4 efektéw ksztatcenia
(db) student realizuje punkty 1-6 efektow ksztalcenia
(bdb) student realizuje punkty 1-9 efektéw ksztalcenia

Wroctaw, 2021 Piotr Dyszewski
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Wstep

Streszczenie Zaczniemy od nakreélenia motywacji stojacymi za stochastycznymi
réwnaniami rézniczkowymi. Wyjasnimy dlaczego duza klasa réwnan nie moze by¢
interpretowana w klasycznym sensie i dlaczego klasyczny rachunek Riemanna-
Stieltjesa okazuje sie by¢ niewystarczajacy. Na koniec zobaczymy na przykiadzie
jak mozna wykorzysta¢ komponent losowy aby unikna¢ technicznych probleméw
i formalnie zdefiniowa¢ proces rozwiazujacy stochastyczne réwnanie rézniczkowe.

Zanim przystapimy do rozwijania teorii catki stochastycznej, postaramy
sie uzasadni¢ potrzebe zdefiniowania i zrozumienia takiego obiektu. Jak
sie za chwile przekonamy, matematyka finansowa stanowi tutaj dobre Zré-
dlo inspiracji. Zacznijmy jednak od podstawowych definicji. Pracowa¢ be-
dziemy na przestrzeni probabilistycznej (Q), F,IP). Zaklada¢ bedziemy, ze
rozwazana przestrzen probabilistyczna jest wystarczajaco bogata, aby méc
okredli¢ na niej wszystkie zmienne losowe wprowadzone w trakcie wy-
kfadu. Niech T C Ry = [0, +o0) bedzie ustalonym przedziatem. Central-
nym obiektem naszych badarn beda procesy stochastyczne.

Definicja 1.1
Procesem stochastycznym okreSlonym na zbiorze T nazywamy dowolna
rodzine zmiennych losowych X = (X;)ser.

Powyzsza definicja jest wyjatkowo obszerna i dopuszcza wiele proceséw
o niepozadanych wlasnosciach. W przyszlosci bedziemy pracowaé z wez-
sza klasa obiektéw. Na potrzeby wstepu jest ona jednak w zupelnosci wy-
starczajaca.
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1.1 Motywacja

Jednym z najpopularniejszych zastosowarn proceséw stochastycznych jest
modelowanie rynku akcji, kiedy warto$¢ zmiennej losowej z indeksem ¢
oznacza warto$¢ akcji w chwili ¢.

Pytanie 1.2
Jak zdefiniowa¢ proces G = (G¢)icr, aby uzy¢ go do modelowania wartosci
akgji na gietdzie (lub ogodlniej aktywa obciazonego ryzykiem)?

OdpowiedzZ na powyzsze pytanie moze okazac sie zaskakujaco zlozona.
Postaramy sie zdefiniowaé proces G poprzez réwnanie, ktére powinny spet-
nia¢ zmienne (G¢)cRr, - Jesli G; rzeczywiscie jest cena akcji w chwili ¢, to dla
h > 0 iloraz

Giip — G
Gt

nazywany jest relatywng stopg zwrotu w przedziale czasowym |[t, t 4+ h]. Chcemy
wskaza¢ model, w ktérym relatywna stopa zwrotu dla bardzo matych # jest
postaci
Giyn — G
Gt
gdzie stala y jest Srednia stopa zwrotu, stala ¢ > 0 nazywana jest zmienno-
Scia, a Er(t,t 4+ h) to losowe zaburzenie takie, ze

~u-h+o-Er(t,t+h),

® zmienna Er(t,t + h) ma $rednia 0;

e zmienna Er(f,t 4 h) jest niezalezna od przesziosci procesu (Gt)ser, , do-
kiadniej jest niezalezna od o-ciata 0(G; : s < t);

e rozkltad Er(t,t + h) zalezy tylko od k;

e odwzorowanie (t,h) — Er(t,t + h) jest ciagle.

Innym Zrédiem inspiracji jest fizyka.

Pytanie 1.3
Jak okresli¢ proces U = (U;)ter . stuzacy do modelowania predkosci cza-
steczki poruszajacej sie w cieczy? Rownanie Langevina dla predkosci zapi-
suje sie jako

Upyy — U Ei”(t, t+ h)

h h '

Tutaj pierwszy sktadnik pochodzi od sit oporu dziatajacych na czasteczke,
ktoéra zgodnie z prawem Stokesa jest proporcjonalna od jej predkosci. Drugi
sktadnik to losowe zaburzenie pochodzace od kolizji czasteczki z cza-
steczkami cieczy. Podobnie jak poprzednio zakltadamy, ze Er(t,t + h) jest
zmienna losowa o $redniej zero niezalezna od o-ciata o(Us : s < t) ktorej
rozklad zalezy tylko od h.

~ ul; +
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Réwnania zawarte w powyzszych pytaniach mozna zapisaé ogdlnie jako
Xeon—Xe = u(t,Xe)h+o(t, Xp)Er(t, t+h)

dla pewnego szukanego procesu X = (X;)icr, i zadanych funkgji ciagtych
i 0. Skupimy sie teraz przez chwile na losowym zaburzeniu Er(t,t + h).
Nie majac zadnych dodatkowych przestanek o naturze Er(t,t + h), be-
dziemy szukali zmiennej, ktéra daje najwiecej rozproszenia. Jednym ze spo-
sobow jego pomiaru jest entropia. Teoria informacji méwi [B.65, Twierdze-
nie 8.3.3], ze w klasie wszystkich gestosci probabilistycznych p(x) na pro-
stej o ustalonej wariangji, rozkladem ktéry maksymalizuje entropie H(p) =
— [ p(x)log(p(x))dx jest rozktad normalny. Stad Er(t,t +h) ~ N(0, f(h))
dla pewnej nieujemnej funkcji f. Zauwazmy, ze wobec niezaleznosci Er(t,s)
od przeszlosci rozwazanego procesu, dla s < r < t zmienne Er(s,r)
i Er(r,t) sa niezalezne. Dodatkowo, poréwnujac zmienne X; — X; oraz
(Xt — Xr) + (X; — X;) otrzymujemy, dla matych wartosci t — s,

u(s, Xs)(t —s) +o(s, Xs)Er(s, t) ~
u(r,Xy)(t —s) +o(r,X;)Er(r,s) + o(s, Xs)Er(s, t).

Wobec ciaglosci u i 0 oraz przypuszczalnie ciagtosci X, u(s, Xs) ~ u(r, Xy)
oraz o(s, Xs) ~ o(r, X,) dla matych wartosci t —s. Stad

Er(s,t) = Er(r,s) + Er(r,t).

Odwotujac sie do rozkladéw oraz niezaleznosci zmiennych po prawej stro-
nie f(t—s) = f(s —r)+ f(t — r). Ciaglos¢ Er pociaga ciagtos¢ f a ta z kolei
wymusza f(t) = ct dla pewnej statej ¢ > 0. Wobec powyzszego istnieje
w zasadzie jedyny kandydat na zmienna Er(s, f). Jest to

Er(s,t) = By — Bs

przyrost ruchu Browna B = (Bt)eR, -

Definicja 1.4
Ruchem Browna (procesem Wienera) nazywamy proces stochastyczny B =
(Bt)te]R+ taki, ze

(B1) By =0 p.w;

(B2) B ma niezalezne przyrosty: dla dowolnych tg, t1,ta, ..., t, € [0, +00),
to < t; < ... < ty, zmienne losowe B;, — B; ., By, — By, By, sa
niezalezne;

(B3) dla kazdych t > s, zmienna B; — B; ma rozktad N (0,t — s);

(B4) funkgja t — Bi(w) jest ciagta dla wszystkich w € Q.

n_1s"°*
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Nalezy mie¢ na wzgledzie, Ze na tym etapie istnienie procesu B spelnia-
jacego wilasnosci (B1)-(B4) moze nie by¢ oczywiste. Do problemu istnienia
ruchu Browna powrécimy w nastepnym rozdziale. Bedziemy szuka¢ pro-
cesu X = (X¢)ier, ktéry spelnia

Xepn — X = u(t, Xe)h + o (t, Xt) - (Bep, — Bt) (1.1)

dla malych h. Powyzsza relacja sugeruje, ze proces X = (X;)ier, mogiby
zosta¢ zdefiniowany jako rozwiazanie zwyczajnego réwnania rézniczko-
wego

d d
axt = ‘u(t, Xt) +a(tl Xt)aBt te (0/ +OO) (1'2)

Nalezy pamieta¢, ze proces stochastyczny X posiada dwa argumenty, pierw-
szy toindeks t € R a drugi to odpowiedzialna za losowos¢ w € (). Tutaj %
tyczy sie klasycznej pochodnej wzgledem parametru ¢ przy ustalonej war-
tosci w. Problem z powyzszym podejsciem polega na tym, ze trajektorie
ruchu Browna sa nieregularne.

2.5

Rysunek 1.1. trajektoria ruchu Browna, czyli wykres funkgji t — B;(w) dla ustalo-
nej w
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Definicja 1.5
Trajektorig procesu stochastycznego X = (X;)ier nazywamy losowa
funkcje

X(w): Tt Xi(w) € R.

Wiasnos¢ (B4) w Definicji 1.4 zapewnia, ze trajektorie ruchu Browna sa
ciagle. Okazuje sie jednak, ze poza tym sa one nieregularne (patrz Rysu-
nek 1.1), a dokladniej nie sa r6zniczkowalne w kazdym punkcie.

Fakt 1.6
Niech B = (B;)ter, bedzie ruchem Browna. Wéwczas

P[3ty > 0, t — By jest rozniczkowalna w tg] = 0.

Dowdd. Pozostawiamy czytelnikowi jako Zadanie 1.12. O

Powracajac do rozwazanego problemu widzimy, ze prawa strona (1.2)
nie jest poprawnie okreslona. W teorii réwnan rézniczkowych, przy proble-
mach z regularnoscia funkcji, réwnania rézniczkowe zastepuje sie réwna-
niami catkowymi. Czytelnik wprawiony w analizie na prostej rzeczywistej
wie, ze trajektorie ruchu Browna sa na tyle nieregularne, Ze i to podejécie
skazane jest na niepowodzenie. Aby zrozumie¢ skad biora sie problemy,
sprobujemy okresli¢ X; wladnie przez réwnanie catkowe mimo, ze skazani
jesteSmy na kleske. Ustalmy ¢t > 0 i zauwazmy, ze (1.1) sugeruje, ze dla
0=ty <H <ty <...<tp =t

kn—1 kn—1
Xe—Xom Y, p(tf, Xe) (g — )+ Y o(t, Xu)(By | — Bu).
k=0 k=0

Od tej pory bedziemy stosowali notacje
ABy, = By | — By, Atp =t —t.
Mamy zatem
kn—1 kn—1
X — Xg ~ kZ%J (e, X At + k[%) o (g, Xp) ABy. (1.3)

Chcieliby$my aby powyzsze wyrazenie zbiegato do odpowiednich catek.
W tym celu musimy natozy¢ pewne warunki na podziaty odcinka [0, ].
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Definicja 1.7
Ciag podzialéw P, = {tl’c’}Z":O odcinka [a, b] nazywamy normalnym jezeli
a=1ty; <t <ty <..<tg =boraz

e Al =0 (1.
{tihso {5 ho |Pul 03@%—1' k| (1.4)

Jezeli P, = {t}},", jest normalnym ciagiem podziatéw odcinka [0, t], to
pierwszy skladnik w wyrazeniu po prawej w (1.3), przy zalozeniu pewnej
regularnosci trajektorii procesu X, zbiega do

t
/ (s, Xs) ds.
0

O wiele bardziej problematyczny jest drugi skladnik. Zanim udzielimy pet-
nej odpowiedzi na Pytanie 1.2 musimy dobrze zrozumie¢ zachowanie wy-
razen tego typu.

Pytanie 1.8
Zat6zmy, ze P, = {t,ﬁl}’,:”:o jest normalnym ciagiem podziatéw odcinka [0, t].
Rozwazmy sumy
kn—1
Y. YuABy. (1.5)
k=0

* dla jakich proceséw stochastycznych Y = (Ys)sc[0,] powyzsze sumy sa
zbiezne?

¢ w jakim sensie zachodzi zbiezno$¢?

* co mozemy powiedzie¢ o zmiennej granicznej (Y - B);?

* jakie wlasnosci ma proces stochastyczny Y - B = ((Y « B)t)teRr. ?

Kandydatem na granice (1.5) przy ustalonej w € () moze by¢ catka
Riemanna-Stieltjesa Y (w) wzgledem B(w),

/Ot Y. (w) dBs(w).

Zanim bedziemy mogli podjaé¢ pierwsza prébe udzielenia odpowiedzi na
Pytanie 1.8 musimy od$wiezy¢ wiadomosci z analizy zmiennej rzeczywi-
stej.

1.2 Dygresja analityczna
Calka Riemanna-Stieltjesa stanowi jedno z uogélnieni catki Riemanna. Czes¢

dowodoéw, ktéra zostanie przez nas pominieta jest do znalezienia w pietna-
stym rozdziale [Fic72] lub dwunastym rozdziale [Gra46].
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Definicja 1.9

Niech f,g: [a,b] — R. Powiemy, ze fubg(s) df(s) istnieje oraz ze g jest
f-catkowalna na przedziale [a, b], jezeli dla kazdego normalnego ciagu
podziatéw P, = {t,’c‘}’;’;o odcinka [a, b] oraz punktéw {SZ}’,?’:O takich, ze
ty < sy <t istnieje skoriczona granica

ky,—1

Jim Z 8(se) (f (teza) — F(80)), (1.6)

ktora nie zalezy od wyboru ciagéw {k, }nenN, {t,'(l} i {s” kn o- W takim
wypadku wspomniana granice oznaczamy symbolem f . 8(s ) df(s) =

i) ﬂb g df i nazywamy catkq Riemanna-Stieltjesa.

Zauwazmy, ze jezeli f(s) = s, to catka Riemanna-Stieltjesa [ ub g(s)df(s) jest
po prostu catka Riemanna fab 2(s)ds

Uwaga 1.10

Jesli f € Cl(a,b), to z twierdzenia o wartoci Sredniej f(#] 1) — f(H]) =
fl(rf)(t, —t}) dla pewnego t} < r} <t} ;, a co za tym idzie jezeli g
jest catkowalna wzgledem f, to ¢f’ jest catkowalna w sensie Riemanna.
Zachodzi wéwczas wzor fabg(s) df(s) = fab g(s)f'(s)ds

Uwaga 1.11
Podobnie jak w przypadku catki Riemanna mozemy zdefiniowa¢ goérne
i dolne sumy catkowe wzorami

ky—1

Up(g,P) =}, sup {8(s)(f(t11) = F(E))},

(=0 fp<s<ty,

ky—1
Li(gP) = )., inf  {g(s)(f(t0) = F(HD)) )
= t<s<tl,

gdzie P = {t;j}llz”zo. Mozna pokaza¢, ze g jest calkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy
L(g,P)=infUs(g, P).
sup Ly(g, P) = infUs (g, P)

Wtedy tez
b
|, 86)df(s) = supLy(s, P) = inf Uiy (s, P),
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gdzie P przebiega zbiér wszystkich podzialéw odcinka [a, b]. Skoro

Us(g,P) — Ls(g,P) < Qf(g,P)
k1

:];]V(tzﬂ)—f(t?)\ sup  [g(s) — g(t)]

n n
tEsst<ti 4

to funkcja g bedzie catkowalna wzgledem f, jesli dla dowolnego ciagu po-
dziatéw normalnych P, odcinka [a, b] zachodzi

Qf(g,Pn> — O.

Wyrazenie (1.6) jest liniowe ze wzgledu na f i g. Latwo sie przekonag, ze
jesli g1 oraz g sa catkowalne wzgledem f, to dla dowolnych statych c; i cp
funkcja c1g1 + c282 réwniez jest catkowalna wzgledem f oraz

b b b
/clgl—l—czgzdf:cl/ gldf+cz/ g2 df.

Podobnie, jezeli g jest catkowalne wzgledem f; oraz f,, to dla dowolnych
statych ¢, c1 i cp funkcja g jest catkowalna wzgledem cy + c1f1 + c2f» oraz

b b b
/ gd(CO + lel + C2f2) =0 / gdfl ) / gdf2
a a a

Skoro chcemy podja¢ probe zdefiniowania procesu stochastycznego przez
calke Riemanna-Stieltjesa wzgledem innego procesu, musimy wiedzie¢ dla

jakich f catka [ ab g df jest dobrze okreslona dla ¢ pochodzacych z dosta-
tecznie bogatej rodziny zbioréw.

Pytanie 1.12

Co nalezy wiedzie¢ o funkdji f, aby zagwarantowa¢ istnienie | ab gdf dla
dowolnej ¢ ciagtej na [a, b]?

Okazuje si¢, ze w naturalny sposéb w gre wchodzi wahanie funkgji f.
Rozwazmy wyrazenie (1.6) dla ustalonego f i wszystkich funkcji ciagltych
g takich, ze —1 < g < 1. Nietrudno sie przekona¢, Ze supremum wyraze-
nia (1.6) jest przyjete dla g takiego, ze g(sj) = sgn(f(t},,) — f(#)) i dla
takiego g wyrazenie (1.6) przyjmuje postac

kn—1

> () — F(E)I
k=0
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Definicja 1.13
Dla funkgji f: [a,b] — R,

n—1

Wahy, ; (f) = sup sup Y 1Af ()

nelN a=ty<t;<...<t,=b k=0
nazywamy wahaniem funkcji f w przedziale [a, b]. Méwimy, ze f ma wa-
hanie skoficzone na przedziale [a, b], jesli Wahy, ;, (f) < co. Powiemy, ze

f: R — R ma ograniczone wahanie, jezeli ma ona skorficzone wahanie
na kazdym ograniczonym przedziale.

Uwaga 1.14
Jak przekonamy sie w Zadaniu 1.21 dla kazdej funkdji f: [4,b] — R istnieje
normalny ciag podzialéw {t}z}]]z"zo odcinka [a, b] taki, ze

ky—1

Y. [Af(E)] — Wahy, ().

k=0

Uwaga 1.15
Przy odrobinie pracy, argumentujac podobnie jak w Uwadze 1.10, mozna

pokazac, ze jesli f € C1[a,b], to Wah, ;(f) = [ |f(s)| ds.
Uwagi przed Definicja 1.13 ttumacza intuicje za kryterium istnienia
fab gdf dla kazdej ciagtej g.
Twierdzenie 1.16
Niech f: [a,b] — R. Nastepujace warunki sa réwnowazne

o caltka [ ab ¢ df istnieje dla kazdej ciaglej ¢: [4,1] — R;
e funkcja f ma skoniczone wahanie na przedziale [a, b].

Dowdd. Uzasadnienie obu implikagji jest przedmiotem Zadania 1.17 oraz
Zadania 1.22. O

W przysztosci przyda nam sie kilka wtasnosci kilka wlasnosci wahania
jako funkcji przedziatu. Niech f: Ry — R bedzie funkcja ciagla i niech

boo = sup {t >0 : Wahjo(f) < oo}.

Zauwazmy, ze dla dolnych a,b € [0,bs), a < b,

Wahyo ) (f) = Wahg 4 (f) + Wahy, 4 ().
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Rzeczywiscie, suma podzialéw odcinkéw |0, 4] oraz [a, b] jest podziatem od-
cinka [0, b]. Odwotujac sie do definicji wahania, udowadnia to nieréwnos¢
> w powyzszym wzorze. Dodatkowo dorzucenie punktu "a"do dowolnego
podziatu odcinka [0, b] tworzy podziaty odcinkéw [0, a] oraz [a, b]. To z kolei
prowadzi do nieréwnos$ci < w powyzszym wzorze.

Fakt 1.17
Odwzorowanie S¢: [0,be) — R zadane przez

S¢(t) = Wahyg (f)
jest funkcja ciagla.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze f jest jednostajnie ciagta na kazdym zwar-
tym przedziale. Dodatkowo funkcja Sy jest niemalejaca. Dla ustalonego
t € [0,beo), z monotonicznodci Sy,

limsup S¢(s) < S¢(t).
stt

Z drugiej strony, dla normalnego ciagu {tz}i’;o podzialéw odcinka [0, t] z
Uwagi 1.14 mamy

kn—1 ky—2

Y, Af(t) = ) Af(t) + Bf(tk,—1) < S(te,—1) + Af (t,—1)-
k=0 k=0

Stad, przechodzac n — oo,

Sf(t) < liminf Sf(tkn—l)-

n—o00

Skoro ty, 1 T t, to wobec monotonicznosci Sy powyzsze implikuje

< liminf .
Se(t) < 1nslﬁn S¢(s)

(najtatwiej to pokaza¢ rozumujac nie wprost, ze prawdziwa jest nieréw-
nos¢ >). Sy istotnie jest lewostronnie ciagta. Niech by € (f,be). Te same
argumenty zastosowane do funkcji R¢(t) = Wahy,;, (f) pokazuja, ze Ryjest
prawostronnie ciagla. Rzeczywiscie tym razem monotoniczno$¢ wahania
gwarantuje
Rf(t) > limsup R¢(s).
st
Podobnie jak poprzednio, dla ciagu podziatéw odcinka [t, by],

ky,—1 ky—1

Y Af(h) = Y Af() + Af(to) < Re(t) + Af(to).
k=0 k=1
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Stad
Rf(t) S liminfRf(to).

n—oo

Skoro t; | t, to wobec monotonicznosci Ry powyzsze implikuje

Skoro Ry(t) + S¢(t) = Wahyg ;1 (f), to obie funkcje sa ciagte. 0

1.3 Podejscie

Bogaci w wiedze poprzedniej sekcji wiemy, ze dla zachowania sum (1.5)
wahanie trajektorii ruchu Browna ma kluczowe znaczenie. Okazuje sie, ze
z prawdopodobienistwem jeden wahania te sa nieskoriczone na kazdym
skoniczonym przedziale.

Fakt 1.18
Niech B = (B;)tcr, bedzie standardowym ruchem Browna. Wéwczas

Plw:Vt> OWah[Olt]B(w) =oo| = 1.

Dowdd. Pozostawiamy jako Zadanie 1.26. O

Okazuje sig, ze mozna powiedzie¢ nieco wiecej o trajektoriach B. Miano-
wicie maja nietrywialne wahanie w sensie kwadratowym.

Fakt 1.19
Ustalmy t > 0. Niech P, = {tZ}Ilz”: o, bedzie normalnym ciagiem podziatéw
odcinka [0, t|]. Wéwczas

kn—1 2 b
Qu(t) = Y (8By) ="t
k=0
gdy n — oo.
Dowdéd. Mamy
kn—1 kn—1

E [Qu(t)] = k;) E {(AB@Z} - k;) At =t

Aby osiagna¢ cel wystarczy pokazaé, ze wariancja Q,(t) znika przy n — oo.
Wobec niezaleznosci przyrostéw ruchu Browna,
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kn—1

Var [Qu(t Z Var [(AB#)Z}
kf]E [(AB@ ] — (A2

Wiemy, ze
ABtn = BAtn = \/ At} By.

Bezposrednim rachunkiem wliczamy E[Bj] = 3. Wobec tego
E | (ABy)*| = (af)%E[BY] = 3(At})?
co pociaga za soba
kn—1 ku—1
\% =2 (Aty) 2<2 At} At
ar [Qn(t Z ©F <2 max At Z k

= 2t max |At{| = 0.
0<k<k,—1

Pokazalismy zatem, ze
E |(Qu(t) = 1| = Var[Qu(H)] — 0

oznacza to, ze Qy(t) zbiega w $redniej kwadratowej (w L?(Q))) do t.
W szczegolnosci Qy (t) —F t. 0

Wobec powyzszego catki fot Xs(w) dBs(w) nie mozemy okresli¢ jako
calki Riemanna-Stieltjesa dla kazdej trajektorii (kazdej w) z osobna. Na wy-
razenia (1.5) nalezy patrze¢ w sposéb globalny. Aby zilustrowa¢ podejécie
rozwazmy nastepujacy przykiad.

Przyklad 1.20
Aby zakoniczy¢ ten rozdzial pozytywnym akcentem, nadamy matematycz-
nego sensu calce

t
(B-B); = / B, dBs.
0
Rozwazmy (1.5) dla X = B. Niech

k1
Sw= ) BuABy, (1.7)
k=0

gdzie P, = {t”}’,ﬁ o jest normalnym ciagiem podziatéw odcinka [0, t]. Skoro
a(b—a) = 30?—1a*—1(b—a)? to
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1 1 1

_im 2 2
ByABy = 5B —Bh — 5 (ABy),
a co za tym idzie
1., 1kl , 1., 1
Su=5Bi—3 k;) (ABu)* = 5Br — EQn(t).
Z Faktu 1.19
1 1
S, =T §Bt2 — 5t

Catke 1to (B - B); = fot Bs dB; definiujemy jako granice wedtug prawdopo-
dobienistwa sum (1.7). Pokazaliémy wiasnie, ze

t 1 1
(B-B); = / BsdBs — ~B? — ~t. (1.8)
0 2 2
W najblizszych rozdziatach przyjrzymy sie wlasnosciom procesu B - B =

((B+B)t)teR. -

Okazuje sie, ze Catka It6 r6zni sie w znaczy sposéb od catki Riemanna-
Stieltjesa.

Fakt 1.21
Dla ciagtej funkgcji f: [0,t] — R o skoriczonym wahaniu na przedziale [0, t]
zachodzi

t 11 2
| F6)af(s) = 52 = 5002
Dowdd. Rozumowanie pozostawiamy jako Zadanie 1.18. ad

Nieskoriczone wahanie trajektorii ruchu Browna manifestuje sie wtasnie
w réznicy miedzy wzorem (1.8) a wzorem dostarczonym przez Fakt 1.21.
W dalszej czesci wykladu, zmienne (1.5) bedziemy traktowali jako elementy
przestrzeni proceséw catkowalnych z kwadratem. W ten sposéb uda nam
sie znaleZ¢ obiekt graniczny dla (1.5), ktéry nazwiemy catkq It0 procesu X
wzgledem ruchu Browna. To pozwoli na okreélenie catki

t
/ X, dB.
0

w sposob globalny, na catej przestrzeni (). Jednym z kluczowych aspektéw
jest to, ze dla kazdego ustalonego n, proces

m
) BuABy, m < ky
k=0
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jest martyngalem. Aby wprowadzi¢ teorie calki stochastycznej w usyste-
matyzowany sposéb, potrzebne nam beda podstawy teorii proceséw sto-
chastycznych (rozdziatl 2) i elementy teorii martyngatéw z czasem ciaglym
(rozdziat 3).

1.4 Zadania

Motywacja

Zadanie 1.1
Sprawdz, ze E [Bf] = 3.

Zadanie 1.2
Oblicz E [B;B?] dlas < t.

Zadanie 1.3
Niech a € R. Oblicz lim; .« [E [H{Btga}] oraz lim; ,o E [Bt]l{Btga}}-

Zadanie 1.4

Niech B = (Bt)ter, bedzie ruchem Browna. Sprawdz, ze E[B;Bs| = t Ass.
Uzasadnij, ze dla dowolnego n € IN i dowolnych 0 < t; < t, < ... <
t, wektor losowy (B, Bt,, .. ., Bt,) ma wielowymiarowy rozktad normalny.
Znajdz rozklad zmiennej 2B; + 5B3 + By.

Zadanie 1.5
Dla jakich parametréw a i b, zmienne aB; — B, oraz B3z + bBs sa niezalezne?

Zadanie 1.6
Oblicz X
lim v/fE [Btze_Bt} .

t—o0

Zadanie 1.7
Sprawdz, ze dla k € IN,
k
IE[BtZk] _ th I'(k+ 1/2)’
VT
gdzie I oznacza funkcje gamma Eulera.

Zadanie 1.8
Pokaz, ze dla 0 < s < t gestos¢ rozktadu wektora losowego (Bs, B;) wynosi

1 te 1 gy (=02
xX,y) = e —c ) .
flxy) V27s 27t(t —s)
Pokaz, ze dla kazdego s > 0, P[Bs < 0, Bys > 0] = 3.
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Zadanie 1.9
Oblicz IP[2B? — 2B B, + B2 > 1].

Zadanie 1.10
Pokaz, ze
IP[3a < b B jest rosnacy na (a,b)] = 0.

Zadanie 1.11
Udowodnij, ze z prawdopodobiefistwem jeden, trajektorie ruchu Browna
nie sa jednostajnie ciagle na [0, +0).

Zadanie 1.12
Udowodnij Fakt 1.6. Niech B = (B;);cr, bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze

P[3ty > 0t > By jest rozniczkowalna w to] = 0.

Wskazoéwka: Pokaz, ze jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w pewnym
punkcie fp € [0,1), to dla istnieje M takie, ze dla dostatecznie duzych n,
istnieje 0 < j < n — 3 takie, ze

vk € {0,1,2} ‘f (“k—“) —f(j+k>‘ <M

n n n

Wywnioskuj stad, ze ruch Browna nie jest rézniczkowalny na [0, 1).

Dygresja analityczna

Zadanie 1.13
Oblicz [, s de".

Zadanie 1.14
Pokaz, ze funkcja

_Jsin(1),x€(0,1]
i ={an ) <o

ma nieograniczone wahanie na przedziale [0, 1].

Zadanie 1.15
Niech f(x) = sin(x). Znajdz Wahjg »(f)-

Zadanie 1.16
Niech g1, £2: [4,b] — R beda funkcjami niemalejacymi. Pokaz, ze f = g1 —
g> ma ograniczone wahanie na [a, b].

Zadanie 1.17
Pokaz, ze jezeli f ma skoniczone wahanie na przedziale [a,b] a g jest ciagla
na [a, b}, to g jest catkowalna wzgledem f.
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Zadanie 1.18
Uzasadnij, ze jezeli f i g sa ciagle i maja ograniczone wahanie na przedziale
[a,b], to zachodzi wzor na catkowanie przez czesci

[ £65)dg(s) = f0)30) ~ fla)g(a) — [ 50 df(s)
Wywnioskuj, ze
[ F5)df(5) = 3567 = 1F (02
Zadanie 1.19

Zal6zmy, ze f jest ciagla i $ciSle rosnaca na przedziale [a, b]. Pokaz, ze jezeli
| ab g df istnieje, to prawdziwy jest wzér na catkowanie przez podstawienie

[soare = [ Vs (r1) as
Zadanie 1.20

Niech P C R beda podziatami odcinka [a,b]. Pokaz, ze dla dowolnych
funkgji f,g: [a,b] — R,

Uf(g,P) > Uf(g,R) oraz Lf(g,P) < Lf(g,R)

Zadanie 1.21
Uzasadnij, ze kazdej funkgji f: [a,b] — R istnieje normalny ciag podziatéw
{t,’j}',i”zo odcinka [a, b] taki, ze

ky,—1

k_ZO f(tE ) = F(8)] — Wahyg ) (f)-

Zadanie 1.22

Ustalmy funkgje f: [a,b] — R. Zalézmy, ze catka | ab g df istnieje dla kazdej
ciaglej ¢: [a,b] — R. Pokaz, ze f ma ograniczone wahanie.

WskazOwka : Korzystajac z normalnego ciagu podziatéw z Zadania 1.21
rozwaz ciag funkcjonatéw T, na przestrzeni Banacha C[a, b] dany wzorem

ky,—1
Z h(te) (f (Bea) = f(8))-
Skorzystaj z Twierdzenia Banacha-Steinhausa.

Zadanie 1.23
Niech f: [4,b] — R bedzie funkgja ciagta. Niech

S¢(t) = Wahy, 4 (f)-
Pokaz, ze S f jest funkcja ciagla.
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Zadanie 1.24
Pokaz, ze funkcja ma skoriczone wahanie wtedy i tylko wtedy, gdy jest
r6znica dwoch funkgji niemalejacych.

Zadanie 1.25
Zal6zmy, ze funkcje fi g sa ciagle a h ma ograniczone wahanie na [a,b].

Pokaz, ze H(x) = [ g(t ) ma ograniczone wahanie oraz ze | ab fdH =

J? fgdn.

Podejscie
Zadanie 1.26

Niech B = (B;)icr, bedzie ruchem Browna. Uzasadnij, ze dla kazdego
t > 0 istnieje normalny ciag podziatéw {tg}',i”zo odcinka [0, t] taki, ze

ka1 1., t
Z By Btg+1 — ) o 2B —5 pw

Wywnioskuj z Zadania 1.18, ze
P [w : Wahyo1B(w) < oo} =0

a nastepnie
P [w . V't > 0WahyB(w) = oo] ~ 1.

Zadanie 1.27
Zalézmy ze {tl’j}i’;o jest normalnym ciagiem podziatéw odcinka [0, f]. Po-
kaz, ze

1

_ 2 lp 1
Z k+1 tk+1 Bf’ﬁ)_) 2Bt+2t'

Poréwnaj wynik z granica w Przykladzie 1.20.
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Procesy stochastyczne

Streszczenie Po zapoznaniu sie z podstawami rozkladéw proceséw stochastycz-
nych przejdziemy do badania ciagtosci trajektorii. Po dowodzie twierdzenia o cia-
glej modyfikacji skupimy sie na ruchu Browna, ktéry bedzie kluczowy przy kon-
strukgji i badaniu wlasnosci catki stochastycznej. W szczegdlnosci przedyskutu-
jemy mocna wlasno$é Markowa, ktéra w przysztosci pomoze nam bada¢ wtasnosci
rozwiazan stochastycznych réwnan rézniczkowych.

W tym rozdziale poznamy podstawy teorii proceséw stochastycznych.
Zaczniemy od rozkladéw i wlasnosci trajektorii proceséow. W szczegdlno-
Sci udzielimy odpowiedzi na pytanie o poprawnos¢ Definicji 1.4. Omo6-
wimy takze filtracje i czasy zatrzymania w czasie ciaglym. Wreszcie omo6-
wimy procesy progresywnie mierzalne, ktére bedziemy catkowaé w roz-
dziale 4. Wiecej informacji wprowadzajacych mozna znalez¢ w drugim roz-
dziale [Bal17].

2.1 Podstawowe definicje

Proces stochastyczny mozna okresli¢ na wiele réznych sposobéw. W roz-
dziale 1 podjeliSmy probe zdefiniowania procesu poprzez wyznaczenie
réwnania, ktére powinien speinia¢, co prowadzito do pewnych technicz-
nych trudnosci. Niewatpliwie najprostszym sposobem zdefiniowania pro-
cesu stochastycznego jest podanie jawnej postaci zmiennej X;(w).

Definicja 2.1

Niech Ej, Ey, . . . bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o roz-
kladzie Exp(A) z gestoscia Ae ¥ 1R, (x). Niech S, = Yf_; Ex dlan > 1.
Woéwczas proces stochastyczny N = (N;);cr, dany przez
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N; = #{1’[ >1:85,¢€ [O,t]} = Z Il[olt](Sn)

n=1

nazywamy jednorodnym procesem Poissona z parametrem A.

Powyzsza definicja, pomimo swej prostoty, nie méwi wprost o kluczo-
wych wlasno$ciach procesu Poissona. Korzystajac z niej tatwo jest naszkico-
wacé przykladowe trajektorie N, ale struktura probabilistyczna tego procesu
moze nie byé oczywista. W praktyce bardzo czesto latwiej jest korzystac
z wlasnosci procesu Poissona niz za kazdym razem odwotywac sie do jaw-
nej definicji. Wiasnosci N odwotuja sie do jego przyrostéw.

Definicja 2.2
Powiemy, ze proces stochastyczny X = (X);er ma

(i) stacjonarne przyrosty jezeli dla kazdych s,t,h > 0 takich, ze s,t,5 +
ht+heT,

d
Xipn — Xspn = Xt — X

(ii)niezalezne przyrosty jezeli dla kazdego n € IN i kazdego rosnacego
ciagu to, t1,...,ty € T zmienne

sa niezalezne.

Wiasnosci (B2) oraz (B3) Definicji 1.4 ruchu Browna méwia wlasnie, ze B
ma stacjonarne i niezalezne przyrosty. Okazuje sie, ze proces Poissona réow-
niez cieszy sie tymi wilasnosciami. Aby sie o tym przekona¢, musimy wy-
kona¢ odrobine pracy. Przez prosta indukcje mozna pokazac (Zadanie 2.2),
ze jezeli Eq, E, ... sa iid z rozktadem Exp(A), to S, = Y/, Ex ma rozklad
Erlanga o gestosci
— ATty —)\xﬂ
fu(x) = me R, (%)

Z powyzszego tatwo wywnioskowa¢, ze dla kazdego t > 0, zmienna losowa
N; ma rozklad Poissona. Dodatkowo wilasnos¢ braku pamieci rozkltadu wy-
kadniczego powoduje, ze proces N ma stacjonarne i niezalezne przyrosty.

Fakt 2.3
Niech N bedzie jednorodnym procesem Poissona z parametrem A > 0.
Woéwczas

¢ dla kazdego n € N,
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_ 1 (A"
]P[N(t)—n] =e T,
* N ma stacjonarne przyrosty, czyli dla t > s > 0, N} — N; 4 Ni_s;
¢ N ma niezalezne przyrosty: dla dowolnych typ < t; < ... < t; zmienne
losowe Ni,, Nt; — Ny, ..., Ny, — N, | sa niezalezne;
e trajektorie N sa prawostronnie ciagle.

Dowdd. Pozostawiamy jako cel Zadan 2.3, 2.31 oraz 2.32. ad

Innym (niejawnym) sposobem zdefiniowania procesu stochastycznego
jest podanie jego kluczowych wlasnosci, tak jak zrobiliSmy to w przypadku
Definicji 1.4. Wada tego sposobu jest konieczno$¢ wykazania, ze definicja
jest poprawna. Przyktadowo, nalezy mie¢ pewnos¢, ze jest tylko jeden pro-
ces ktory spelnia wymieniane wlasnosci. To w jakim sensie rozumiemy jed-
noznaczno$¢ doprecyzujemy w dalszej czesci tego rozdzialu. Dodatkowo
trzeba wiedzie¢, ze taki proces w ogole istnieje. Przyktadowo nie wykazali-
$my jeszcze, ze proces B spelniajacy wlasnosci (B1)-(Bg) istnieje. Dokonamy
tego pod koniec tego rozdziatu. Mozliwe jest réwniez zdefiniowanie ruchu
Browna wzorem, lecz wymaga to nieco pracy (patrz Zadanie 2.46).

W praktyce to, czy korzysta¢ bedziemy z jawnej czy niejawnej definicji
procesu, zalezy oczywiscie od tego, ktéry z opiséw jest bardziej przejrzysty.
W przypadku ruchu Browna i Procesu Poissona wygodniejszy jest niejawny
opis podany w Definicji 1.4 i Fakcie 2.3. Gdy jednak opis niejawny jest bar-
dzo skomplikowany, badZ daje nam zbyt malo wlasnosci procesu zmuszeni
jesteSmy do pracy z jawna definicja.

Definicja 2.4
Mostem Browna nazywamy proces stochastyczny W = (W¢),c(o 1] zadany
przez

Wy=B;—tBy, te€ [0,1],

gdzie B jest ruchem Browna.

Zauwazmy, ze P[W; = 0] = 1. Mozna wyrachowa¢, ze Cov(W;, W;) =
s(1—t)dla0 < s <t <1 (Zadanie 2.4). Okazuje si¢, ze most Browna nie
ma stacjonarnych ani niezaleznych przyrostéw (Zadanie 2.5).

2.2 Rozklady proceséw stochastycznych

Kazdy proces stochastyczny X = (X;)ieT mozemy utozsami¢ z jego trajek-
toria, czyli funkcja X (w): T — R bedaca losowym elementem zboru zbioru
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funkcji T — R oznaczanym przez RT. Wéwczas proces X staje sie odwzoro-
waniem X: Q — RT. Aby méc skutecznie analizowaé proces stochastyczny
pod tym katem musimy zrozumieé strukture borelowska na przestrzeni
funkcji T — R.

Definicja 2.5
Zbiory postaci

{x eRT : (Xt Xtyy -, X1,) € A} t, b2, 1, €T, A€ B(R"),

gdzie n € IN, nazywamy zbiorami cylindrycznymi. Przez B(RT) oznacza¢
bedziemy najmniejsze o-cialo zawierajace zbiory cylindryczne i nazy-
wac je bedziemy o-ciatem zbioréw cylindrycznych.

Zbiory cylindryczne to takie podzbiory RT, ktére zaleza od skoriczenie
wielu osi. Natomiast zbiory z B(R”) zaleza od przeliczalnie wielu osi. To
intuicyjne i luzne okreslenie doprecyzowane jest przez nastepny rezultat.

Fakt 2.6
Jezeli A € B(RT), to istnieje przeliczalny zbiér Ty C T taki, zejesli x,y € RT
sa takie, ze xy = yydlat € Tp,tox € A &y € A.

Dowdd. Dla A € B(RT) zbiér Ty ktérego istnienie postulujemy to zbidr
osi, od ktorych zalezy zbiér A. Dowdd istnienia Tj jest przedmiotem Zada-
nia 2.6. O

Przyklad 2.7

Zbior {x : x% +x3 < 1}, zalezny od osi 7 i 1 jest zbiorem cylindrycz-
nym, wiec w szczeg6lnosci nalezy do B(IRT). Korzystajac z Faktu 2.6 fatwo
pokaza¢, ze {x : sup;c(gy %+ < 1} nie nalezy do B (RT). Istotnie, dla kaz-
dego przeliczalnego Ty € [0,1] wystarczy rozwazy¢ funkcje x; = 1 oraz
Yt = ]lTO(t) + 21[0,1]\T0(t>'

Przypomnijmy, ze dla zmiennej losowej Z jej rozklad okreslony jest wzo-
rem u?(A) = P[X € A] dla A € B(R). Rozklad procesu stochastycznego
okreslany jest w analogiczny sposéb. Nalezy jednak przedtem upewnic sie,
ze {X € C} € F dla dowolnego C € B(R"). W tym celu, interpretujac X
jako funkcje X: Q — RT, rozwazmy rodzine

C={CeBMR" : {w: X(w)eC}eF}
={CeBR") : x7![C] € F}.
Korzystajac z wlasnoéci przeciwobrazu nietrudno pokazaé, ze rodzina C C
B(RT) jest o-cialem zawierajacym wszystkie zbiory cylindryczne (ponie-
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waz X; jest zmienna losowa dla kazdego t € T), wiec B(]RT) C C. Pokazuje
to, ze dla dowolnego C € B(R"), {X € C} € F.

Definicja 2.8
Rozkladem procesu stochastycznego X = (X;);er nazywamy miare
probabilistyczna p* na B(RT) dana wzorem

wX(C)=P[X e(C], CeB(R").

W przypadku zmiennych losowych Z; i Z;, do tego ze Z; 4 Z, potrzeba
i wystarcza, aby dla kazdego t, P[Z; < t] = P[Z; < t]. Dzieje sie tak,
poniewaz rodzina zbioréw {(—oo,t] : t € R} generuje B(R). Podobnie
jest w przypadku proceséw stochastycznych. W celu doprecyzowania opisu
tego zjawiska postuzymy sie rozkladami skoriczeniewymiarowymi.

Definicja 2.9

Dla procesu stochastycznego X = (X¢)ter i t1,t2,...,tn € T parami
réznych definiujemy miare Vgi,tz,...,tn na B(IR") jako rozktad wektora lo-
sowego (Xt,, Xt,, ..., Xt,). Innymi stowy

i tgotn(A) = P[(Xey, Xty .., X)) € A], A € BR").
Rodzine rozkladéw
{P‘g,tz,...,tn :n €N, ty,t,...,t, € T parami r()zne}

nazywamy rodzing rozktadéw skoriczeniewymiarowych procesu X.

Przyklad 2.10

Wiasnosci (B1), (B2) i (B3) Definicji 1.4 opisuja rozklady skoniczeniewymia-
rowe ruchu Browna B. Okazuje sie, ze sa one Gaussowskie, dokladniej dla
rosnacego ciagu tq,tp,...,t;, >0,

1

B dx) = ——
P‘tl,tz,...,tn( ) 20" 4| exp

gdzie A = (A;j)ij<n, Aij = ti Atj. Sprawdzenie powyzszego wzoru jest
przedmiotem zadania Zadania 2.9.

{—(A_1x|x>/2}dx, x € R",



2.2 Rozklady proceséw stochastycznych 23

Definicja 2.11

Powiemy, ze procesy stochastyczne X = (Xi)ier oraz Y = (Yi)ier sa
réwnowazne, jezeli maja takie same rozklady skoriczeniewymiarowe. In-
nymi stowy, dla dowolnego n € IN oraz dowolnych ty,t,...t, € T,

d
Xty Xty X1,) = (i, Ve, o, Vo).

Jezeli dwa procesy maja ten sam rozklad, to sa réwnowazne. Zachodzi
réwniez wynikanie odwrotne.

Fakt 2.12
Jezeli procesy X = (X¢)ter 1Y = (Yi)ter sa rownowazne, to maja taki sam
rozklad na przestrzeni B(RT).

Dowéd. Rodzina zbioréw cylindrycznych A tworzy m-uklad, a rodzina
C={CCRT:P[XeC]=P]yec(C]}

jest A-ukltadem zawierajacym A. Zatem z twierdzenia o 7t i A uktadach, C
zawiera réwniez o-ciato generowane przez A, czyli B(RT). 0

Uwaga 2.13

Przypomnijmy, ze Twierdzenie o 77 i A ukladach orzeka, ze jezeli A-ukiad
C (rodzina zamknieta na przeliczalne, wstepujace sumy i branie dopelnien)
zawiera rr-uklad A (rodzine zamknieta na skonczone przekroje), to C za-
wiera réwniez o-ciato generowane przez A.

Wprowadzajac ruch Browna w Definicji 1.4 opisaliémy zaledwie jego
rozklady skonczeniewymiarowe. Rzeczywiscie, wlasnosci (B1), (B2) i (B3)
doktadnie charakteryzuja rozktad wektora losowego (By,, B,, - . ., By,) (patrz
Przyklad 2.10). Fakt 2.12 zapewnia zatem, ze wlasnosci (B1) (B2) i (B3),
z doktadnoscia do rozkladu na R, opisuja co najwyzej jeden proces sto-
chastyczny.

Kazdy proces stochastyczny wyznacza rodzine rozkladéw skoriczenie-
wymiarowych. Zobaczymy teraz czym charakteryzuja sie takie rozklady.
W tym celu odwrécimy problem. Rozwazymy dowolna rodzine rozkladéw

{vity oty + M €N, t1,t,...,t, € T parami rozne}

taka, ze vt 1, ..+, jest rozkladem na R". Nie zakladamy a priori, ze vy, 1,
pochodza od procesu stochastycznego. Zbadamy kiedy istnieje proces sto-
chastyczny X taki, ze yfitb”t” = V. t,,..t, dla dowolnych tq,t,...,t, € T
parami réznych. Okazuje sie, ze takie rodziny vy, 4, .+, mozna dokladnie
scharakteryzowac.
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Definicja 2.14
Powiemy, ze rodzina rozkladéw

{Vipty oty = M €N, t1,t,...,t, € T parami rozne}

spelnia warunki zgodnosci jezeli

1. Dla dowolnej permutacji (i, ip,...,i) liczb (1,2,...,n) i zbioréw
A]_,...,An € B(]R)

Vtil /tiz sesey

b (Al X Ay X . X Aj) = Vi by, (A1 X Ag X0 X Ay).

2. Dla dowolnych Aj,..., A, € B(R)

Vb oty (A1 X Aa X oo X Ajg X R X Ajyg X o0 X Ay)
= Vt1,t2,---ti—1,ti+1---fn (A1 X Az X ... X Ai—l X Ai+1 X ... X An).

Rodzina rozkladéw skoriczeniewymiarowych dowolnego procesu stocha-
stycznego X spelnia warunki zgodnosci. Okazuje sie, Ze sa to jedyne takie
rodziny. Dokladniej, kazda rodzina rozkladéw spetniajaca warunki zgod-
nosci jest rodzina rozkladéw skoriczenie wymiarowych pewnego procesu
stochastycznego.

Twierdzenie 2.15 (Kolmogorowa o istnieniu procesu)
Zal6zmy, ze rodzina

{Visty oty = M €N, t1,t,...,t, € T parami rozne} (2.1)

spelnia warunki zgodnos$ci. Wéweczas istnieje proces stochastyczny X =
(Xt)ter majacy skoniczeniewymiarowe rozklady réwne (2.1). Doklad-
niej, dla dowolnych t4,t5,...,t, € T parami roznych

_ X 4
th,tz,...,fn — Pltl,tZ,...,tn _ (thl thl ey th)'

Dowéd. Mozna znalez¢ w drugim rozdziale [KS12]. O

Widzimy teraz, ze definiowanie procesu stochastycznego poprzez wypi-
sanie jego wlasnodci, tak jak w Definicji 1.4, jest poprawne wtedy i tylko
wtedy, gdy wymienione wlanoéci charakteryzuja zgodna rodzine rozkla-
déw skoniczeniewymiarowych.

Whniosek 2.16
Zal6zmy, ze dana jest rodzina rozkladéw
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i ppty : MEN, t, by, tn €T, 1 <ty <...<ty}

spelniajaca warunek

Vi to,eotn (A1 X Ap X ... X Ai,1 X R x Ai+1 X ... X Ain)
= thltZI"'ti—llti+1"'tn (Al X A2 X ... X Ai—l X Ai+1 X ... X An)

dla wszystkich n > 2, k < ni Aj,..., Ay, € B(R). Wowczas istnieje pro-
ces stochastyczny X = (Xi)ier taki, ze dla t; < fp < ... < t, wektor
(th, th, ey th) ma rozklad thlfzz---,tn‘

Dowdd. Dla dowolnych t,...,t, € T parami réznych istnieje dokladnie
jedna permutacja (i, 1, ...,i,) liczb (1,2,...,n) taka, ze t;, <t;, <...<t; .
Okreslamy

Vt1/f2,~--,tn (A1 X A2 X ... X An) =Vt ti, (Atl X At2 X ... X Atn)

ll /tizl'-~/

O

Tak zdefiniowana rodzina miar spelnia warunki zgodnosci.

Aby zilustrowa¢ Twierdzenie 2.15 pokazemy, ze istnieje proces B
(Bt)ter. spelniajacy warunki (B1)-(B3) Definicji 1.4. Ktadziemy dla 0
H<th<...<t,

d n
Pty bty = <X1,X1 + X2 ) Xj) ’
=1

IA

gdzie X1, Xy, ..., X, sa niezalezne takie, ze X 4 N (0, tp — tx_1). Warunek
obecny we Wniosku 2.16 wynika z tego, ze jesli X; LN (0,t; — t;_1) oraz
Xit1 4 N(O, tiv1—t), to X;+ X1 4 X/ 4 N(O, b1 —tiq). RzeczywiScie,
mamy

Mty t,ta (A1 X Ag X .o X A X R X Ajyg X oo X Ay)

i—1 i—1
=P |X1€A,..., Y Xi+X€R, Y Xi+X;+ Xij1 € Ay,

j=1 j=1

i—1 n

ey X]'+XZ'+X1'_|_1+ ZX]'EAn
j=1 j=i+2
i—1 i—1 n
=P |X;€A,..., ) Xj+X €A1, ..., Xj+ X'+ ) XjeA,
j=1 j=1 j=i+2

= Wty to,tisitisgtn (Al X Az X ... X Aifl X Ai+l X ... X An)

Istnieje zatem proces B = (By)ier, taki, ze dla0 <t <ty < ... <ty
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~ ~ - d ~ d n
(Bfll Btgr .. '/Btn) = yﬁ,tz,“.,tn = lutlrtZI-wtn = (Xl’Xl + XZ’ Tt Z X]) '

Stad

5 5 5 5 d
(Bi,, Bty — Bty ..., B, — Bi, ) = (X1, Xa,..., Xu).

n

Z powyzszego proces B = (By);er, spelnia warunki (B1)-(B3) Definicji 1.4.

Uwaga 2.17

Kazdy proces spetniajacy warunki (B1)-(B3) Definicji 1.4 wyznacza ten
sam rozklad na o-ciele zbioréw cylindrycznych. Podobnie jak w przy-
padku zmiennych losowych, utozsamiamy ze soba procesy posiadajace ten
sam rozklad i kazdy z takich proceséw nazywamy “pra-ruchem Browna”.
Kazdy proces spelniajacy warunki (B1)-(B4) Definicji 1.4 bedziemy nazy-
wali ruchem Browna.

Fakt 2.18
Niech B = (B¢)iecr, bedzie ruchem Browna. Niech s,c > 0. Wéwczas ru-
chami Browna sa rOwniez

2

Bt(l) = _Bt/ Bf ) = Bt+s - BS/ Bl@) = Cil/zBCb

Dowdd. Pozostawiamy jako bezposredni rachunek w Zadaniu 2.15. O

2.3 Ciaglos¢ trajektorii

Przypomnijmy, ze na proces stochastyczny mozemy patrzec¢ jak na losowa
tunkcje t — X;. Zobaczymy jak rozklady skoniczeniewymiarowe wplywaja
na regularnoé¢ trajektorii procesu stochastycznego. W szczegélnosci poka-
zemy, ze proces B spetniajacy warunki (B1)-(B3) Definicji 1.4 mozna popra-
wié tak, by miat ciagle trajektorie. Regularnos¢ trajektorii, czyli funkcji t +—
Xt, z pozoru moze sie wydawac¢ odlegla od wlasnosci rozkladéw wekto-
row losowych (X, X4,, ..., Xt,) dla skoriczonych kolekdji 1, to,...,t, € T.
Jednakze odpowiednia kontrola nad wyrazeniami typu

EIX; = X:/F = [ [x—ylPp(dedy)
przy s — t pozwala wnioskowa¢, ze Xs — X; p.w. Przyklad szacowania

wystarczajacego do takiego wnioskowania jest podany w Twierdzeniu Kot-
mogorowa o ciaglej modytikacji procesu.
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Definicja 2.19

Rozwazmy dwa procesy stochastyczne X oraz Y okre$lone na zbiorze
T. Powiemy, ze

e X jest modyfikacjq Y, jesli dla kazdego t € T, P[X; = Y] = 1.

* X 1Y sa nierozréznialne, jezeli P[X; = Y;, t € T| = 1.

Zauwazmy, ze jezeli proces X jest modyfikacja procesu Y, to oba procesy sa
réwnowazne, poniewaz wtedy

]P[th — Ytl’XtZ = Ytzl- . '/th = Ytn] = 1'

Oczywiscie, jezeli dwa procesy sa nierozrdznialne, to sa one swoimi mo-
dyfikacjami. Przeciwna implikacja w pelnej ogélnosci nie ma miejsca, co
ilustruje nastepny przykiad.

Przyklad 2.20
Niech U bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym na T = [0, 1].
Niech

Xy =0, Yt:ﬂ{t}(U), teT.

Woéwcezas X jest modyfikacja Y ale te dwa procesy nie sa nierozréznialne.

Fakt 2.21
Jezeli procesy X = (X¢)ter 1Y = (Yi)teT Sa procesami o prawostronnie cia-
glych trajektoriach i X jest modyfikacja Y, to te procesy sa nierozréznialne.

Dowdéd. Wybierzmy przeliczalny, gesty podzbiér Ty C T zawierajacy dodat-
kowo sup T, jesli T jest przedzialem prawostronnie domknietym. Niech

A= {Xt:Yt,tG TO}.

Woéwezas IP[A] = 1 jako przeliczalny przekr6j zbioréw o prawdopodobien-
stwiel.Jesliw e Ait €T, to

Xi(w)= lim Xi(w)= 1lm Ys(w)=Y(w).

s—tt,seTy s—tt,s€Ty
Wobec powyzszego
PX; =Y, teT] >P[A] =1
O

Zanim przejdziemy do zapowiadanej ciaglej modyfikacji przypomnijmy,
ze funkcja f: [a,b] — R jest holderowsko ciagta z wyktadnikiem 1, jezeli
istnieje stata C taka, ze dla dowolnych x,y € [a,b], zachodzi |f(x) — f(y)| <
Clx —yl".
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Twierdzenie 2.22 (Kolmogorowa o ciagtej modyfikacji)
Zatézmy, ze X = (Xt)te[a,b] jest procesem takim, ze

E|X; — Xs|P < Clt—s|*™, steT (2.2)

dla pewnych statych «, 8, C > 0. Wéwczas dla dowolnego ¢ < % istnieje
proces Y = (Y;)c[qp bedacy modyfikacja procesu X taki, ze trajektorie
procesu Y sa holderowsko ciagle z wykladnikiem <.

Do dowodu potrzebny nam bedzie jeden techniczny lemat. Dla uproszcze-
nia bedziemy zaktada¢, ze [a,b] = [0, 1].

Lemat 2.23
Zatozmy, ze X = (Xt)te[o,l} jest procesem takim, ze

E|X; — Xs|f < C|t —s|*"!

dla pewnych statych a, 8, C > 0. Niech

k
TO:{Z—n : nelN,k:O,l,...,Z”}.

Woéwezas dla dowolnej v < % istnieje zbi6ér miary zero N taki, ze
X (CU) To — R
jest holderowsko ciagte z wyktadnikiem < dla w & N.

&

Dowdd. Ustalmy y < g- Potozmy
k
Ap = {2_11 k= 0,1,...,2”}
oraz
I, = {|Xy, — X;| > 27" dla pewnych y,z € A, takich, zez —y =27"}.

Zbiory I', dla n € IN to kolekcja zdarzer na ktérych trajektorie X nie sa
holderowsko ciagle a Swiadkami tego sa z,y € A,. Pozostaje pokaza¢, ze
te zbiory wyczerpuja wszystkie zdarzenia na ktérych trajektorie X nie sa
holderowsko ciagte. Dla y,z € A, takich, ze z — y = 27" mamy

P “Xy — X > 2*”7} < 2”751E]Xy — XZ|5 < Czn’Yﬁ’Z _ y|rx+1 _ Con(pr—a-1).

Wszystkich par y,z € A, takich, ze z —y = 27" jest 2" — 1. Wykorzystujac
powyzsze szacowanie otrzymujemy dla y = a — By > 0,
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P[I,] < C212"(Br=a=1) — p=pn,

Niech
N =limsupT;, = ﬂ U L.
n n>0m>n

Pokazemy, ze N ma postulowane wtasnosci. Nasze szacowania zapewniaja
Y. P['y] < oo, wiec z lematu Borela-Cantelliego IP[N] = 0. Chcac zbada¢
ciaglos¢ ustalmy
w € N° =liminfI}, = [ J [ T}
n>0k>n

Woéwecezas w € I, dla dostatecznie duzych n. Powiedzmy, ze w € I'; dla k >
n = n(w). Ustalmy v > n oraz y € Tp. Woéwczas y € [i277,(i+1)277) dla
pewnego i. Skoro y jest postaci 2% dla pewnych I oraz m, to y ma skoriczone
rozwiniecie binarne. Innymi stowy istnieja a, € {0,1} takie, ze

+00
y=i27"+ Y w27k,
k=v+1

gdzie a; = 0 dla dostatecznie duzych k. Korzystajac z nieréwnodci tréjkata
oraz tego, ze w € N¢,

| Xy = Xig—o| = [X(y) — X(i277)]
00 j j+1

<Y |x <i2_”+ Y ock2_k> - X (iz—u Y ockZ_k>
j=v k=v+1 k=v+1

27
1-2-7

<Y c2ir<c 277,

j=v
Niech teraz z,y € Ty beda takie, ze |z —y| < 279 Jezeli y,z € [i277, (i +
1)277) dla pewnego i, to
2 —oy+1l4y
| Xz — Xy| < [Xz — Xipo| + | Xip—o — X[ < CT—

W przeciwnym wypadku (i —1)277 <y < i27? <z < (i+1)27% dla
pewnego i. Wowczas

| Xz — Xy| <Xz = Xig—o| + | X(i21)20 — Xyl + [Xig—o — X(i—1)2-¢]

21+’Y
<c (1 4 ) 2o,

1—-27

PokazaliSmy, ze dla dowolnych y,z € Ty takich, ze |y — z| < 277 mamy
| X; — Xy| < K277, gdzie K nie zalezy od v > n. W szczeg6lnosci uzasad-
nia to, ze sup;c, Xi(w) = M(w) < oo. Na koniec wystarczy sprawdzic,
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ze uzyskany warunek pociaga holderowska ciagtos¢ X(w): To — R z wy-
kfadnikiem <. Niech teraz y,z € Tp beda dowolne. Rozwazmy przypadki
ly —z| < 2" oraz |y — z| > 2"«“). W pierwszym wybieramy v > n takie,
ze 2771 < |z —y| < 277°. Wéwczas

1 X; — Xy| < K277 < K27z —y|7.
Jezeli |y — z| > 2"« to
Xz — Xy < M2y 2|7,
O

Dowdd Twierdzenia 2.22. Z Lematu 2.23 X(w): Tp — R jest holderowsko
ciagla z wyktadnikiem 7 dla w ¢ N. Dla n ¢ N niech Y(w): [0,1] —
R bedzie ciagtym rozszerzeniem X(w): To — R. Wéwczas Y (w) réwniez
jest holderowsko ciagla z wyktadnikiem <. Dla w € N niech Y;(w) = 0.
Pozostaje sprawdzi¢, ze Y = (Y});¢[o,1) jest modyfikacja X. Oczywiscie X; =
Y; pw.dlat € Ty. Dla t € [0,1] \ Ty istnieje ciag t, € Ty taki, ze t, — t.
Nieréwnos$é Markowa w polaczeniu z nieréwnoscia (2.2) pociaga

P[|X;, — Xi| > 6] < C5,3|tn _ t|zx+1 S0

czyli Xi, —P X;. W rezultacie thk — X p.w. dla pewnego podciagu
{tn, tkeN- Z drugiej strony Xt,, = Yi, — Yi z ciaglosci trajektorii Y. To po-
kazuje, ze dla dowolnego t € [0,1], X; = Y; p.w. O

Latwo przekonac¢ sie na przykladzie, ze zatozenie f > 0 jest istotne.

Przyklad 2.24
Niech U bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym na T = [0, 1].
Potézmy X; = Ty1)(f). Wéwcezas dla s < t,

E [\xt - Xsyﬂ] —P[U € [5,t)] = |t —s|.
Proces X = (Xt);e(o1) nie posiada jednak ciagltej modyfikacji. Istotnie, jezeli

Y jest modyfikacja X, to P[Y € {0,1}] =1 oraz P[Yp =0,Y; = 1] = 1, wiec
Y nie moze mie¢ ciagtych trajektorii.

Przyklad 2.25
Nieco naturalniejszym przykladem procesu, ktéry nie posiada ciaglej mo-
dyfikacji jest proces Piossona N = (N;)ier,. Zauwazmy najpierw, ze

N; € N oraz ze trajektorie N nie sa stale. N nie moze mie¢ wiec ciaglej
modyfikacji. Zauwazmy, ze

E [|Nt - Nﬂ = At —s].
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Uwaga 2.26

Twierdzenie 2.22 jest prawdziwe, gdy przedziat [a,b] zastapimy nieskon-
czonym przedziatem, o ile holderowskos¢ trajektorii zastapimy lokalna hol-
derowskoscia (tzn. holderowskoscia na kazdym przedziale skoriczonym).
Szczeg6ly rozumowania sa przedmiotem Zadania 2.22.

Przyklad 2.27
Niech B = (Bt)te[O, +oo) Dedzie procesem spelniajacym warunki (B1)-(B3)
Definicji 1.4. Dlat >sip > 2

E|B; — Bo|? = E(t — 5)P/2(By)P = E[(By)P](t — s)P/2"1+1,

Mozemy zastosowa¢ Twierdzenie 2.22 z C = E[(B1)?],a = p/2—-1if=p
aby stwierdzi¢, ze dla dowolnego p > 2 i dowolnej v < % — % istnieje
modyfikacja B = (Bt) [ c0) Procesu B taka, ze trajektorie B sa lokalnie hol-
derowsko ciagle z wykltadnikiem y. W szczeg6lnosci trajektorie B sa ciagle.
Woéwezas proces stochastyczny B spelnia warunki (B1)-(Bg) Definicji 1.4.
Wobec dowolnoéci p > 2 widzimy, ze trajektorie ruchu Browna sa lokalnie
holderowsko ciagte z dowolnym wykladnikiem < %

Przyjrzyjmy sie ciaglosci trajektorii B nieco dokladniej. Wiemy, ze B; — 0
przy t — 0 a wykazana wlasnie holderowskos¢ zapewnia, ze zbieznos¢
zachodzi prawie tak szybko jak v/t. Dokladniej dla dowolnego ¢ € (0, 1)
istnieje losowa stata K, taka, ze

IB;| = |B; — Bo| < Ket? %

co pociaga za soba
. B 1
lim — t = 0, e < —.
=0t ¢3¢ 2

Dociekliwy czytelnik zadalby w tym miejscu pytanie o dokladne tempo
zbieznosci By do 0 przy t — 0. Okazuje sie, ze dla matych t, B; istotnie jest
nieco wiekszy niz Vt.

Twierdzenie 2.28 (Prawo iterowanego logarytmu)
Niech B = (B; : t € R4 ) bedzie ruchem Browna. Wéwczas

: B:
lim sup

=07 \/Zt loglog (%)

Podobnie jak poprzednio dowdéd polega na zmysSlnym zastosowaniu nie-
réwnoéci Czebyszewa w potaczeniu z lematem Borela-Cantelliego. Do re-
alizacji tego planu potrzebne nam beda dwa pomocnicze lematy.

=1 pw
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Lemat 2.29
Niech B bedzie ruchem Browna. Wéwczas dla kazdych t,x > 0,

P (sup Bs > x> < 2P(B; > x).
s€[0,t]

Dowdd. Ustalmy t > 0. Niech P, = {] }s<k, bedzie normalnym ciagiem
podziatéw odcinka [0,¢]. Niech T = inf{s € P, : Bs > x}. Woéwczas
korzystajac z niezaleznosci przyrostéw B,

P(B; > x) >P(B;—Br >0, T < o0)

i<j !

kn
=) P(B: - By >0, By > x max By < x)
j=1

>

n

j

N| =

i<j sePy,

Il
—_

1
lP(Bt;q > x max By <x) = E]P <sup Bs > x) :

Przechodzac z n — ¢ i korzystajac z monotonicznosci SUpPycp, B,

limP|supBs >x| =P U sup Bs > x =P| sup Bs>x|.
= \sep, n \seP. s€U, Pu

Korzystajac z ciaglosci trajektorii SUP,c ) p, Bs = SUPsc(o g Bs- Podsumowu-
jac

P(B; > x) > 1]1’ (sup Bs > x>
s€[0,¢]

co koniczy dowdd. O

Lemat 2.30
Jezeli N ~ N(0,1) to, dla kazdego x > 0 zachodza nieréwnosci

1\ ! 1 2 1 1 >
e ¥ 2<P(N>x)< = e /2,
< x) V27T < IP( )_X\/Zn

Dowdd. To klasyczne oszacowanie na ogony rozkladu normalnego pozosta-
wiamy czytelnikowi jako Zadanie 2.26 O

Dowdéd Twierdzenia 2.28. Zaczniemy od uzasadnienia nieréwnosci

lim sup 5 <1 (2.3)

t=07 \/Ztloglog (%) -
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Niech t, =¢" dlag € (0,1),c>01i

1
Ay = sup Bs; —cy/sloglog (—) >0,.
tugp1 <5<ty §

Pokazemy, ze dla ¢ > /2 z prawdopodobieristwem jeden zachodzi tylko
skoriczenie wiele zdarzen A,. To uzasadni (2.3). Odwotujac sie do Le-
matu 2.29 oraz Lematu 2.30

P(A,) <P ( sup B > C\/tn+1 loglog( ! ))
0<s<ty tny
1
< 2P <Bt,, > C\/tn+1 log log ( >>
b1
B; ( 1 >
= 2P = > cy/gqloglo
<\/ tn \/q 508 thrl >

\/1 12 ( )eXp{%qlog(nlog(q))}
¢4/ qloglog

const ciq

log(n)

1
tn+1

n

dla dostatecznie duzej stalej const. Dla kazdej ¢ > /2 dobieramy g € (0,1)
2
tak aby % > 1. Skoro },,~1 P(A;) < oo, to

B
P | limsup !

=07 [tloglog (%)

>c| <P <limsup An> =0.

n—oo
Pokazalismy wiasnie, ze dla kazdego c > V2,

B
IP | limsup d <c| =1

=07 [tloglog (%)

a co za tym idzie
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1= 1lim P |limsup By <c

clV2,ceQ t—0+ tloglog (%)

B
=P ﬂ lim sup d <c

>v2,ceQ 707 tloglog (%)

=P | limsup B <2
20" [tloglog (%)

co uzasadnia stuszno$é (2.3). Pokazemy teraz nieréwno$¢ przeciwna. Aby
to zrobi¢, pokazemy ze dla ¢ < /2 nieskoniczenie wiele razy w okolicy

zera trajektoria B jest ponad krzywa c,/tloglog (%) . W tym celu wykorzy-

stamy drugi lemat Borela Canteliego. Aby moc to zrobi¢, potrzebne nam
beda zdarzenie niezalezne. W naturalny sposéb nasuwaja sie przyrosty B.

Rozwazmy
1
Cn = {Btn — Btn+1 > C\/tn loglog (t_> }
n

Korzystajac raz jeszcze z nieréownoséci w Lemacie 2.30

By, — B 1
n
) .
> n 20-q)

= Viog(n)

dla dostatecznie malej stalej § > 0. Dla kazdego ¢ < /2 dobieramy do-
statecznie mate g € (0,1) tak aby 2(16—:1) < 1. Skoro Y7 1 IP(B,) = oo, to z

prawdopodobieristwem 1 zachodzi nieskoriczenie wiele zdarzen B,,. Wyko-
rzystujac wlasnosci granic dolnych i gérnych
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. Bt . Bt
lim sup > lim sup

=07 [tloglog (%) e \/tn loglog (%)
Bfn B Btn-&-l + Btn+1

n

> lim sup
n—oo \/tn loglog <%>
B, — B
> lim sup ———— 141
n—c0 \/tn loglog (%)
B
+ linL inf frt1 .
n—oo
tyloglog (%)
Drugi ze skadnikéw szacujemy z dotu przez
(1)
B B
lim inf b1 = —limsup b1
n—,oo
\/tn loglog (%) e \/tn loglog (%)
gdzie B() = —B na mocy Faktu 2.18 jest ruchem Browna. Stosujac zatem
pierwszy krok do procesu B(1) otrzymujemy
: Btn+l
lim sup < 2q.

n—vo0 \/tn log log <$>

Pokazali§my zatem, ze dla dla dowolnego ¢ < /2 i dostatecznie matego
g € (0,1) z prawdopodobienistwem 1 zachodzi nieréwnos¢

lim sup B >c— \/Z
=07 [tloglog (%)

. . ) . 2
Zauwazmy, ze nasze gérne oszacowanie na 4 to 4 < 1 — 5. Wiemy zatem,
ze dla dowolnego ¢ < /2 z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi

B
lim sup d >c—V2—c2

=0 [tloglog (%)

Stosujac takie same argumenty jak w pierwszej czeSci dowodu przecho-
dzimy z ¢ T v/2 aby otrzyma¢
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lim sup B > V2.
=07 [tloglog (%)

O

Zachowanie ruchu Browna w zerze, poprzez inwersje, mozna przenies¢

na jego zachowanie w nieskoriczonoéci. Kluczowy jest tutaj nastepujacy
fakt.

Fakt 2.31
Proces W = (W;)ier, dany przez

i tBl/tt>0
Wf_{ 0 t=0

jest ruchem Browna.

Dowdd. Jedyna problematyczna wlasnoscia ruchu Browna, ktéra trzeba tu-
taj sprawdzi¢ jest ciaglo$¢ w zerze. Rozumowanie mozna przeprowadzic
bezposrednio z wykorzystaniem lematu Borela-Cantelliego wspomagajac
sie¢ Lematem 2.29 oraz Lematem 2.30. Innym, znacznie szybszym sposo-
bem, jest uzycie teorii proceséw stochastycznych zaproponowany z Zada-
niu 2.23. O

Whiosek 2.32
Niech B = (B; : t € Ry ) bedzie ruchem Browna. Wéwczas z prawdopodo-
biefistwem jeden zachodza réwnosci

Bt Bt

lim i£1f = litrn inf CTATYS| =—1
—00 \/—
t—0 2tloglog (%) tloglog (t)
lim sup B =1
t—00 2tloglog (t)
Dowdd. Jezeli rozwazymy ruch Browna B(!) dany przez Bt(l) = —B; z Twier-

dzenia 2.28 zastosowanego do B(Y) otrzymujemy

B, BV

liminf = —1.
t—0F

= —limsup

2tloglog (%) =00 [2tloglog (%)

Podobnie rozwazajac ruch Browna W z Faktu 2.31 otrzymujemy z Twier-
dzenia 2.28 zastosowanego do W,
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lim inf By — liminf W —1.

t—oo /2tloglog (t) t—0* \/2t loglog G)

Stosujac udowodniona wtasnie réwnosé¢ do B(Y) otrzymujemy

(1)
liminf Bt = —limsu B = —1.

t—oo /2tloglog (t) Hoop v/ 2tloglog (t)

Przyklad 2.33
Niech a > 0. Pokazemy, ze

IP[B; < av/t dla kazdego t € [0,1]] = 0.
Wystarczy zauwazy¢, ze z prawa iterowanego logarytmu wynika, ze

sup t~1/2B, = 0 p.w.
te0,1]

Rzeczywiscie, dla prawie kazdej w € ) istnieje ciag t, = t,(w) — 0 taki,

ze
By,

lim
n—eo  /2t, loglog(1/t,)

Stad réwniez

2.4 Filtracje

Wrécimy teraz do naszego poczatkowego sposobu patrzenia na proces sto-
chastyczny X = (Xi)ter jak na rodzine zmiennych losowych. Z punktu
widzenia teorii prawdopodobieristwa kluczowe jest zrozumienie struktury
zaleznosci zmiennych w procesie X. Jednym z obiektéw, ktéry pozwala
W sposob Scisty wyrazié wspomniana strukture jest filtracja.

Definicja 2.34
Filtracja F = (F¢)ier na przestrzeni probabilistycznej (Q), F,P) na-
zywamy wstepujaca rodzine o-cial, tzn. dla s,t € T, t > s mamy
F S g Fi t g F.
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Jezeli t € T C [0, +c0) interpretujemy jako czas, to F; mozemy interpre-
towac jako wszystkie zdarzenia, ktére mozemy zaobserwowac do czasu t.
Wida¢ to szczegdlnie w przypadku filtracji generowanej przez proces sto-
chastyczny.

Definicja 2.35
Dla procesu stochastycznego X = (X;)ier okreslamy jego naturalna
filtracje FX = (FX);er poprzez

Fl=0(Xs :s<t,seT).

Fakt 2.36
Proces stochastyczny X = (X;);er ma niezalezne przyrosty wtedy i tylko

wtedy, gdy dla kazdych t > s, s,t € T, zmienna X; — X; jest niezalezna od
FX.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze wspomniany warunek jest dostateczny. Dla
dowolnych t; < t; < ... < t, wektor

(th, th - Xfu .. "thfl - thfz)

jest mierzalny wzgledem c-algebry .7-?5_1 i wobec tego jest niezalezny od
Xt, — Xt, - W analogiczny sposéb stwierdzamy, ze zmienna X; , — X; ,
jest niezalezna od wektora (X¢,, Xt, — X¢,, ..., X¢, , — X¢, ). Podsumowu-
jac,

(Xty, Xty = Xty oo, Xty — Xty y)r - Xty — Xi Xt — Xty 4

n—27

sa niezalezne. Iterujac to rozumowanie otrzymujemy niezalezno$¢ przyro-
stow X.

Aby wykaza¢ koniecznoé¢ podanego warunku, zalézmy, ze X ma przy-
rosty niezalezne ustalmy t > s i rozwazmy rodzine A zdarzen niezaleznych
od X; — X;. Wéwczas A tworzy A-uklad. Z niezalezno$ci przyrostéw X, dla
dowolnych t; <t < ... <t,; <s,

X —Xs i (Xy, — X L Xp, — X1, Xty

n_1’ *-*

sa niezalezne i dlatego niezalezne sa réwniez

Xp—Xs 1 (X, X s Xy, X4y)

n-1/°

Wobec powyzszego A zawiera r-uklad zdarzen postaci {X;, € A, Xy, €
Ay, ..., Xy, € Ay} dlaty ... t, <s.Namocy twierdzenia o 7r- i A- uktadach,
FXC A O
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Definicja 2.37

Proces stochastyczny X = (X;)ier nazywamy F = (F})er adaptowal-
nym, jezeli dla kazdego t € T, zmienna X; jest F; mierzalna. Piszemy
wtedy X; € F;.

Oczywiscie kazdy proces X = (X;);er jest adaptowalny wzgledem swojej
naturalnej filtracji FX = (F);cr. Dodatkowo, X jest F adaptowalny wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego t, FX C F;.

Definicja 2.38
Dla filtracji IF = (F})er 0znaczamy o-ciato

oz (U ;ct)

oraz dla t > 0 okreSlamy co-cialo F;, wzorem

Fie= [ Fe

s>t,seT

Rodzina Fiy jest istotnie o-cialem jako przekrdj o-ciat F;s. Zauwazmy
réwniez, ze F; C F;4 dla kazdego t > 0.

Przyklad 2.39
Dla procesu stochastycznego X = (X);c[1) 1 jego naturalnej filtracji FX
zdarzenie

A; = {w : funkcja s — X;(w) ma w punkcie ¢ lokalne minimum}

dla t € (0,1) jest elementem FX ale w 0gdlnosci nie jest elementem FjX.

Fakt 2.40
Niech B bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Wéwczas dla kazdego
s, proces (Biys — Bs : t > 0) jest niezalezny do F25, .

Dowdd. Dla ustalonego ciagu €, | 0, z ciaglosci trajektorii B,
B(t+s) —B(s) = li_r>n B(t+s+e€,) — B(s+€,).
n o0
Dla kazdego ustalonego n € IN zmienna losowa B(t 4+ s+ €,) — B(s + €5)
jest niezalezna od o-ciata F;y¢, 2O Fsyt. Skoro wszystkie zmienne B(t + s +

€n) — B(s + €,) sa niezalezne od Fs4, to to samo tyczy sie granicy B(t +
s) — B(s). O
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Twierdzenie 2.41 (Prawo 0-1 Blumenthala)
Dla kazdego A € F§., P[A] € {0,1}.

Dowdd. Zauwazmy, ze .7-"& C o(By : t > 0). Dodatkowo, z Faktu 2.40
dla s = 0 kazde zdarzenie A € o(B; : t > 0) jest niezalezne od FJ..

Oznacza to, ze A € .7-"& jest niezalezne od ]-"&L, wiec w szczeg6lnosci A
jest niezalezne od samego siebie. Stad P[A] € {0,1}. 0

Przyklad 2.42
Niech T = inf{t > 0 : B; > 0}. Pokazemy, ze P[t = 0] = 1. Mamy

{t=0} = ﬁ { sup BS>O}E}"0+.

n=1 0<S<%

Wystarczy zatem pokaza¢, ze P[t = 0] > 0. Zauwazmy, ze

Pt <t]=P |sup Bs; >0

1
> I[)[Bt > 0] = —.
s€[0,1] 2

Przejscie t — 0 pociaga IP[t = 0] > 3. Z 0-1 Blumenthala wnioskujemy, ze
Pt = 0] = 1. W szczegodlnosci pokazaliSmy, ze dla kazdego t > 0,

sup Bs >0 pw.
s€[0,¢]

Z przyczyn technicznych wygodnie bedzie nam zaklada¢, ze filtracja
z ktéra pracujemy jest dostatecznie regularna.

Definicja 2.43

Powiemy, ze filtracja F = (F;)ict spelnia zwyczajne warunki, jezeli

1) dla kazdego t, o-cialo F; zawiera wszystkie zbiory o prawdopodo-
bienistwie zero;

2) IF jest prawostronnie ciagla, tj. dla kazdego t, F; = F; .

Aby zobaczy¢ przyklad filtracji, ktéra spelnia zwyczajne warunki zasto-
sujemy standardowy zabieg polegajacy na powiekszeniu filtracji przez do-
danie do niej zbioréw miary zero. Niech

N={AeF:P[A]=0}

oznacza ideat zbioréw miary zero. Dla filtracji IF = (F})icr definiujemy jej
uzupetnienie IF = (F;),_, wzorem

?t:U(FtUN).
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Przyklad 2.44
Pokazemy, ze 7—"? = ff . Uzasadnimy najpierw, ze dla kazdej ograniczonej
zmiennej losowej W mierzalnej wzgledem ?fo,
—B —B
E [W‘]—"t] =E [W’]—"H} p.w. (2.4)

Ustalmy t; > s, oy € Rdlak =1,2...ninapiszmy

n .
H eltkatk
k=1

iz o

o,

o
B = 1i Y k—1 % Bs+e l“k(Btk_Bs-&-e)
For lim e E e
| k=1

e—0t

e—0t

S h
— lim eiZ}zzlﬂékBereIE Hel“k(Btk—Bere)
k=1

— el ZZ:] akBSIE

ﬁ eiOLk(Btk—BS)] .

k=1

Skoro ostatnia zmienna jest 72 mierzalna, to prawda jest réwniez

n . n .
H eukatk H el“k(Btk_BS)]
k=1

k=1
dla dowolnych t; > s oraz a;y € R. Skoro dla t; < s zmienna B;_ jest

E

—B J—
.7-"S+] = o' Lim1 B g

7-"5 C ]_-"f | mierzalne, to powyzsze wyliczenia implikuja, ze dla kazdych
ty > 01 ar € R zachodzi

n

~ —=B

E [T | F,| =E
k=1

—B
fH] .

Funkcje x — €'** sa liniowo geste w przestrzeni funkgji ciagtych C[—N, N]|
na odcinku [—N, N] z topologia jednostajna. Kazda ograniczona funkgje
mierzalna f: R — IR mozemy aproksymowaé punktowo ciagiem f, €
Unen C[—N, N]|. To pokazuje, ze dla kazdych ograniczonych funkcji bo-
relowskich fi: R — RR,

n .
H ewékBtk
k=1

inx

n

ka(Btk)

k=1

E Fl=E

—B
7|

Czyli dla kazdej ograniczonej zmiennej losowej W € o (By,, By,, . .. By, ) spet-

[T /(B
k=1

nione jest (2.4). To z kolei pociaga (2.4) dla kazdej W ¢ 7-"50. Rzeczywiscie,
aby sie o tym przekonaé wystarczy rozwazyé¢ A-uklad

A= {A e FB . P[A|FY] = P[A|FL,] p.w.}
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oraz rt-uklad
C = {{Btl S Dertz € DZ;---Btn € Dn} c ty >0, Dy € B(]R), k< 7’1,}.

Przedstawione przez nas argumenty pokazuja, ze C C A. Z lematu o 7r-A
uktadach F8 = ¢(C) C A.
Teraz pokazemy, jak to pociaga teze. Dla zmiennej losowej W mierzalnej

wzgledem ]_:ir,
E [W(??] —E [w‘;_fﬂ} =W puw.

. . . .. . —B ,
Skoro W jest réwna p.w. zmiennej losowej mierzalnej wzgledem F;, ktéra
. . . . . . —B
zawiera wszystkie zbiory miary zero, to W jest mierzalna wzgledem F,.
. . . . ==B _ —=B . . .y
Skoro z drugiej strony inkluzja 7, C F,, jest oczywista, pokazalismy wia-

Snie, ze ?? = .Tir. Innymi stowy filtracja F spelnia zwyczajne warunki.

Od tej pory zawsze zaklada¢ bedziemy, ze rozwazana filtracja spetnia
zwyczajne warunki.

Na potrzeby rozdzialu 4 pokazemy, ze uzupetniona filtracja ruchu Browna
respektuje niezalezno$¢ przyrostéw.

Przyklad 2.45

Rozwazmy uzupetniona filtracje ruchu Browna F = <ﬁB>t 000)" Poka-
€[0,00

zemy, ze dla dowolnych s < t zmienna B; — Bs jest niezalezna od o-ciala

?SB. Rozwazmy rodzine zbioréw
C= {Amc : Aeff,CeNu{Q}}.

Skoro FP i N sa zamkniete na skoriczone przekroje, to C réwniez jest
zamkniete na skoriczone przekroje. Innymi stowy C tworzy m-uklad. Za-

uwazmy tez, ze 0(C) = fsB. Zauwazmy tez, ze dla A i C jak w definicji C i
G € B(R),

P[{B; — B, € G} N ANC] = P[B; — B € G]P|ANC].

Dla C = () powyzsza rownos¢ wynika z niezaleznos$ci przyrostéw B. Jezeli
A € N, to obie strony powyzszej rownosci sa rowne zero. Rozwazajac A-
uklad wszystkich zdarzeri niezaleznych od B; — Bs, na mocy Twierdzenia
o rt-A ukladach otrzymujemy

P[{B; — B, GYNH|=P[B:— B, € GIP[H], HeF .

. . . ) —B
Istotnie wiec B; — B; jest niezalezna od Fs .
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2.5 Czasy zatrzymania

Myslac o procesie X = (Xt)ic[o,0) jak 0 losowej funkgji X(w): [0,00) — R
fatwo wyobrazi¢ sobie potrzebe badania jej warto$ci w punktach szczego6l-
nych. Przykltadowo

7 (w) = inf{t € [0,00) : X}(w) € N} (2.5)
badz
T(w) = inf{t €[0,00) : X¢(w) = sup Xs(w)} . (2.6)
s€[0,00)

Woéwczas tak okreSlone T; jest losowym momentem w przedziale czaso-
wym [0, c0). Interesowaé nas moze sama zmienna losowa T7; lub wartos¢
Xy, W zaleznosci od sposobu okreslenia losowego momentu 7; wlasnosci
probabilistyczne 7; badZz X beda mniej lub bardziej przyjemne. Do tego,
aby wspomniane wlasnoéci byty dobre potrzeba, zeby losowy czas T; do-
brze wpisywat sie¢ w strukture zaleznosci procesu X, czyli w filtracje.

Definicja 2.46
Zmienna losowa 7: QO — T U {oo} nazywamy czasem zatrzymania
wzgledem filtracji F = (F);er, jezeli dla kazdego t € T,

{TS t} € Fi.

Moment losowy T, okreslony w (2.6) nie jest czasem zatrzymania. Z kolei
T1 okreSlone wzorem (2.5) jest czasem zatrzymania. Argument, ktéry to
uzasadnia wpisuje sie w pewien ogolniejszy schemat. Dla procesu X =
(Xt)teT 1 zbioru borelowskiego A € B(R) definiujemy moment wejScia X
do zbioru A poprzez

X =inf{teT: X; € A}.

Fakt 2.47
Jezeli proces X = (X¢)et jest F = (F)er adaptowalny i ma ciagte trajekto-
rie, a A jest domknietym zbiorem, to T jest czasem zatrzymania wzgledem
filtracji FF.

Dowdd. Niech Ty C T bedzie przeliczalnym, gestym zbiorem (zawierajacym
lewy koniec jezeli, T jest lewostronnie domkniety). Skoro X jest ciagly a A
domkniety, to

{tf<t}={3s<tX, € AL

Jesli Xs(w) € A, to dla dowolnego # istnieje g < s, q € Tp takie, ze
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1
[Xs(w) = Xg(w)| < —

Wobec tego

Podsumowujac

Bs<txeac U {xea}=rF
n=14g<t,q€Ty !

Aby uzasadni¢ przedziwna inkluzje ustalmy w € F. Istnieje ciag s, € [0, ] N
Ty taki, ze X,, € Ai1. Wybierajac z niego podciag zbiezny s, — S« € [0,1],
wobec ciagtosci X, otrzymujemy

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika z domknietosci A. To, ze Xs_, jest elementem
Nu>1 A1/n wynika z tego, ze Xs,, € Aq/,, dla kazdego ng. Rzeczywiscie,
skoro X5, € Aj/,, dla dostatecznie duzych k. Skoro Ay, jest otwarty, to
Xsoy € Aq 1o+ O

Fakt 2.48
Niech 7,0: Q) — R beda czasami zatrzymania wzgledem F = (F})ser.
Woéwczas czasami zatrzymania sa réwniez T A, TV 0 oraz T + 0.

Dowdd. Pozostawiamy jako Zadanie 2.36. O

Definicja 2.49
Dla czasu zatrzymania T definiujemy

gdzie Foo = 0 (Uet Ft)-

Fakt 2.50
Niech 7 i 0 beda czasami zatrzymania. Woéwczas

e F:jest o-ciatem;

* jezeli T(w) =t dla ustalonego t € T i kazdej w € Q, to Fr = Fy;
o FrNFsr= Frno-
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* jezeli T jest ograniczonym czasem zatrzymania (dla pewnej stalej M,
T(w) < M dla wszystkich w € ), to dla kazdego D € F; zmienna
10 = 71p + Mlp: jest czasem zatrzymania.

Dowdd. Pozostawiamy jako przedmiot Zadan 2.37-2.39 O

Nastepne twierdzenie pokazuje kluczowa wtasno$¢ ruchu Browna po
losowym czasie.

Twierdzenie 2.51 (Mocna wlasnos¢ Markowa dla ruchu Browna)
Niech 7 bedzie skoriczonym czasem zatrzymania. Wéwczas proces
(Bt4r — Br : t > 0) jest jest ruchem Browna niezaleznym do F2.
Dowédd. Rozwazmy ciag czasOw zatrzymania 1, przyblizajacych T od dotu
T, = (m+1)27" na zbiorze T € [m27",(m+1)27").

Ustalmy n € IN. Niech By bedzie ruchem Browna zadanym przez Bi(t) =
B(t + k27™) — B(k2™"). Niech X bedzie procesem danym przez X(t) =
B(t+ 1) — B(1y). Dla zbioru A € B(RR+), tj zbioru A postaci

A={xeR® : x, € A,k=1,2,...n}, t€Ry, Ay € B(R),

oraz zbioru E € FB, napiszmy

P[{X € A}NE] = i P[{X € AYNEN {7, = k2"}]
k=0
- i]P[{Bk e A}NEN {1, =k "}
k=0

Zauwazmy, ze EN {1, =k27"} € fg,n. Wobec tego z wlasnosci Markowa
dla ruchu Browna

P[{X € A}NE] = i P[{B, € A}JP[EN {7, = k2"}] = P[B € A]PIE].
k=0

Pokazaliémy wiasnie, ze (B(f+ Tn) — B(Tu))c[o,e0) jest ruchem Browna
niezaleznym od F2. Skoro F2 D FP to dla kazdego n, (B(t+ ) —
B(Ti))1e[o,00) jest niezalezny od F7. Wobec tego granica

lim B(t+ 1,) — B(ty) = B(t+ 1) — B(7)

n—o0

réwnieZ jest niezalezna od FZ. Dla kazdego n, (B(t+ 1,) — B (Tn))te[0,00)
jest ruchem Browna, wiec jego rozklady skoriczenie wymiarowe spetniaja
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warunki (B1)-(B3) Definicji 1.4. Z powyzszej granicy rozklady skoricze-
nie wymiarowe (B(t + T) — B(T));c[0,0) 52 takie same jak rozktady (B(t +
Tn) — B(Tn))ic(0,00)- W szczegdInosci (B(t + Tn) — B(Tu))ic[o,00) SPeINia wa-
runki (B1)-(B3) Definicji 1.4. Ciagtos¢ t — B(t + T) — B(7) jest z kolei oczy-
wista. Pokazuje to, ze (B(t + 7) — B(T))c[o,0) jest ruchem Browna. O

Przyklad 2.52
Aby zilustrowaé¢ Twierdzenie 2.51 uzasadnimy zasade odbicia dla ruchu
Browna. Dla a > 0 niech

T, =inf{t >0 : B; > a}.

Rozwazmy proces X = (X;)ier, bedacy ruchem Browna odbitym w a.
Woweczas X jest zadany przez
X = {Za—Btt>Ta @7)

Korzystajac z mocnej wlasnosci Markowa dla B, procesy
(B(t+ 1) — B(w))ter, oraz (—B(t+ 1)+ B(T))ter, (2.8)

sa ruchami Browna niezaleznymi od (Bz,at)icr, - Wéwczas sklejenie ostat-
niego procesu w punkcie 1; z kazdym z proceséw (2.8) da proces o takim
samym rozkladzie. Sklejenie z pierwszym daje (B¢)cr, a z drugim X.

Przyklad 2.53
Rozwazmy M; = sup, (o Bs. Dla a > 0 mamy

{M; >a} ={B >a}U{B; <a, M(t) > a}.
Zauwazmy, ze
{Bt <a, My > a} = {X; > a},
gdzie X jest procesem zadanym przez (2.7). Stad

P | sup Bs > a| =P[M; > a] = P[B; > a] + P[X; > a] = 2P[B; > a].

s€[0,f]

2.6 Procesy mierzalne

Proces stochastyczny X = (X;);er mozemy traktowac jako funkcje dwoch
zmiennych, czyli odwzorowanie T x ) — R dane przez (t,w) — Xi(w).
To ujecie bedzie kluczowe przy konstrukgji catki stochastycznej. Przypo-
mnijmy, ze T C IR.
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Definicja 2.54
Proces stochastyczny X = (X;);er nazywamy mierzalnym, jezeli od-
wzorowanie (t,w) — X;(w) jest mierzalne jako odwzorowanie

X: (T x Q,B(T)® F) = (R, B(R)).

Zatozenie mierzalno$ci pozwala wyeliminowac z rozwazan r6zne patologie.

Uwaga 2.55
Nie istnieje niezerowy, mierzalny proces X = (Xt)te[o,l] taki, ze EX; =01
EX; < ooidlas # t zmienne X; i X; sa nieskorelowane (Zadanie 2.28).

Definicja 2.56

Proces stochastyczny X = (X;)ser nazywamy progresywnie mierzal-
nym, jezeli odwzorowanie (s, w) +— Xs(w) jest mierzalne jako odwzo-
rowanie

((TN (=00, t]) x Q,B(R) ® F;) = (R, B(R))
dla kazdego t € T.

Jezeli proces X = (X;)ter jest progresywnie mierzalny, to {w : Xi(w) €
A} € Fyjako ciecie zbioru {(s,w) : s <t, Xs(w) € A} € B(TN(—o00,t]) ®
Fi. Oznacza to, ze kazdy proces progresywnie mierzalny jest adaptowalny.

Fakt 2.57
Jezeli proces X = (X;);eT jest prawostronnie ciaglym procesem adaptowal-
nym, to jest on progresywnie mierzalny.

Dowdd. Ustalmy t € T i potézmy dlas € T, s <*t, Xg”) = X;_o-ni, gdzie k
jest liczba catkowita taka, ze t —27"(k+1) < s < t —27"k. Woéwczas dla
borelowskiego A,

{(sw0) :s<t X" e Al

(TA(t—27"(k+1),t —27K]) X {X, 5-n; € A}

I
(@

k=0
€ B(TN(—oo,t]) @ Ft.

Zatem odwzorowanie (s, w) x{ (w) jest B(T N (—oo, t]) ® F; mierzalne.
Z prawostronnej ciagtosci X,

lim X" (w) = Xs(w).

n—o00



48 2 Procesy stochastyczne

Wobec tego odwzorowanie (s, w) — Xs(w) réwniez jest B(T N (—oo, t]) ® F;
mierzalne. O

Przyklad 2.58

Niech (Q,F,P) = ([0,1],£,A), gdzie A jest miara Lebesguea a £ =
(N U B[0,1]) jest o-ciatem zbioréw borelowskich uzupetnionych o zbiory
miary zero N. Niech 7 = ¢(N) dla t > 0. Rozwazmy A = {(x,x) : x €
[0,1/2]} € R4 x Q. Wéwcezas proces Xi(w) = 14(t, w) jest adaptowalny,
ale nie jest progresywnie mierzalny (Zadanie 2.43).

Definicja 2.59

Dla mierzalnego procesu stochastycznego X = (Xi);er i zmiennej T
o warto$ciach w T U {oo} definiujemy proces zatrzymany X* = (X[ )ser
wzorem X[ = Xiar.

Fakt 2.60

Zat6zmy, ze proces X = (Xi);eT jest progresywnie mierzalny a T jest cza-
sem zatrzymania. Woéwczas zmienna X1 {r<oo} jest Fr mierzalna. Dodat-
kowo proces X' jest progresywnie mierzalny.

Dowdéd. Odwzorowanie
(s,w) = (T(w)As,w) : TN (=00, t] x QA — TN (—o00,t] x O

jest mierzalne jako B(T N (—oo,t]) @ Fy — B(T N (—oo,t]) ® Ft. Odwzoro-
wanie
(s,w) — Xs(w): TN (=00, t] x QA — R

jest mierzalne jako B(T N (—oo,t]) ® Ft — B(R). Ich ztozenie
(wa) = Xr(w)/\s (w)

jest mierzalne B(T N (—oo,t]) ® F; — B(R). Stad wynika mierzalnos¢ za-
trzymanego procesu X°. Na koniec zauwazmy, ze dla dowolnego ¢,

{XT]l{T<+OO} € A} N{r<tl={X;n ANt <tl e F

co jest rownowazne



2.7 Zadania 49

Definicja 2.61
Progresywnym o-ciatem P nazywamy rodzine zbioréw A € B(Ry) ® F
dla ktérych proces Xi(w) = 1 4(t, w) jest progresywnie mierzalny.

Zauwazmy, ze A € P wtedy i tylko wtedy, gdy
AN([0,t] x Q) € B[O, t] ® Fy
dla kazdego t > 0.

Fakt 2.62
Proces X = (X;):cRr. jest progresywnie mierzalny wtedy i tylko wtedy, gdy
X: Ry x Q) — R jest P-mierzalne.

Dowdd. Pozostawiamy jako Zadanie 2.44 O

2.7 Zadania

Podstawowe definicje

Zadanie 2.1
Naszkicuj wykres trajektorii procesu Poissona N = (N;)scRr, . Znajdz wzor
(w terminach zmiennych S, obecnych w Definicji 2.1) na Wahy N i catke

Riemanna-Stieltjesa fot f(s) dNs(w) dla ciaglej f: [0,¢] — R.
Zadanie 2.2

Pokaz, ze jezeli E1, Ey, ... sa iid z rozktadem Exp(A), to S, = Y }_; Ex ma
rozklad Erlanga o gestosci

nxn—l
) = e e (1)

Zadanie 2.3
Niech N = (N;)ser, bedzie procesem Poissona. Pokaz, ze dla kazdego # i
t > 0, zmienna losowa N; ma rozklad Poissona z parametrem At. Innymi

stowy zachodzi wzoér
n
P[N; = n] = e‘“ﬂ.
n!

Wskazéwka: P[N; = n] = P[S, < t < Sy +Eyq] = fot]P[EnH +x >

t] fu(x) dx

Zadanie 2.4
Niech W = (Wi);e(o1] bedzie mostem Browna. Pokaz, ze Cov(Ws, W;) =
s(I—t)dla0<s<t<l.
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Zadanie 2.5
Niech W = (W});c[o,1) bedzie mostem Browna. Pokaz, Zze W nie ma stacjo-
narnych przyrostéw. Pokaz, ze W nie ma niezaleznych przyrostéw.

Rozklady proceséw stochastycznych

Zadanie 2.6
Udowodnij, ze jezeli A € B(RT) to istnieje przeliczalny zbiér Ty C T taki,
ze jesli x,y € RT sa takie, ze x; = y; dlat € Ty, tox € A & y € A.

Zadanie 2.7
Pokaz, ze zbior {x : lim,_; > x; = 1} nie nalezy do B(R[1]).

Zadanie 2.8

Pokaz, ze istnieje wektor losowy (X,Y) taki, ze X i Y maja jednowymia-
rowe rozklady normalne, ale rozktad (X, Y) nie jest dwuwymiarowym roz-
kfadem normalnym.

Zadanie 2.9
Pokaz, ze ruchu Browna B = (B;);cr, rozklady skoniczeniewymiarowe sa
Gaussowskie, doktadniej dla rosnacego ciagu ty,tp,...,t, >0,

1

B
dx) = — s
My by, (%) (2m)"|A]

gdzie A= (Ai,]')i,jgnr Az’,j =t A t]'.

exp{—(A_1x|x>/2}, x € R",

Zadanie 2.10
Wykaz, ze istnieje proces X = (X;)icr, 0 przyrostach niezaleznych, startu-
jacy z 0 taki, ze X; — X; ma rozklad Cauchy’ego z parametrem t — s (proces
taki nazywamy procesem Cauchy’ego, badZ procesem 1-stabilnym). Przy-
pomnijmy, ze rozklad Chauchy’ego z parametrem y > 0 dany jest przez
gestos¢

() =~y

m(x2 4 v2)

lub funkcje charakterystyczna ¢(t) = e~ 7/,

Zadanie 2.11
Niech rodzina rozktadéw .+, bedzie zadana przez

n
Pty (A1 X Ag X X Ay) =P | X3 € A, X1+ X € Ag,..., ) Xj € Anl,
j=1

gdzie X3, ... X, sa niezalezna takie, ze X; 4 Exp(tj —tj_1) przy czym ty = 0.
Pokaz, ze tak okreslona rodzina rozkladéw nie spetnia warunkéw zgodno-
Sci.
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Zadanie 2.12
Niech A: Ry — Ry bedzie funkcja ciagta. Korzystajac z Twierdzenia Kot-
mogorowa pokaz, ze istnieje proces X = (Xt);c(0,+o0) taki, ze

hd X():O
e dlat>s>0,

t
X — X 2 Pois (/ A(x)dx) ;
S

¢ X ma niezalezne przyrosty: dla dowolnych ty < t; < ... < t; zmienne
losowe X;,, Xi, — Xi,,...,Xt, — Xt, , sa niezalezne;

Zadanie 2.13
Zr6b poprzednie zadanie nie odwolujac sie do Twierdzenia Kolmogorowa.
WskazOwka: Rozwaz proces X postaci X; = Ny (), gdzie N = (Np)rer, jest
procesem Poissona z intensywnoscia 1, a f: [0+ 00) — [0, +00) jest funkcja
niemalejaca.

Zadanie 2.14

Pokaz, Ze istnieje proces stochastyczny X = (Xi)ier, taki, ze zmienne X;
sa niezalezne o rozktadzie N (0, t). Pokaz, ze PP [lims_,; X; istnieje] = 0 dla
kazdego t > 0.

Zadanie 2.15
Niech B = (B¢)iecr, bedzie ruchem Browna. Niech s,c > 0. Wéwczas ru-
chami Browna sa rOwniez

Bt(l) = —B;, sz) = Btys — Bs, Bt(3) = ¢ /2By

Zadanie 2.16
Niech B = (Bt)ter, oraz f = (Bt)ter, beda niezaleznymi ruchami Browna.
Pokaz, ze proces

W, — B;, tG[O,l]
B By + Bt —pB1,t € (1,+oo)

réwniez jest ruchem Browna.

Zadanie 2.17
Niech B bedzie ruchem Browna. Dla a € R potézmy 17, = inf{s > 0 : B; =
a}. Pokaz, ze 1,, T_, oraz a’t maja ten sam rozktad.

Zadanie 2.18

Dwa réwnowazne procesy X = (Xt)e[o,1] 0raz Y = (Yi);c[0,1) Mmaja prawo-
stronnie ciagle trajektorie. Uzasadnij, ze jezeli X przyjmuje tylko wartosci
catkowite, to Y réwniez ma ta wlasnos¢.
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Zadanie 2.19
Dwa réwnowazne procesy X = (X)) 0raz Y = (Yt)sc(o1) Mmaja prawo-
stronnie ciagle trajektorie. Uzasadnij, ze jezeli limsup,_, 1 Xy > 5pw. to

limsupH%_ Y; > 5 p.w.

Zadanie 2.20

Proces X nazywamy gaussowskim, jezeli jego rozklady skorficzenie wymia-
rowe sa gaussowskie. Zatézmy, ze X = (Xi)ier, 1Y = (Yi)ter, sa proce-
sami gaussowskimi takimi, ze E[X;] = E[Y;] = 0 dla kazdego t > 0. Pokaz,
ze X i Y sa réownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych s,t > 0,
E[X:Xs] = E[Y;Ys].

Ciaglos¢ trajektorii
Zadanie 2.21
Proces (Xt)e[o,1) jest gaussowski i spetnia E[X;] = 0 dla kazdego ¢ € [0,1].
Dodatkowo
|COV(Xt, Xs) — COV(X;}, Xt)| S C|i’ — S|

dla pewnej statej C. Pokaz, ze X posiada ciaglta modyfikacje.

Zadanie 2.22
Zalézmy, ze X = (X;)er, jest procesem takim, ze

E|X; — Xs|f < C|t —s|*"!

dla pewnych statych a, 8,C > 0. Pokaz, ze istnieje proces Y = (Y);e(0,+0)
bedacy modyfikacja procesu X taki, ze trajektorie procesu Y sa lokalnie
holderowsko ciagle z wykladnikiem <, dla dowolnego v < %. Dokladniej

dla kazdego T > 01 w € () istnieje stata Cr(w) taka, ze

IR

Yi(w) — Ys(w)| < Cr(w)|t—s|?, t,s€]0,T].
WskazOWKA: zastosuj twierdzenie o ciaglej modyfikacji do proceséw (Xt)e(n,n+1]

Zadanie 2.23
Pokaz, ze proces W = (W;)icr, dany przez

o tBl/t t>0
Wf_{ 0 t=0

posiada ciagta modyfikacje. Nastepnie uzasadnij, ze W i jego ciaglta mody-
tikacja sa nierozréznialne. Wywnioskuj, ze
B;

thj& 5 = 0 pw.
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Zadanie 2.24
Niech B = (Bt)ter, bedzie ruchem Browna. Znajdz IE[B3By|By.

Zadanie 2.25
Rozwazmy proces Y = (Y})icr, dany przez

tB
Yt = Bt — / —”du
0 u
Uzasadnij, ze catka pojawiajaca sie w definicji Y; jest zbiezna p.w. Pokaz, ze
Y jest ruchem Browna.

Zadanie 2.26
Niech N ~ N(0,1). Pokaz, ze dla x > 0,

2/2

-1
(x+ %) e X2 <P(N>x)<—¢*

R

Zadanie 2.27
Dla ruchu Browna B rozwazmy ¢ = inf{t > 0 : B; = 0}. Pokaz, ze P[c =
0] =1.

Zadanie 2.28

Pokaz, ze nie istnieje niezerowy, mierzalny proces X = (Xt);c(o] taki, ze
E[X;] = 0iE[X?] < coidlas # t zmienne X; i X; sa nieskorelowane.
Wskazowka: Pokaz, ze dla dowolnych a,b € [0,1],

b 2
E ( / X, ds) )
a
Zadanie 2.29

Niech dana bedzie c-algebra G C F. Zatézmy, ze X i Y sa zmiennymi
losowymi takimi, ze X jest niezalezna od G a Y jest mierzalna wzgledem
G. Niech wreszcie ¢: R — R bedzie mierzalna taka, ze E[|¢(X,Y)]|] < 0.
Pokaz, ze

E[p(X,Y) [G] = ¥(Y),

gdzie ¥(y) = E[p(X,y)]. WskazOwka: Zacznij od funkgji ¢ postaci ¢(x, y) =
f(x)g(y)-

Zadanie 2.30
Niech T bedzie zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym Exp(A) nieza-
lezna od ruchu Browna B. ZnajdzZ funkcje charakterystyczna zmiennej B-.

Zadanie 2.31
Niech N = (N;)ser, bedzie procesem Poissona. Pokaz, ze dla 0 <s < t,
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P [SNSH > t‘]—"SN} = ¢ Mt=9) p.w,

gdzie FN = (N, : r < s). Wskazéwka: Ustalmy A € FN i liczbe na-
turalna n. Pokaz, ze istnieje A € o(Ey,..., E,) takie, ze AN{N; = n} =
AN{N; = n}. Korzystajac z niezaleznosci E, 11 i (S,, 14) pokaz, ze

P [Sn.+1 > t, Ns=n, A] =e 5P [N, = n, A].

Zadanie 2.32

Niech N = (Nj)¢cr, bedzie procesem Poissona. Uzasadnij, ze dla 0 <s < t
zmienna N; — Ny ma rozktad Poissona z parametrem A(t — s) i jest nieza-
lezna od FN. Wskazoéwka: Postepujac jak w poprzednim zadaniu pokaz,
ze

i K Nt —s)
P[N;~Ns <k Ny=n, Al =e M"9P [N, =n, A] }_ A(t]—|s')
=0/

Zadanie 2.33
Dla procesu Poissona N z intensywno$cia A potézmy 7 = inf{t >0 : N; =
1}. Znajdz E[t].

Zadanie 2.34
Pokaz, ze dla kazdego t > 0, v; = N; + 1 jest czasem zatrzymania wzgledem
filtracji F, = o (E; : i <n).

Zadanie 2.35

Rozwazmy dwie filtracje (F¢)icr, oraz (Gier, - Pokaz, ze G; jest niezalezne
od F; dla kazdego t € Ry wtedy i tylko wtedy, gdy G jest niezalezne of
Foo.

Zadanie 2.36
Niech 7 i o beda czasami zatrzymania wzgledem IF = (Ft);c(0 4. Pokaz,
ze 0+ T, 0 AT oraz ¢V T rOwniez sa czasami zatrzymania wzgledem F.

Zadanie 2.37
Pokaz, ze Fr jest o-ciatem. Pokaz, ze jezeli T(w) = t dla ustalonego t € T i
kazdej w € O, to Fr = Fi.

Zadanie 2.38

Niech 7 bedzie ograniczonym czasem zatrzymania (dla pewnej statej M,
7(w) < M dla wszystkich w € Q). Niech B € F;. Pokaz, ze T8 = tlp +
M1 pe jest czasem zatrzymania.

Zadanie 2.39
Uzasadnij, ze dla czaséw zatrzymania 7, x,

.FTO.FK:.F'[/\K.
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Zadanie 2.40
Niech ¢ i T beda czasami zatrzymania. Pokaz, ze zdarzenia {o < 1} i {c =
T} naleza do Frpe.

Zadanie 2.41
Pokaz, ze jezeli o jest czasem zatrzymania, o < T oraz T jest F, mierzalny,
to T jest momentem zatrzymania.

Zadanie 2.42
Niech 7 bedzie czasem zatrzymania. Pokaz, ze proces X; = 1y (t) jest
progresywnie mierzalny.

Zadanie 2.43

Niech (Q,F,P) = ([0,1],£,A), gdzie A jest miara Lebesguea a £ =
(N U BJ0,1]) jest o-ciatem zbior6w borelowskich uzupetnionych o zbiory
miary zero . Niech F; = ¢(N) dla t > 0. Rozwazmy A = {(x,x) : x €
0,1/2]} € R4 x Q. Pokaz, ze B = AN ([0,t] x Q) ¢ B[0,t] ® F; (roz-
waz ciecie By = {x (t,x) € B} C Q). Pokaz, ze przez X;(w) 14(t w) jest
adaptowalny.

Zadanie 2.44
Pokaz, ze proces X = (X;)ier, jest progresywnie mierzalny wtedy i tylko
wtedy, gdy X: Ry x O — R jest P-mierzalne.

Zadanie 2.45

Niech (f,)nen bedzie dowolna baza L2[0,1] i niech h,(t) = fot fr(s) ds.
Niech (X;),en bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o stan-
dardowym rozktadzie normalnym. Pokaz, ze szereg Y; = Y, Xuhn(t) jest
zbiezny w L?(Q2) dla kazdego ¢ € [0,1] oraz (Xt)e[,1) ma takie same roz-
ktady skoriczenie wymiarowa co ruch Browna.

Zadanie 2.46

Niech 1(0) = {1}, I(n) = {1,2,3,...,2"71} dla n > 1. Ukladem Hara
nazywamy rodzine funkcji (1), enker(n) Okreslonych na [0,1] wzorami
hop(t) =torazdlan >1ik € I(n),

2" (2k—2)27"<t< (2k—1)27"
hop(t) = 2"7 (2k—1)27" <t < 2k2"
0 poza tym

Uktadem Schaudera nazywamy rodzine funkcji (S x)n,enker(n) na [0,1] da-

nych przez S, ;(t) = fot hy, k(s) ds. Niech (X, k) men bedzie rodzina nie-
zaleznych zmiennych losowych o standardowym rozkladzie normalnym.
Pol6zmy



56 2 Procesy stochastyczne
n
W @) = 1 3 XugSui(t)
m=0keI(m)
Wykaz, ze dla prawie kazdej w € Q) ciag funkgji (Wt(”) (w))teo) jest zbiezny

jednostajnie. Oznaczmy granice przez W;(w). Pokaz, ze

Bi=(1+HW.1 — W,

1+t

jest ruchem Browna.



3
Martyngaly

Streszczenie Zbadamy teorie martyngaléw z czasem ciaglym. Po nieréwno$ciach
maksymalnych Dooba przedyskutujemy jednostajna catkowalno$¢ i wahanie mar-
tyngatéw ciagtych.

Ustalmy filtracje F = (F;)er gdzie, gwoli przypomnienia, T C [0, +o0)
jest przedzialem. Skupimy sie teraz martyngatach. Jest to klasa proceséw
szczegblnie istotnych dla teorii catki stochastycznej. W naturalny sposéb
pojawiaja sie on tez w opisie gier losowych.

Przyklad 3.1

Rozwazmy gre w ktorej gracz obstawia w kasynie wyniki rzutéw moneta,
na ktorej orzet wypada z prawdopodobieristwem p € (0,1). Gra toczy sie
wedtug zasad double or nothing: jezeli wypadnie orzel, to kapitat gracza jest
podwajany. W przeciwnym wypadku gracz traci wszystkie pieniadze. Za-
stanéwmy sie, czy taka gra moze by¢ sprawiedliwa. Bez zmniejszania ogol-
nosci mozemy zatozy¢, ze gracz zaczyna z jednostkowym kapitalem. Jezeli
przez {{;}jen 0znaczymy ciag zmiennych iid o rozktadzie

Plgj=2]=1-P[5=0]=p,

to zmienna losowa zadana przez

Xu=]1¢

reprezentuje kapitat gracza po n rzutach. Rozwazmy filtracje F = (F)nen
zadana przez F,, = o (j : j € [n]). Sprawdzimy jaka jest oczekiwana wy-
grana gracza przy kazdym kolejnym rzucie moneta. Zauwazmy, ze proces
X = (Xn)neN spelnia zalezno$¢ rekurencyjna X, 11 = §y11Xn. Wykorzystu-
jac ja otrzymujemy

]E [XH+1| fn] - Xn]E [67’1] - Xn ‘ Zp.
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Jezeli 2p > 1, to gra jest korzystna dla gracza. Jesli natomiast 2p < 1, to gra
jest korzystniejsza dla kasyna. Gra bedzie sprawiedliwa tylko dla 2p = 1.
Zachodzi wtedy

E [ Xy 41| Fu] = X

Pamietajmy jednak, ze nawet w przypadku, gdy p > 1/2 ale p # 1, z le-
matu Borala-Cantelliego lim;, . X;; = 0.

Przypomnijmy, ze dla zmiennej losowej X i o-ciala G piszemy X € G,
gdy X jest G-mierzalna.

Definicja 3.2

Proces stochastyczny M = (M;)ser nazywamy F-martyngatem (nadmar-
tyngatem, podmartyngatem), jezeli dla kazdego t € T zmienna losowa
M; € Fi jest calkowalna oraz dla dowolnych s <t,s,t € T,

]E[Mt|fs] — Ms (S Ms; > Ms)-

Przyklad 3.3
Przypomnijmy, ze ruch Browna jest IFP-martyngalem. Wobec niezaleznosci
jego przyrostéw, dla s < t zmienna By — B jest niezalezna od F2. Stad

E [B, ’fs’ﬂ ~E B~ B,

fSB} 1E [Bs

FP| = E[B -~ B + B, = B..
Podobnie pokazujemy, ze proces Piossona jest IFY-podmartyngatem. Mamy
E [N |FN] =B [N = Ny | 2]+ E [N [ 7]
=E[N; — Ng] + N; = A(t —s) + N; > N;.

Zauwazmy, ze powyzsze rachunki pokazuja réwniez, ze Ny — At jest -
martyngalem.

Przypomnijmy, ze jezeli M = (M;);eT jest martyngalem a ¢: R — R taka
funkcja wypukia, ze E [|p(M;)|] < co dla kazdego t € T, to warunkowa
wersja nierownosci Jensena daje nam

E[p(M;)|Fs] = ¢ (B[Mi] Fs]) = (Ms).

Oznacza to, ze proces (M) = (¢(M;))et jest podmartyngatem. Podobnie
pokazujemy, ze jezeli M jest podmartyngalem, a i niemalejaca funkcja wy-
pukia taka, ze E[|p(M;)|] < oo dla kazdego t € T, to (M) = (p(M¢))ter
réwniez jest podmartyngatem. Rzeczywiscie, korzystajac z warunkowej nie-
roéwnosci Jensena a nastepnie z monotonicznosci ¥ otrzymujemy

E[p(M;)| Fs] = ¢ (B[Mi] Fs]) = p(Ms).
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Przyklad 3.4
Proces B - B jest FB-martyngalem. Dodatkowo dla # € R proces M =
(M¢)ter, zadany przez

92
M; = exp {GBt — Et}

réwniez jest FB-martyngatem. Doktadne wyliczenia sa przedmiotem Zada-
nia 3.1 oraz Zadania 3.2.

Przez wigkszos¢ wykladu skupimy sie na badaniu martyngatéw. Jest
szczegOlnie proste kryterium na to, aby supermartyngat byt w istocie mar-
tyngatem.

Fakt 3.5
Niech X = (X;)ter bedzie supermartyngatem. Jezeli E[X;] = ¢ < oo dla
pewnej statej ¢ i wszystkich t € T, to X jest martyngalem.

Dowdd. Pozostawiamy jako Zadanie 3.5. O

Z punktu widzenia catki stochastycznej najwazniejsze sa martyngaly o
skoniczonym drugim momencie.

Definicja 3.6

Powiemy, ze martyngat M = (M;);er lezy w LP, jezeli dla kazdego
t € T zmienna M; nalezy do LP. Dokladniej E|M;|P < oo. Powiemy, ze
martyngat jest calkowalny z kwadratem, jezeli lezy w L.

Fakt 3.7

Zal6zmy, ze proces X = (Xu)neN jest (Fu)nen (pod)martyngatem a H =
(Hp)nen jest nieujemnym, ograniczonym procesem takim, ze H, € F,_.
Wéwezas proces Y = (Y, )neN zadany przez

n
Yo=Xo, Yn=Yu1+H(Xn—Xuo1) =Y He(Xx— Xp—1) + X0 (3.1)
k=1

jest (pod)martyngatem. W szczegdlnosci, dla kazdego czasu zatrzymania
T € N, proces zatrzymany X* = (X¢an)neN jest (pod)martyngatem.

Dowdd. To, ze Y jest (Fu)nen (pod)martyngatem, sprawdzamy bezposred-
nim rachunkiem. Mamy Yy = Xy € Fy. Nastepnie rozumujac indukcyjnie,
wykorzystujac ograniczono$¢ H, mamy
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E[Y, | Fu] = E[Y,—1 + Hy (X, — X;21) | Fo
- Yn—l + Hn]E[Xn - Xn—l ’ -Fn] - Yn—l (2 Yn—l)-

To dowodzi naszej pierwszej tezy. Jezeli T jest czasem zatrzymania, to

zmienna Hy, = 1g,<;y = 1— 11z<,_1) jest mierzalna wzgledem F,_;.
Woéweczas
n nAT
Yo=Y Lger (X — Xio1) + Xo = Y (X — Xx—1) + Xo = Xean
k=1 k=1
jest (pod)martyngatem na mocy pierwszej czesci faktu. O

Zauwazmy, ze teza powyzszego faktu jest prawdziwa dla procesu H ta-
kiego, ze E[H2] < oo, n € N a X jest martyngatem catkowalnym z kwadra-
tem. Proces Y zadany przez (3.1) nazywany jest niekiedy transformata mar-
tyngatowa. Jak sie przekonamy w nastepnym rozdziale jest to dyskretny
odpowiednik catki stochastycznej. Zobaczymy teraz jak wykorzystac ja do
dowodzenia twierdzen o zatrzymaniu martyngatéw.

Fakt 3.8
Ustalmy filtracje F = (F,),en. Niech 0,7 € N beda [F-czasami zatrzyma-
nia takimi, ze dla pewnej statej C € IN,

r(w) <t(w) <C

dla kazdej w € Q. Jezeli X = (Xy),en jest F-podmartyngatem, to
Xo <E[X: | Fol.

Jezeli X jest F-martyngatem, to powyzej zachodzi réwnos¢.

Dowdd. Niech Hy = 1,<7y — L{,<0} 1 Yu bedzie dany przez (3.1). Wéwczas
dlan>C
Yn_YO:XT_XO‘-

Skoro (Yy)neN jest podmartyngatem, to EY;,, > [EY{ co z kolei pociaga
EX; > EX,. (3-2)

Ustalmy teraz dowolny zbiér B € F, i zastosujmy udowodniona wilasnie
nieréwnos$¢ do czaséw zatrzymania

o =0olp+Clg oraz 78 =7lg+ Clge. (3-3)

Zauwazmy, ze zmienne o> oraz T? sa istotnie czasami zatrzymania na mocy

Faktu 2.50. Otrzymujemy w ten spos6b
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E [XUILB + XCILBC] <E [Xf]lB + XCILBC] . (3-4)

Skoro B jest dowolnym elementem F,, to powyzsza réwno$¢ pociaga
E[X: |Fs] > Xy p-w. Jezeli X jest martyngatem, to w (3.2) oraz (3.4) za-
chodza réwnosci i w konsekwengji E[X¢ | F,| = X, a

Zauwazmy, ze Fakt 3.8 nie jest prawdziwy bez zalozenia ograniczonosci
czasOw zatrzymania ¢ i 7. Aby sie o tym przekonaé, rozwazmy My = 0,
M, = Y} i€, gdzie (&)ken sa iid o rozkladzie Pley = £1] = % Niech
Fo=0(e : k<n)ic=0,7=inf{n : M, = 1}. Woéwczas E[M.|Fy| #
My poniewaz EM; =1aEMy = 0.

3.1 Nieré6wnosci maksymalne

Jedna z bardziej przydatnych wlasnosci martyngatéw jest to, ze momenty
funkcji maksymalnej, tj. dla martyngatu X = (X;)ter,

X* = sup | X¢|
teT

sa kontrolowane przez momenty zmiennych X; dla t € T. Jak sie za chwile
przekonamy jest to bezposrednia konsekwencja twierdzenia o zatrzymaniu
(Fakt 3.8). Dla liczby naturalnej N przyjmijmy [N] = {1,2,...,N}.

Fakt 3.9
Jezeli X = (Xu),e|n) jest podmartyngatem, to dla kazdej A > 0,

AP | sup X, > A

<E [XN]I{SHPne[N] XnZA}} :
ne([N]

Dowdd. Zdefiniujmy czas zatrzymania
T=NAmin{n € [N] : X, > A}.

Woéwcezas X; > A na zbiorze {supnem X,y > A}. Oczywiscie T < N. Na
mocy Faktu 3.8 otrzymujemy

EXn 2 EXe = E [XTl{suan[N] XHZA}] +E [XTﬂ{s“Pne[N] Xﬂ“ﬂ

> AP | sup X;, > A

+E [XNﬂ{suPWG[N] XKA}} ’
ne(N]

co pociaga teze. O
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Jezeli X = (Xu),e|n) jest martyngatem lub nieujemnym podmartynga-
fem, a zmienna Xy jest w L?, to korzystajac z nieréwnosci Jensena, w pro-
sty spos6b wnioskujemy, ze (|Xu|P),c[n] jest podmartyngatem. Stosujac
Fakt 3.9 do nieujemnego podmartyngatu (|X,|?),c|n) otrzymujemy nasz
nastepny wniosek.

Whiosek 3.10
Niech X = (Xu),e|n) bedzie martyngatem lub nieujemnym podmartynga-
fem. Woéwczas dla kazdego p > 11ikazdej A >0

APIP[X* > A] < E[| XN,
gdzie X* = sup, oy [Xanl.

Zobaczymy teraz jak szacowanie stabego typu z poprzedniego wniosku
implikuja oszacowania mocnego typu.

Fakt 3.11
Niech X = (Xy),e|n) bedzie martyngatem lub nieujemnym podmartynga-
fem. Woéwczas dla kazdego p > 1,

E | sup |X,|F

ne(N]

< (+25) B,

Dowdd. Przypomnijmy oznaczenie X* = sup, .y |Xa|. Stosujac Fakt 3.9
otrzymujemy dla dowolnego ustalonego K > 0,

X*AK

K
E [(X*AK)"] =E Uo p)\p_ld)\l = Uo PAP M ey df\]

K K
:/0 pAPIP[X* > A] dAg/O pAP2E [ Xl (x-20y] A

XEAK p—2 p * p—1
— pE []XN\/O A d/\] = TE 131X A K]

< PLE(x0P PR AR,

gdzie w ostatnim kroku zastosowaliémy nieréwnos$é Cauchy’ego-Holdera.
Skoro E [(X* A K)P] < co mozemy uproscic i otrzymac

B X AR < B (Xl

Przechodzac z K — oo i stosujac twierdzenie o zbieznoSci monotonicznej
otrzymujemy teze. O
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Nasladujac dow6d Faktu 3.11 mozna udowodni¢ szacowanie na [EX*.

Zadanie
Niech X = (Xy),e|n) bedzie martyngatem lub nieujemnym podmartynga-
tem. Pokaz, ze

E | sup |Xu|

ne[N]

< 7 (LHE [|Xulog" [Xn]]),

gdzie log™ (x) = 0V log(x) = max{0,log(x)}.

Udowodnione przez nas nieréwnoséci maksymalne w czasie dyskretnym
przenosza sie na czas ciagly przy zalozeniu na regularnos¢ trajektorii bada-
nego martyngatu.

Twierdzenie 3.12 (Nieréwno$ci maksymalne Dooba)

Niech T bedzie przedzialem. Zat6zmy, ze X = (X;)eT jest martynga-
fem lub nieujemnym podmartyngatem. Zat6zmy réwniez, ze X ma pra-
wostronnie ciagte trajektorie. Wowczas dla X* = sup,. | X;| zachodza
nieréwnosci

PX* > A] < = sup E [|Xi]7] p>1,1A>0,
AP teT
p p
B((X)] < (51) supEix,P p>1,
p—1) ter

E[X*] < —— (14 supE [|X:|log" |X]] | .
e—1 teT

Dowdd. Skupimy sie na poczatku na pierwszej nieréwnoéci. Niech D C T
bedzie dowolnym skorficzonym zbiorem. Na mocy z Wniosku 3.10 zastoso-
wanego do martyngatu (X;);ep otrzymujemy

APIP

sup | X¢| > A| <supE|[|X¢|F] <supE [|X¢|P].
teD teD teT

Niech Tj bedzie gestym podzbiorem T zawierajacym jego prawy koniec (o
ile ten jest elementem T). Niech D, bedzie wstepujacym ciagiem zbioréw
skonczonych wyczerpujacym Ty. Doktadniej D, C D,,44 oraz J, D, = Tp.
Wéwezas sup,.p, | X¢| /* sup;cr, |Xi| a co za tymidzie, dla x € (0,A) mamy

{sup|Xt| > x} = {sup | X¢| > x dla pewnego n}.

teTy teDy
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Korzystajac z ciaglosci prawdopodobiefistwa otrzymujemy

xPP[X* > x] = xPP |sup | X;| > x
teTy
= lim xPP |sup |X;| > x| < lim sup E [| X;|"]
n—o0 teD, n—eo
— supE[|X"].
teT

przechodzac z x ,* A otrzymujemy pierwsza nieréwnos¢. Pozostate dwie
nieréwnosci dowodzimy w analogiczny sposob. O

Zauwazmy, ze jezeli X jest martyngalem lub nieujemnym podmartyn-
gatem, to funkcje t +— [E|X;|F oraz t — E|X;|log"’ |X;| sa rosnace. Jezeli
wiec T zawiera element najwiekszy, to teza Twierdzenia 3.12 nieznacznie
sie upraszcza.

Whniosek 3.13

Zatézmy, ze X = (X)sc[qp) jest martyngatem lub nieujemnym podmartyn-
galem o prawostronnie ciagtych trajektoriach. Niech X* = sup,.(, | X¢].
Woéwczas

PX* > A] g%lEHXbV?] p>1,1>0,
p P
E(x)) < (527) BixP p>1
" e
EX' ] < — (1+E [1Xp| log™ |Xp]) -

Przyklad 3.14
Wiemy, ze M; = exp {OB,g — %t} jest martyngatem. Korzystajac z Wnio-

sku 3.13 zastosowanego do (Ms).e(o 4 Otrzymujemy

62 02
IP|sup Bs > x| <P |sup M; > ezt < ezt
s€[0,f] s€[0,£]
Wobec dowolnosci 8 > 0
ox— ¢ i
P |sup Bs > x| <infe”* 2" =¢ 7.
s€[0,t] 9>0

Uwaga 3.15
Korzystajac z zasady odbicia (Przyklad 2.53) dla ruchu Browna mozna poka-
zaé, ze
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P | sup Bs > x| = 2P[B; > x].

s€[0,t]

Jezeli zastosujemy teraz Lemat 2.30 otrzymujemy, dla ustalonego ¢t > 0 i

X — 00,
P2
P[B; > x] ~ %_e_%.

W tym przypadku oszacowanie, ktére otrzymaliémy z Wniosku 3.13 nie
jest idealne, ale wylapuje odpowiedni rzad wielkosci.

3.2 Zbieznos¢ prawie na pewno

Przypomnijmy twierdzenie o zbieznosci martyngaléw z czasem dyskret-
nym.

Twierdzenie 3.16
Zatézmy ze X = (X, )nenN jest podmartyngatem takim, ze

sup E [X;I] < oo.
nelN

Woéwczas, przy n — oo, X jest zbiezny p.w. do catkowalnej zmiennej
losowe;.

Przypomnijmy, ze warunek obecny w Twierdzeniu 3.16 jest automatycz-
nie spelniony jezeli X jest nieujemnym martyngatem. RzeczywiScie mamy
wtedy sup, N E[X;/] = E[Xo]. Odnotujemy ten fakt w ponizszym wnio-
sku.

Whniosek 3.17
Jezeli X = (X;)uen jest nieujemnym martyngatem, to X, zbiega p.w. do
pewnej calkowalnej zmiennej losowej.

Przyklad 3.18

Rozwazmy proces X = (X, ),en z Przykladu 3.1 dla p = 1/2. Wéwcezas X
jest nieujemnym martyngatem, wiec z powyzszego wniosku jest on zbiezny.
Z lematu Borela-Cantelliego tatwo pokazag¢, ze lim;, 0 X, = 0 p.w.

Powyzszy rezultat mozna udowodni¢ dla podmartyngatéw o prawo-
stronnie ciaglych trajektoriach. Dowéd przebiega podobnie do dowodu
w przypadku dyskretnym. Bedziemy kontrolowali liczbe przejs¢ w dot
martyngalu przez ustalone przedziaty. Dla funkcji f: T — R i dowol-
nego skoniczonego podzbioru F C T postaci F = {ty,tp,...,t5}, gdzie
t) <tp <...<tziliczb rzeczywistych a < B, definiujemy
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T = inf{tk : f(i'k) > ,3}, o= il’lf{tk e > T, f(tk) < IX}.
Wowczas o7 jest pierwszym momentem przejécia w doét przez przedziat
[, ] funkdji fip. Dla n > 1 definiujemy
Ty = inf{ty : tx > 0y-1, f(tx) > B}, on =inf{tx @t > 121, f(t) < a}.

Okreslamy wreszcie liczbe przej$¢ w dot przez przedziat [a, f] funkdji fir
przez
D(f,F, [« B]) =sup{n : 0, < oo} VO.

Dla dowolnego I C T,
D(f,I,[«, B]) = sup{D(f,F,[«,B]) : F C Iskoniczony}.
Zauwazmy, ze jezeli A C B C T, to

D(f, 4, [, B]) < D(f, B, [, B])-
Nastepny fakt pokazuje jak kontrolowaé oczekiwana liczbe przejs¢ w doét

martyngalu. Jest to kluczowy sktadnik dowodu twierdzenia o zbieznosci.

Fakt 3.19
Dla podmartyngatlu X = (X;)cr, przeliczalnego I C T i dowolnych a < §3,

1
supE(X; — B)"
ﬁ_“te}I) (Xe=p)

Dowdd. Niech F C I bedzie skoficzony. Bez zmniejszania ogélnosci mozemy
przyja¢ F = [N] dla pewnej naturalnej N. Mamy

E[D(X, I [, ])] <

Xg —Xo, > B—u gdy op < o0
XgaN = XoaN = X — XN 2 B— XN > —(Xn — B)+ gdy T < 0 =
Xn—Xn=0 gdy 1 = o0
Z Faktu 3.8 otrzymujemy EXy \n < EX; AN, @ co za tym idzie
N
0>E ) Xoan— Xoan| = (B—a)E[D(X,F, [w, p])] — E(Xn — )"
k=1
Stad

ED(X,F, [u,B)] < 5 E(Xx ~ )" < 5 supE(X, — )"

Wybierajac wstepujacy ciag zbioréw skoniczonych (F,),en wyczerpujacy [
(czyli F, C F,44 oraz U, F, = I) otrzymujemy

D(X, Fu, [a, B]) /* D(X, I, [a, B]).

Stosujac twierdzenie o zbiezno$ci monotonicznej otrzymujemy teze. ad
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Twierdzenie 3.20
Zatézmy ze X = (Xt)se|qp), gdzie b < oo, jest podmartyngatem o pra-
wostronnie ciaglych trajektoriach takim, ze

sup E [X;'] < oo.
t€a,b)

Woéweczas, przy t — b, X jest zbiezny p.w. do catkowalnej zmiennej
losowej.

Dowdd. Dla a < i1 = QN [a,b) z Faktu 3.19 otrzymujemy

E[D(X,QN{a,b), [w p])] sup E(X;— )"

teQn(a,b)

1
— 1 p B(X - ),
p—a tela,b)

< =
S

co pociaga P[D(X,Q N [a,b), [, B]) < oo] = 1. Jesli

A= () {D(X,QnNlab),w p]) < co},
a,BeEQ, a<f

to P[A] = 1. Niech w € A. Wéwcezas D(X,Q N [a,b),[a, B]) < oo dla do-
wolnych wymiernych a < B. Latwo pokaza¢, ze wéwczas granica X (w) =
lim; ,; X¢(w) istnieje. Rzeczywiscie gdyby

liminf X;(w) < limsup X;(w),

t—=b— t—b—

to dla pewnych wymiernych ag < Bo

liminf X;(w) < ag < Bo < limsup X;(w).
t—b— t—bh—

Prawostronna ciagtos¢ X pociaga, istnienie ciagu liczb wymiernych {g, } nen
takiego, ze X, > Po i Xg,,,, < @p. Stad D(X,Q N [a,b), [xg, Bo]) = oo.
Uzyskana przed chwila sprzeczno$¢ wykazuje, ze lim; ,,  X;(w) istnieje
dla w € A. Zauwazmy, ze E|X;| = 2EX," — EX; < 2EX;" — EXj, zatem
SUP; [, p) E|Xt| < 00. Z lematu Fatou

E|X| <liminfE|X;| < sup E|X;| < oo,
t—=b— tela,b)

wiec E|X]| < oo. 0
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3.3 Jednostajna catkowalnos¢

Wiemy, ze X;, — X p.w. nie wystarcza do tego aby EX,, — EX. Przykladem
moze by¢ ciag X, = nly;/, na Q = [0,1]. Wéwczas X, — 0 p.w. ale
EX, =1 /4 0. Dzieje sie tak, poniewaz masa X, jako funkgji X, : [0,1] — R
sa skupione na niemal roztacznych kawatkach. To nieformalne wyjasnienie
jest doprecyzowane przez koncept jednostajniej catkowalnosci.

Definicja 3.21
Proces (Xt)teT nazywamy jednostajnie catkowalnym, jezeli

li E || X1 = 0.
Jim sup E [|Xi[11x-c)

Zauwazmy, ze przytoczony proces X, = nljy,,) nie jest jednostajnie cat-
kowalny poniewaz przy ustalonym C, dla n > C mamy E[|X,|1x,|>c}] =
1.

Przyklad 3.22
Proces wspolnie ograniczony przez zmienna catkowalna, tzn. dla wszyst-
kicht € T, |X;| <Y, gdzie EY < oo jest jednostajnie catkowalny. Rzeczywi-
Scie

Jim supE [1XL g 5c)] < lim B [[V]1 sy ] = 0.
Przyklad 3.23
Niech X; = E[X | F¢] dla zmiennej X € F takiej, ze E|X| < co. Méwimy
wtedy, ze X; jest martyngatem zamknietym przez zmienna X. Wéwczas
proces (X;)ier jest jednostajnie catkowalny. Aby sie o tym przekona¢ za-
uwazmy najpierw, ze

E[|X:|] = E[[E[X | F]|] < E[E[|X] | F]] = B[|X]].

Miara y(dw) = |X(w)|P(dw) jest absolutnie ciagla wzgledem prawdopo-
dobiefistwa IP (1 < P). Zatem dla dowolnego & > 0 istnieje 6 > 0 taka,
ze

P[A] <6 = E[|X]|14] = u(A) <e.
Dla C > 6 'E[|X|] mamy

ElX| (EIX

P||X <
1% > €] < =H < =6

Woébwczas

E[|Xe| Lg%, >cy] < EE[[X|Lix,>cy | Fell = E[|X|Lqx,>cy) < e
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Fakt 3.24
Proces X = (X¢)ter jest jednostajnie catkowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnione sa nastepujace dwa warunki:

a) sup,.p E|X;| < oo;
b) Dla dowolnego & > 0 istnieje § > 0 taka, ze

P[A] <0 =supE[|X:|1a] <e.
teT

Dowdd. Zatézmy, ze X jest jednostajnie catkowalny. Dla ¢ > 0 mozemy do-
bra¢ C > 0 tak duze, aby sup, 1 E|X¢|1{x,>cy < &/2. Wtedy

sup]E|Xt| < suplE |:|Xt|]1{|Xt\>C}] +C <= > +C < 00,
teT

wiec spelniony jest warunek a). Dla P[A] < § = 5= mamy

sup]E [|Xt‘]lA:| < sup]E [|Xf|1Aﬂ{\Xt|>C}}
teT teT

co pokazuje stusznos¢ warunku b). Aby uzasadni¢ implikacje odwrotna do
¢ > 0, dobieramy & > 0 jak w warunku b). Niech C > 6~ !sup,_ E|X;|.
Woweczas dla dowolnego t € T,

E|X su E|X
]PHXt| >C]§ | t| < Pter | t| <5
C C
wiec
sup E [|Xt|1{\xt|>cﬂ <e
teT
Dowodzi to jednostajnej catkowalnoéci X. O

Dla ciagu (X,)nen i p > 1 wiemy, ze jezeli X, L) X, tzn.
1Xn — Xeoll () = (B [1Xn — Xeol]) 7 = 0,

to z nieréwnoéci Markowa X, =¥ Xo. Implikacje te mozna odwréci¢ przy
zalozeniu jednostajnej catkowalnosci (| X |?)nenN-

Fakt 3.25
Niech p > 1. Zal6zmy, ze proces (|X,|”)en jest jednostajnie catkowalny.
Jesli X, =T Xoo, to X, =L X,

Dowdd. Istnieje podciag ny taki, ze X,;, —P% X. Z lematu Fatou dla dowol-
nego A € F,
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E[|X|P14] = E [nm |xnk|P1A] < HminfE [| Xy, |[P1a] < sup E [|Xa|?La].
k—o0 k—o0 nelN

W szczegoblnosci, sprawdzajac powyzsze dla A = ), E|X| < co. Dla e > 0
mozemy dobrac é > 0 taka, ze jezeli P[A] < 4, to

E[|X]|P14] < supE[|X,|P14] <e.
nelN

Dla dostatecznie duzych n, P[|X — X,,| > €] < 6. Wobec tego

E|X — Xu|P = E[X — Xu[P1{x—x,|>e} T E[X — XalP1{x_x,|<¢}
< E[X = Xa|P1{x—x,|>e T €
< E2PTH(IX] 4 [ X)L x_x, |5} + & < 2P+ &P

3.4 Zbieznos¢ w L,

Do dowodu twierdzenia o zbiezno$ci martyngaléw w LP potrzebna nam
bedzie ciagla wersja twierdzenia o zatrzymaniu.

Twierdzenie 3.26
Zatézmy, ze X = (Xi);c[sp) jest prawostronnie ciaglym martyngatem
a T 10 czasami zatrzymania takimi, ze o(w) < T(w) < b dla wszystkich
w € ). Woéwczas

E[X. | Fs] = X,

Dowdéd. Potézmy

b—E bl cr<b-Kk=01,...,n
Ty = n n n

b—mn, T<b-—n
oraz

b—E -l <co<b-% k=0,1,...,n°

0'n — n n n

b—n, T<b—n
Woéwcezas 0, < 1, < b sa czasami zatrzymania przyjmujacymi wartosci
w przeliczalnym zbiorze Ty = {b—n} U {b — %}Zio Stosujac Fakt 3.8 do
martyngatu (X;)ser, 1 czaséw zatrzymania 7, > 0y, b > 0, i b > T, otrzy-
mujemy odpowiednio

IE[XTn | ‘Fo'n] = Xan’ IE[Xb | an] = XO}, oraz IE‘[Xb | an] - XTn-
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W szczeg6lnosci procesy (X, )nen oraz (Xr,)nen sa jednostajnie catko-
walne (Przyklad 3.23). Skoro 0, — 0+ oraz T, — T+, to z prawostronnej
ciagtosci X, Xy, — Xy oraz Xy, — X; p.w. Z Faktu 3.25 zbieznosé¢ zachodzi
réwniez w L1(Q). Dla A € F, C F,, mamy

co pociaga E[X+ | F5] = X, O
Fakt 3.27
Zatézmy, ze M = (Mti)sc|op) jest prawostronnie ciagtym martyngatem

wzgledem (Ft);c(qp- W6wczas dla dowolnego momentu zatrzymania T,
proces M = (Mzpt)sc(qp) jest martyngatem zaréwno wzgledem (Ft)cq,p],
jak i (Feat)ie(ap)-

Dowdd. Dla s <t mamy T As < T At <t wiec z Twierdzenia 3.26
E[Mzat | Fras] = Meps
co pokazuje, ze M jest (Frat)ic[qsp-martyngatem. Dla dowolnego A € F;,
ANA{T > s} € Frps.
Rzeczywiscie, jezeli t > s, to
An{t>s}n{tAs<t}=An{t>s} e F; CF.
Gdy t <s,to AN{t >s}N{tAs <t} =@. Skoro wiemy juz, ze M" jest
(Frat)telqp-martyngatem, to
E[Meatlalirsgy] = E[Moaslal o))

Ponadto

E[Meptlal{z<g)] = E[Mclalr<gy] = E[MrasTalr<gl-
Dodajac stronami dwie udowodnione réwnosci otrzymujemy

E[Mptla]l = E[Mrpsla]

co oznacza, ze E[Mqpt | Fs] = Mqps. O

Twierdzenie 3.28
Niech X = (Xt);c[sp), gdzie b < co bedzie prawostronnie ciagtym mar-
tyngatem. Wéwczas nastepujace warunki sa réwnowazne:

a) X jest jednostajnie catkowalny;
b) Istnieje calkowalna zmienna losowa X, taka, ze X; zbiega do X,
w L1(Q), tzn. lim;_,;,_ E|X;, — X;| = 0;
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c) Istnieje catkowalna zmienna losowa X, € 7, = o (Ute[a,b) ]—"t> taka,
ze Xy =E[X, | Ft] dlat € [a,b].
We wszystkich trzech przypadkach to X; — X; p.w.

Dowdd. a) = b) Jezeli X jest jednostajnie catkowalny, to sup;(, ;) E[X| <
oo. Z Twierdzenia 3.20 istnieje granica X;, := lim; ,;,  X;. Zbieznos¢ w
L'(Q)) wynika z jednostajnej catkowalnosci. b) = c) Istnieje podciag
{tr}ren taki, ze X;, — X; p.w. skad X jest F, mierzalna. Ustalmy t < b.
Dla dowolnegos > ti A € F;

EX;1g =EX;1y - EXply s /‘ b.

¢) = a) Wiemy, ze rodzina usrednieri ustalonej zmiennej jest jednostajnie
catkowalna (Przyklad 3.23). Ostatnia czes$¢ twierdzenia wynika z dowodu
implikacji a) = b). O

Twierdzenie 3.29

Niech X = (Xt)te[a,b), gdzie b < co bedzie prawostronnie ciaglym mar-

tyngatem. Niech p > 1. Wéwczas nastepujace warunki sa rownowazne

a) supyc(, ) E[X¢|P < oo;

b) proces (|X¢|P);c(qp) jest jednostajnie catkowalny;

b) Istnieje zmienna losowa X, € LP(Q)) taka, ze X; zbiega do X,
w LP(Q)), tzn. lim; ,, E|X, — X;|P =0;

c) Istnieje zmienna losowa X, € LP(Q)) mierzalna wzgledem F;, =
o (Ute[a,b) ]:t) taka, ze X; = E[X,, | F¢] dla t € [a, b].

We wszystkich czterech przypadkach to X; — X p.w.

Dowdd. a) = b) z Twierdzenia 3.12 dostajemy
p
E|X*|F < (L) sup E|X:|F < oo,
P=1) tciap

co implikuje jednostajna catkowalnosé (| X¢|?);c(q) poniewaz | X¢|P < [X*|F.
Pozostate implikacje dowodzimy jak w dowodzie Twierdzenia 3.28. O

3.5 Proces nawiaséw skos$nych
Wiemy juz, ze trajektorie ruchu Browna maja nieskoriczone wahanie z praw-

dopodobienistwem jeden. Okazuje sie, ze jest prawdziwy znaczenie ogol-
niejszy fakt.



3.5 Proces nawiaséw skosnych 73

Twierdzenie 3.30
Zatézmy, ze M = (Mt);c[qp) jest ciagtym martyngatem. Niech

A ={w : Wah,;M(w) < oo} € F.
Woéwczas na zbiorze A trajektorie M sa stale, dokladniej

]P[Vt € [a, b] Ml = MallA] =1.

Dowdd. Zat6zmy najpierw, ze dla pewnej statej C,

Wah, , M(w) < C oraz tzt{z}z] M;(w) < C

dla wszystkich w € Q. Dla u € (0,b — a) rozwazmy zmienne

n—1

Xy = Z (Ma+(k+1)u/n - Ma+ku/n)2'
k=0

Skoro M jest catkowalny z kwadratem, to dla s < t,
E [M;M;] = E[M:E [M, | F]] = E [Mﬂ

a co za tym idzie E[(M; — M;)?] = E[M? — M?2]. Wobec tego
n—1

EXy = Z ]E(Ma+(k+1)u/n - ]\/Ia—i—ku/n)2
k=0

n—1

2 2 2 2

- kz: ]EMzH—(k—i-l)u/n - IE]\/Ia—&-ku/n = ]EMaJru —EM;.
=0

Mamy
n—1
Xn < sup |Ma+(k+1)u/n - Mu—&-ku/n’ Z |Ma+(k+1)u/n - Mu—&-ku/n’
0<k<n—1 k=0

< sup |Ma+(k+1)u/n - Ma+ku/n|wah[a,b]M'

|t—s|<u/n

Skad X, < 2C2. 7 ciagtodci M, lim,, o X;; = 0. Z twierdzenia o zbieznosci
zmajoryzowanej EX,, — 0, czyli EM2,,, = EM2. Zauwazmy jednak, ze

EMZ,, = B |M2+2Mo(Mgiu — M) + (Mot — My)?|

=E [Mg + (Matu — Ma)z} .
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Stad M4+, = M, p.w. Wobec dowolnosci u i ciagtosci M P[Vt My = M,| =
1. To koniczy dowdéd w przypadku ograniczonego martyngatu o skoriczo-
nym wahaniu. Dla dowolnego martyngalu M, rozwazmy czasy zatrzyma-
nia
Ty = inf{Wah|, yM > n} Ainf{sup M > n}.
t>a ! t>a [a,t]

Woéwcezas mozemy zastosowaé pierwszy krok do martyngatu M™ i C = n.
Martyngat M™ ma wiec stale trajektorie p.w. Jesli w € A, to dla dostatecznie
duzych n, 17, (w) = oo. O

Zadanie
Pokaz, ze martyngal M i czasu zatrzymania 1, pojawiajacych sie w dowo-
dzie Twierdzenia 3.30 zachodzi

sup [Mipr,| <n oraz Wahj, ;;M™ <n.
te(a,b]

Przypomnijmy, ze dla podmartyngatu (X, ),enN zachodzi rozktad Dooba
Xn =Yn+ A,

gdzie (Yy)nen jest martyngatem a (A, ) e jest niemalejacy taki, ze Ag = 0.
Przy odpowiednich technicznych zatozeniach ten rozklad pozostaje praw-
dziwy dla podmartyngaléw w czasie ciagtym, tj. dla podmartyngatu (X;)ser,
zachodzi rozktad Dooba-Meyera,

Xt =Y+ Ay,

gdzie (Y;)er, jest martyngalem a (A;)ser, jest niemalejacy taki, ze Ay = 0.
Nie bedziemy potrzebowali powyzszego twierdzenia w pelnej ogélno-
$ci a jedynie w przypadku podmartyngaléw postaci X; = M?, gdzie
(Mi)ter, jest ciaglym martyngatem catkowalnym z kwadratem. Zanim
zaprezentujemy gléwne twierdzenie przypomnijmy, ze dla ruchu Browna

B = (Bt)ter. i
kn—1

Y, [ABu* ="t

k=0
Przypomnijmy, ze ABy = Bt;g+1 — Byr. Wiemy tez, ze proces B? — t jest mar-
tyngatem. To, ze w obu miejscach pojawia sie funkcja f(t) = t nie jest
przypadkiem.

Twierdzenie 3.31

Niech (M;)ier, bedzie ciagtym martyngalem catkowalnym z kwadra-
tem. Wéwczas istnieje jedyny ciagly, niemalejacy proces A = (A¢)eRr,
taki, ze Ag = 0 oraz M? — A; jest martyngatem. Dodatkowo dla kaz-
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dego t € Ry i kazdego normalnego ciagu podziatéw {tg}]]z"zo odcinka
[0, t] zachodzi
ky—1
Y. |AMtg|2 —F Ay (3-5)
k=0
Oznaczamy wtedy (M); = A; oraz (M) = ((M)t)seRr, . Proces (M)
nazywamy procesem nawiasow skosnych M

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia uzasadnimy po-
trzebe rozwazania procesu nawiaséw skosnych i wprowadzimy jego uogol-
nienie.

Przyklad 3.32
Wiemy, ze B? — t jest martyngalem, stad (B); = t.

Zadanie
Pokaz, ze (B- B); = [, B2 ds.

Zadanie
Niech X = (Xt);¢[o,1] bedzie ciaglym procesem o ograniczonym wahaniu.

Pokaz, ze dla kazdego normalnego ciagu podziatow {tZ}IIE”ZO odcinka [0, 1]

zachodzi
kn,—1

Y [AXg > =Pt 0.
k=0

Uwaga 3.33
Zauwazmy, ze proces (M); nie zalezy od poczatkowej wartosci M. Doktad-
niej, jezeli My = Ny + Ny, to (M) = (N);. Wynika to z drugiej czesci Twier-
dzenia 3.31.

Proces nawiaséw sko$nych jest szczegodlnie istotny dla teorii catki sto-
chastycznej. Przypomnijmy, ze dla calki Riemanna-Stieltjesa ze wzoru na
catkowanie przez czesci wynika, ze

[ F6)af(s) = 3567 = 3707 56)

dla ciaglej f o ograniczonym wahaniu na przedziale [0,t]. Zastanéwmy
sig, jak bedzie wygladal powyzszy wzor jezeli deterministyczna funkcje f
zastapimy ciagtym martyngatem M = (M;);eRr, . Dla ustalonego t > 0 i
normalnego ciagu podziatéw {tZ}’,i”ZO odcinka [0,¢] na mocy tych samych
wyliczen jak w Przykladzie 1.20,

ky,—1 1 ) 1 1 ky,—1 )
MuAMpm = M7 — = — = AMn|~.
IEJ yAMy = SM; — SMo— 5 kg%) |AM; |
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Twierdzenie 3.31 méwi, ze prawa strona zbiega do sM? — SM2Z — 1(M);.
Lewa strona za$ bedzie w przysztodci aproksymacja catki stochastycznej
fot M;dM;, ktoéra zdefiniujemy w kolejnych rozdziatach. Zobaczymy wtedy,
ze prawdziwy jest wzor
t 1 1 1

/0 MM, = SMZ — -M3 — > (M),
Zadanie
Niech (M¢)e(o,00) bedzie ciagtym martyngatem catkowalnym z kwadratem.
Pokaz, ze dla dowolnego czasu zatrzymania 7 zachodzi (M") = (M)".

Proces nawiaséw sko$nych pojawia sie w stochastycznym odpowiedniku
szczegoblnej wersji wzoru na catkowanie przez czesci (3.6). Jak wyglada od-
powiednik ogélny? Przypomnijmy, ze dla ciaglych f i ¢ o ograniczonym
wahaniu na [0, t],

[/ #5¥gts) = £0)5(6) ~ fla)gla - [ s(s)df)
Dla ciagtych martyngatéw N i M,

ky,—1 ky,—1 ky,—1
MiN; — MoNo = ), MpANp + ) NpAMg + ) ANpAMpr.  (3.7)
k=0 k=0 k=0

Podobnie jak poprzednio pierwsze dwa skladniki po prawej stronie beda
aproksymowaty fg M;dN; oraz fot N;dM; odpowiednio. Potrzebny nam be-
dzie proces graniczny dla ostatniego wyrazenia po prawej stronie. Widzimy,
ze bedzie to dwuliniowy odpowiednik nawiasu skosnego.

Definicja 3.34
Nawiasem skosnym dwdch ciagltych martyngatéw catkowalnych z kwa-
dratem M i N nazywamy proces (M, N) zadany przez

(M,N) =~ ((M+N); — (M —N);).

IS,

Przyklad 3.35

Niech B i B’ beda niezaleznymi ruchami Browna. Wéwczas @ (B+ B’) jest
ruchem Browna a co za tym idzie

1
(B,B'); = 1 (2t —2t) = 0.
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Twierdzenie 3.36
Niech M i N beda ciaglymi martyngatami catkowalnymi z kwadratem.
Woéweczas

(i) (M, N) jest jedynym procesem ciagltym, o ograniczonym dla ktérego
M;N; — (M, N) jest martyngatem.

(ii)Dla kazdego t € IR i kazdego normalnego ciagu podziatéw {t,’j}i”zo
odcinka [0, t] zachodzi

kn—1
Y. ANpAMg =" (M, N);.
k=0

Dowéd. Pozostawiamy jako Zadanie 3.24. O

Zadanie

Niech (M¢);e(o,+o0) bedzie ciagtym martyngalem calkowalnym z kwadra-
tem. Niech dla s < t bedzie dany podziat odcinka [s, f] punktami s = ty <
H<t)<...<t,=t Pokaz, ze

k

Z; (Mtj - Mtjfl )2
]:

E F|=E [M%—Mﬁ fs} —E [(Mt—MS)2(fS].

Dowdd Twierdzenia 3.31. Jednoznacznos¢ jest konsekwencja Twierdzenia 3.30.
Jezeli istnieja dwa niemalejace procesy A = (At);c[o,00) 01aZ A" = (A}) (0,00
takie, ze N = M2 — A oraz N’ = M? — A’ sa martyngatami, to wéwczas dla
kazdego t > 0,

N; + Ay = M? = N| + A}
a co za tym idzie

N; — Nf = A} — As.

Lewa strona stanowi ciagly martyngal, natomiast prawa proces o ograni-
czonym wahaniu. Wszystkie trajektorie ciaglego martyngatu Ny — N; maja
ograniczone wahanie. Twierdzenia 3.30 zapewnia, ze N; — N] jest procesem
statym. Wobec tego

Ny =N =Ny—Ny=A)—Ag=0—-0=0.
Pokazemy teraz, ze proces A o zadanych wiasnoSciach istnieje. Zal6zmy
na poczatek, ze M jest ograniczonym martyngalem startujacym z zera.
Ustalmy ciag {t,’g},’z”zo taki, jak w treSci Twierdzenia 3.31. Zauwazmy na
poczatek, ze dla 0 < r < s i kazdej F, mierzalnej ograniczonej zmiennej
losowej Z, proces
N = Z(Mspt — Mrat) (3-8)

jest martyngatem.
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Zadanie
Sprawdz, ze Ny dany przez (3.8) jest martyngatem.

Podobnie martyngatem jest

ky
Xi = ; My (Mppps — My ).

1

Proces X" = (X!) sefo), tak jak M, jest ograniczony. Dla dowolnego j < ky,

j
Mtz;? - 2X?;1 =) (Mp — Mt;{l)z- (3-9)
i=1

Zadanie
Zweryfikuj poprawnos¢ wzoru (3.9).

Lemat 3.37
Przy przyjetych oznaczeniach

lim [E [|X;? - X?ﬂ — 0.

n,Mm—»o0
Dowéd. Zalézmy, ze n < m. W podwdjnej sumie

kl’l kﬂl
E[X;X7) = ). ) E My (Myy = My )My (M = My )|
i=1j=

jedyne niezerowe sktadniki odpowiadaja indeksom k i j takim, ze (t]’-’il, t;"] -
(£, t}']. Rzeczywidcie, jezeli przyktadowo ' < £, to warunkujac wzgle-
dem .7-};711 otrzymujemy

E [Ml‘?,l (Mtl" - Mf?q)Mt}”,l (Mt]m — Mf;ﬂ,l)]

=E [Mtggl (Mg = My )My E[Mpn — My |}_t711]} =0.

Podobnie traktujemy przypadek t! ; > Zm. Dla kazdego j = 1,2,...,ky,
t

oznaczmy przez inm(j) taki indeks i, ze ( 1

obserwagji otrzymujemy

t;”] C (t" 4, t'". Z poprzedniej

EX/X]= 3 E|My, (Mg~ My )M (Mg — Mg ).
1<j <k, i=inm(j)

W kazdym ze sktadnikéw E [Mt?,l (Mg — Mt?,l)Mt}’il (Mt;n — Mt]'»",l)] mamy



3.5 Proces nawiaséw skosnych
My =My = ), My — My
kiiy m (k)=i

Zauwazmy, ze jezeli k i j sa takie, ze iy m(k) = knm(j) ale j # k, to
E [Mtggl (Mg = Mg ) Mg (Mg — Mtﬁl)} = 0.

Stad
E[XyX{"] = Y E [Mt?_lMt;-”_l (M — Mt;"_l)z] :
1§jfkmri:kn,m(j)
W szczegoblnosci dla n = m otrzymujemy
E(X"= ¥ E|[Mh (M= M 2.
1<j<kn Y :

oraz

E(XI = Y E[M} (Mg~ My )?]

1<i<k,
— Z E [Mtzn 1IE [(Mtf - Mt;{l)z‘ ]:t;”,lH
1<i<ky .

- L E|My, L E[(Mp-Mp,)| 5]

1<i<ky, jeinm () =i
= L E[Mp (Mp- Mg ),
1§j§kn/in,in (j):i
gdzie réownos¢
E|(My—My | Fr | = L E[(My—Mp 2| Fin |
Jeinm (j)=1
wynika z Zadania 3.27. Otrzymujemy

E [(X? - X?)Z} =E ). '(Mt;ﬂ_l - Mt;?gl)z(Mt;." - Mt;.ﬂ_l)2

1 S]'Skn/ in,m (]) =1

co z nieréwnosci Schwarza daje

1/2
E|(X] -X'?|<E| sup  (My, —Mp 1>4]

1§j§km/i:in,m (])

x| (5, g w7

1<j<km

7 1/2

|

79
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Ciaglos¢ i ograniczonos¢ trajektorii M w polaczeniu z twierdzeniem o zbiez-
nosci ograniczonej daje

lim E

n,m—roo,n<m

4
sup (Mg — My ) ] — 0.
1§j§kn1/ i:in,m (])

Pozostaje zatem sprawdzi¢, ze dla dostatecznie duzej statej
2
E ( Yo (M — th1)2> <C.
1<<kn .

Niech A bedzie stala ograniczajaca M, czyli |[M;| < A dla kazdego s € [0, t].
Stosujac jak poprzednio Zadanie 3.27 otrzymujemy

2
' ( L, (M- Mf;-“l)2>
1<j<km
1<j<km 1<j<k<kp
<4AA’E | Y (M — Mpn )2]
1<j<kn !
km—1 ) ki )
+2 Z E | (M — Mpr )°E Z (Mg — My ) ft}n”
j=1 k=j+1
<4A’E | ) (M - Mﬂ"_l)zl
1<j<km !
= 2 2
+2 Zi E [(Mt}” — My )°E [(Mb — My ) ‘ﬂy”
]:
<SLAE| Y (M- M%)Z] — 12A%E [(Mb - MO)Z} < 48A% = C.
1<j<kn

O

Lemat 3.37 w polaczeniu z nieréwnoscia maksymalna Dooba daje dla
dowolnego ustalonego t > 0,

E | sup (X! — X™)?

< 4E [(Xf - X,{”)Z} 0.
s€[0,¢]
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W szczeg6lnodci, dla kazdego s € [0,t] ciag (X!'), jest zbiezny w L2
Chcemy pokazaé, ze granica Y jako proces okreslony na zbiorze [0, ] ma
ciagte trajektorie. Mozemy wybraé¢ podciag (ny)ren taki, ze

E | sup (XJ* — X1)2| <27k
s€[0,¢]
Woéwczas
E Z sup (Xg¥ — X;Zk“)Z] < 0
k=1s€[0,¢]
a co za tym idzie
Y sup (X3 — X1 < o0 paw.
k=1s€[0,t]

Niech N bedzie zbiorem, na ktérym powyzszy szereg jest rozbiezny. Wow-
czas P[N] = 0. Dla w ¢ N, ciag funkcji X"x(w) jest zbiezny jednostaj-
nie na zbiorze [0,t], wiec funkcja graniczna jest ciagla. Potézmy Y;(w) =
limg_,q Xs*(w) dla w ¢ N oraz Y;(w) = 0 dla w € N. Wéwczas pro-
ces Y = (Y5)se(o ma ciagle trajektorie. Dodatkowo dla kazdego s € [0, 1],
zmienna Y; jest F; mierzalna (tutaj korzystamy ze zwyczajnych warunkéw,
ktére spetnia F = (Ft);c(000), poniewaz wtedy N € F). Skoro granica w
L? musi by¢ zgodna z granica p.w. wiemy , ze X! zbiega w L2 do Y;. Skoro
dla kazdego n, (X{)sc[os jest martyngatem, to dla s > r, z uzasadnionej
wlasnie zbieznosci w L?(Q)),

IE[YS ’ .Fr] — Yr p.w.

Oznacza to, ze (Ysat)se[o,0) jest martyngatem o ciaglych trajektoriach. Z dru-
giej strony wzor (3.9) pokazuije, Ze trajektorie procesy M? — 2Xs* sa niema-
lejace wzdluz ciagu {t?}i‘(lo- Dokladniej
Mp —2XpF < My —2X}F .
i i i+1 i1
Przechodzac n — oo widzimy, ze trajektorie M2 — 2Y; sa niemalejace poza
zbiorem N. Niech Bgt) = M? —2Y; dla w ¢ N oraz Bs(t) = (0 dla w € N.
Woéwczas Bs(t) jest F, mierzalna dla kazdego s € [0,t], trajektorie B(*) sa
ciacte i niemale; N0 :
gle i niemalejace oraz (Msnt — By} )se[o,00) jest martyngatem.
Stosujemy powyzsza procedure dla t = n, gdzie n przebiega zbiér liczb
naturalnych. W ten sposéb otrzymujemy ciag proceséw (B(),cn taki, ze
(Mspn — Bs(7\21)se[0,w) jest martyngatem. Z uzasadnionej juz jednoznacznosci,

B("+1) zgadza sie z B(") na przedziale [0, n]. Innymi stowy
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B("‘H) — B(”)

sAn sAn*

Mozemy zadem zdefiniowaé As; dla s € [0,n] jako As = B, Oczy-
wiscie (M2 — As)sefo,) jest martyngatem. Aby uzasadni¢ zbiezno$¢ (3.5)
zauwazmy, ze dla ustalonego t > 0 i procesy A;\s oraz Bfi)s sa nieroz-
réznialne. Wynika to z tego, ze M? — A;\s oraz M? — Bt(?s sa martynga-
fami. W szczeg6lnosci A; = Bt(t). Pokazali$émy juz, ze X! zbiega w L? do
Y, = 2(M? — Bt(t)). Wobec tego tozsamosé (3.9) dla j = k, daje

kn—1

Y My — Mpl* =T A

=0 k+1 k

To koriczy dowdéd w przypadku ograniczonego M startujacego z zera.
W przypadku dowolnego ciaglego martyngatu catkowalnego z kwadratem
M startujacego z zera rozwazmy

T, = inf{t >0 : |M;| > n}.

Woéwczas Ming, < n. Stosujac pierwsza cze$¢ dowodu do ciagu ograni-
czonych martyngatow M™ = (Miz, )ic[o,00) Otrzymujemy ciag rosnacych
proceséw Alnl = <A£n}) N A,En] = (M™);. Ktadziemy A; = lim, e Ag"],
ne
przy czym dla ustalonego t ciag Aw jest staly od pewnego miejsca.
Z konstrukcji wynika, ze Mtz/\.[n — Atar, jest martyngatem. Dla kazdego
s<tiAe€F;

]E]lA(MtZ/\rn - At/\Tn) = IEILA(MSZ/\Tn - AS/\Tn)

Mamy Mtz/\rn < SUPye(o M? przy czym E sup,co 4 M?2 < 4EM?. Stosujac
twierdzenie o zbieznosci ograniczonej otrzymujemy

E1oM;,., — E1,M;.

podobnie
E1o M2, ., — EL4M?.

Z kolei z twierdzenia o zbieznoSci monotonicznej
]EHAAt/\Tn) — ]EI[AAt, oraz IE]lA(AS/\Tn — ]E]lAAS.

Stad
Ela(M? — Ay) = E14(M? — Ay)

co oznacza, ze M? — A jest martyngalem. O
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3.6 Zadania

Zadanie 3.1
Pokaz, ze proces B - B jest FB-martyngatem.

Zadanie 3.2
Uzasadnij, ze dla 6 € R proces

92
M; = exp {QBt — Et}

jest FB-martyngatem.

Zadanie 3.3
Pokaz, ze dla kazdego K > 0 proces

Mt = <€Bt — K>+

jest FB-podmartyngatem.

Zadanie 3.4
Niech X = (X;)ter bedzie podmartyngatem takim, ze E[Xy] = E[X;] dla
kazdego t € T. Pokaz, ze X jest martyngatem.

Zadanie 3.5
Niech X = (X¢)ier bedzie supermartyngatem. Pokaz, ze jezeli E[X;] =
const < oo dla pewnej statej const i wszystkich t € T, to X jest martyngalem.

Zadanie 3.6
Niech X = (X});eT bedzie adaptowalnym procesem takim, ze E|X;| < oo
oraz dla kazdego czasu zatrzymania T,

E[X:] = E[X].
Pokaz, ze X jest martyngatem.

Zadanie 3.7
Niech N = (N});c[0,00) bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A > 0.
Pokaz, ze M; = (N; — At)? — At jest FN-martyngatem.

Zadanie 3.8
Pokaz, ze

t
Yt = tBt — / Bst
0

jest martyngatem.
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Zadanie 3.9

Zat6zmy, ze proces X = (Xyu)neN jest (Fu)nen (pod)martyngatem a H =
(H¢)ten jest dodatnim, ograniczonym procesem takim, ze H, € F,_;. Po-
kaz, ze proces

n
Yo=Xo, Yu=Yyo1+Hi(Xn—Xuo1) =) He(Xe — Xpe—1) + Xo
k=1
jest (pod)martyngatem.

Zadanie 3.10

Niech X = (Xy),e|n) bedzie martyngatem lub nieujemnym podmartynga-
fem. Niech f: [0, +0c0) — [0, +00) bedzie Scisle rosnaca funkcja ciagta taka,
ze f(0) = 0. Pokaz, ze dla X* = sup, .y | Xu| zachodzi

EAC) < B Xl [ 1 af0)].

Zastosuj powyzsza nieréwnos¢ dla f(s) = (s — 1)+ i wywnioskuj

e
e—1

E[X*] < (1+E [|Xn|log™ [Xn]]) -

WskazOwka: dla a,b > 0 zachodzi alogh < alog™ a+b/e.

Zadanie 3.11
Niech M = (M;);eT bedzie martyngatem. Pokaz, ze dlas < t, {M; = 0} C
{M; =0} pw.

Zadanie 3.12

Niech B = (Bt);c0.+00) bedzie ruchem Browna. Niech dla a,b > 0, T pierw-
szym momentem wyjécia B z odcinka (—4,b), tj. T = inf{s > 0 : Bs ¢
(—a,b)}. Uzasadnij, ze E[B;] = 0. Wywnioskuj posta¢ rozkladu zmiennej
B:.

Zadanie 3.13
Niech B = (B});c, +o0) bedzie ruchem Browna. Niech dla 4, b > 0, T bedzie
czasem wyjécia B z odcinka (—a,b), tj. T = inf{s > 0 : Bs ¢ (—a,b)}.
Oblicz E[T].

Zadanie 3.14

Niech B = (Bt);c0.+) bedzie ruchem Browna. Pokaz, ze proces B? — 3tB;
jet martyngatem. Niech dla a,b > 0, T bedzie czasem wyjscia B z odcinka
(—a,b), 4. T=1inf{s >0 : Bs & (—a,b)}. Oblicz Cov(t, Br).
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Zadanie 3.15
Niech M = (Mt)c(0,00) bedzie ciagtym martyngatem takim, ze My = x > 0,
M; > 0 oraz M; — 0 p.w. przy t — oo. Pokaz, ze dlay > x,

P({supM; >y | = )
>0 y
Zadanie 3.16

Znajdz rozklad zmiennej losowe;j

sup B,
0<t<t_y

gdzie B = (Bt);e[0,+o0) jest ruchem Browna a 7y = inf{s > 0 : B; = —x}
dla x > 0.

Zadanie 3.17
Niech B = (Bt);c[0,40) bedzie ruchem Browna. Wykorzystujac odpowiedni
martyngal wykladniczy pokaz, ze dla y > 0 zmienna

sup(B; — jt)

t>0

ma rozklad wykladniczy z parametrem 2.

Zadanie 3.18
Niech B = (Bt)c[o,1c0) bedzie ruchem Browna a T czasem zatrzymania

wzgledem F? takim, ze E[1] < c. Pokaz, ze
E[B;] =0 oraz IE[B] = E[1].

Zadanie 3.19

Niech (O, F,P) = ([0,1], B[0,1],dw), gdzie dw oznacza miare Lebesguea.
Dla t € [0,1], niech F; bedzie o-ciatem generowanym przez wszystkie pod-
zbiory [0,t] oraz zbiory miary zero. ZnajdZ prawostronnie ciagta wersje
martyngalu

Xi(w) = E[f | Fil(w).
Niech H(f)(t) = 1 |, tl f(w) dw. Wywnioskuj nieréwnos¢ Hardy’ego

IH(A) I < S E51f e p>1.

Zadanie 3.20
Pokaz, ze martyngat M i czasu zatrzymania T, pojawiajacych sie w dowo-
dzie Twierdzenia 3.30 zachodzi

sup [Mipr,| <n oraz Wahj, ;;M™ <n.
tela,b]
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Zadanie 3.21
Uzasadnij wzor (3.7)

Zadanie 3.22
Niech X = (Xt);¢[o,1] bedzie ciaglym procesem o ograniczonym wahaniu.

Pokaz, ze dla kazdego normalnego ciagu podziatow {tz}’]:”zo odcinka [0, 1]

zachodzi
kn—1

Z |Xt1’l — th|2 _>p.w. 0.
k+1 k
k=0

Zadanie 3.23
Pokaz, ze (B B); = [; B2 ds. WSKAZOWKA:

E 2 2 2 4

1 t 2 4 2 12
<_(Bt—s+X)2——> ] = %+%(2t—3s)+——ts+§sz.

Zadanie 3.24
Udowodnij Twierdzenie 3.36.

Zadanie 3.25
Niech M = (M;)ict bedzie ciagtym martyngatem catkowalnym o niezalez-
nych przyrostach. Pokaz, ze (M); = E [M?] — E [M3].

Zadanie 3.26

Niech (M¢)e(o,00) bedzie ciagtym martyngatem catkowalnym z kwadratem.
Pokaz, ze dla dowolnego czasu zatrzymania 7 zachodzi (M") = (M)".
Zadanie 3.27

Niech (Mt);c(o,+o0) bedzie ciaglym martyngatem catkowalnym z kwadra-
tem. Niech dla s < f bedzie dany podzial odcinka [s, t] punktami s = ¢y <
1 <t <...<tp=tPokaz, ze

E

k
Z(ij - Mtj—l)z‘ Is
j=1

:]E[Mf—MSZ

FS} — [(Mt - Ms)z‘ ]-"S] .

Zadanie 3.28
Zweryfikuj poprawno$¢ wzoru (3.9).
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Calka stochastyczna dla ruchu Browna

Streszczenie W tym rozdziale skonstruujemy catke wzgledem ruchu Browna.

Niech B = (B;)icr, bedzie ruchem Browna. Celem tego rozdziatu jest
zdefiniowanie

b
/ Xs st/ (4.1)
a

gdzie X = (Xt);c(,) jest elementem mozliwie szerokiej klasy proceséw sto-
chastycznych. Jak juz sie przekonaliémy w rozdziale 1 zmiennej (4.1) nie
mozna zdefiniowa¢ dla kazdej trajektorii z osobna, tj. nie mozna zdefinio-
wac (4.1) jako catki Riemana-Stieltijesa, poniewaz funkcja t — B;(w) ma
nieskoficzone wahanie z prawdopodobieristwem jeden. Zamiast tego po-
stuzymy sie teoria martyngaléw poznana w rozdziale 3. Aby zdefiniowac
catke stochastyczna dla procesu X, bedziemy go aproksymowa¢é przez pro-

cesy postaci
kn—1

X =) X)L (), (4-2)
k=0

k+1

gdziea = tj < t] < ... < th =bit} <s < t%H. Dla takich proceséw
catke stochastyczna definiuje sie naturalnie przez

b n
/ X"dB, = Y X(s])ABy,  ABy, =By, — B, 43)
a k=0

Jezeli {t,’j}]]z”zo jest naturalnym ciagiem podziatéw odcinka [a,b], to X" — X
i wtedy

b b
/ ngBS—>/ X, dBs.
a a

To w jakim sensie zachodzi powyzsza zbieznoé¢ doprecyzujemy w dalszej
czedci rozdziatu. Jak pokazuje ponizszy przyktad, wybér punktéw s; nie
jest tutaj bez znaczenia.
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Przyklad 4.1
Rozwazmy procesy postaci

n—1
X =) B(ti) Lt t,,0) ()
k=0

oraz
n—1

Y[l = Z B(tk+1)]1[tk,fk+1)(t)'
k=0

Oba procesy sa rozsadnymi aproksymacjami ruchu Browna. Jednak zmienne
b b
/ X!'dBs; oraz / Y/ dB;
a a

sa od siebie odlegte. Wystarczy zauwazyg¢, ze

b n
E U X" dBS] — Y EByABy, =0
a k=0

oraz b " "
E {/ X! st} =) EBy ABy =) t1—t=b—a.
a k=0 k=0

Powyzszy przyklad pokazuje, ze wybor punktéw {s;} w (4.2) wpltywa
na wartos$¢ catki | ab X{ dB; jest to jeden ze sposobéw, w jaki daje o sobie
zna¢ nieskoriczone wahanie trajektorii ruchu Browna. W praktyce oznacza
to, ze aby zagwarantowa¢ spdjnos¢ definicji catki, nalezy ograniczy¢ sie do
jednego wspoélnego sposobu wyboru punktéw {s} }. Najczesciej spotyka sie
jeden w dwéch wyboréw:

1. s} = b lewy koniec przedziatu [ty, ti1), ktéry prowadzi do catki Ito,
ktéra oznaczac¢ bedziemy przez

b
/ X, dB..
a

2. 50 = %(tk+1 + ti): Srodek przedziatu [t, tri 1), ktéry prowadzi do catki
Stratonowicza, ktéra zazwyczaj oznacza sie przez

b
/ X, o dBs.
a

Skupimy sie na cafce It6. Zanim jednak przejdziemy do konstrukcji, mu-
simy zrozumie¢, jakie procesy X = (X)) sa catkowalne wzgledem ru-
chu Browna. Przypomnijmy, ze
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n—1
Wahy ) (B) = sup sup Y |ABy| =0 paw.
nelN Oztogi’lg...gtn:t k=0

Jezeli

b n
/ X.dBs ~ Y. X(t)AB;,
a4 k=0
to X musi pochodzi¢ z klasy proceséw, ktéra uniemozliwia wyboér X(t;) =
sgnABy,. W przeciwnym wypadku sumy po prawej wybija Wahyg ,(B). Jed-
nym z wyboréw jest X; mierzalne wzgledem F; , ktore jest niezalezne
od By, .1 — By.- Innymi stowy proces X powinien by¢ adaptowalny. Z przy-
czyn technicznych, bedziemy zmuszeni zatozy¢ odrobine wiecej, mianowi-
. . L . . . . .. b

cie progresywna mierzalnos¢ X. To z kolei pociagnie mierzalnosé f , XsdBs
wzgledem o-ciata F, i zagwarantuje dobre wlasnosci probabilistyczne pro-
cesu catki stochastycznej.

4.1 Procesy elementarne

Zaznajomieni z planem dzialania jesteSmy gotowi to systematycznego wpro-
wadzenia catki stochastycznej.

Przypomnijmy, ze zakladamy, ze rozwazana filtracja F = (-Ft)te[a,b}

spelnia zwyczajne warunki. Zakladamy dodatkowo, ze dla kazdych
s < t z przedzialu [a, b], zmienna B; — B; jest niezalezna od Fs.

Z Przykladu 2.44 wynika, zZe za filtracje IF mozemy wybraé naturalna filtra-
¢je ruchu Browna uzupelniona o zbiory miary zero.

Definicja 4.2

Przez L?([a,b], B) oznacza¢ bedziemy przestrzeri wszystkich (z doktad-
noscia do nierozréznialnosci) proceséw progresywnie mierzalnych X,
takich, ze

E [/ab X2 ds] < 0. (4-4)

Procesy z L?([a, b], B) nazywa¢ bedziemy B-catkowalnymi.

Zauwazmy, ze kazdy ciagly proces X spelnia

b
/ X2 ds < oo.
a
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Przypomnijmy, ze na mocy Faktu 2.57, kazdy ciagly i adaptowalny proces
jest progresywnie mierzalny. Zauwazmy réwniez, ze na mocy Twierdzenia

Fubiniego
b b
]EU stds] :/ E[x?] ds.
a a

Zatem do weryfikacji warunku (4.4) wystarcza znajomosé funkcji s +—
EE [X?2]. Jak sugeruje oznaczenie, L?([a, b], B) jest przestrzenia Hilberta. Aby
sie o tym przekona¢ oznaczmy przez P, progresywne o-ciato podzbio-
row [a,b] x Q). Przypomnijmy, ze z Zadania 2.44, X jest progresywnie mie-
rzalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest mierzalny jako X: ([a,b] x Q, P, ) —
(R, Bor(IR). Wobec powyzszego

L*([a,b], B) = L*([a,b] x Q, Py, dt @ P),

gdzie dt oznacza miare Lebesgue’a. W szczegdlnosci L2([a, b], B) z iloczy-
nem skalarnym

b b
(X Y)12(0p,5 = E Ua X.Ys ds} :/u E [X.Y,] ds

jest przestrzenia Hilberta, w kt6rej norma jest dana przez

b
X1 22((a,p1,8) = || E Ua Xz ds]-
Definicja 4.3

Procesem elementarnym nazywamy X = (Xi);e[, 5 postaci

n—1

Xe =), Xl b, () (4.5)
k=0

dlaa =ty < t;... <t, = bi Xy mierzalnych wzgledem F;, takich, ze
EX? < co. Przestrzen wszystkich proceséw elementarnych oznaczamy
przez £.

Procesy postaci (4.5) sa prawostronnie ciagle i adaptowalne. Z Faktu 2.57
wynika, ze kazdy taki proces jest progresywnie mierzalny. Dodatkowo dla
X postaci (4.5),

-1

E {/ab X2 ds} - Zg)]E[X,%](tkH — 1) < oo,
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To pokazuje, ze £ C L%([a,b], B). Jak juz wspomnieliémy wczesniej, dla
procesé6w elementarnych definicja catki wzgledem ruchu Browna jest natu-
ralna.

Definicja 4.4
Niech X € &€ bedzie postaci (4.5). Catke stochastyczng Ité procesu X wzgle-
dem B definiujemy przez

b n—1
/ X.dBs = Y X(ABy,  AB; =B —B
a k=0

k

Latwo przekonaé sie ze powyzsza definicja jest poprawna oraz ze catka

f ab X, dBgs jest liniowa wzgledem X € £. Dodatkowo, dla kazdego ¢ € (a,b)
iXeg,

c b b
/ XS dBS —‘I_ / XS dBS — / XS st.
a C a

Lemat 4.5
Niech X € £. Wéwczas

b
IE[/ X, dB,
a
b 2 b
(/ XSdBS> :IE[/ X2 ds
a a

W szczegdlnodci, catka stochastyczna procesu elementarnego jest scentro-
wana zmienna losowa taka, ze
b2
—E { / X2 ds} .
a

(/ﬂbxs <:1BS>2

Dowdd. Przyjmijmy, ze X jest postaci (4.5). Skoro Xy jest catkowalne z kwa-
dratem i mierzalne wzgledem F., to

-/T"u‘| :0/

E Fa

]—"a] .

E

]E[XkABtk|]:tk] = X E [ABtk|]:tk] = X E [ABtk] =0.
Stad
lE[XkABtk|.7-"a] = IE[IE[XkABtkLFtkH]:a] =0

co dowodzi pierwszej postulowanej tozsamosci. Aby uzasadni¢ druga roz-
pisujemy kwadrat catki jako

(/ﬂbxs dBS)2

n—1
Y XiAB: X;AB,
i,j=0

E Fa| =E

fu] : (4.6)
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Dla dowolnego i, E[X?(AB,)?] = E[X?](tiy1 —t;) < 00. W szczeg6Inosci dla
kazdych i oraz j zmienna X;ABy X;ABy; jest catkowalna. Dlatego, dla i < j
mozemy napisac

E [XiABti-XjAij)]-"t]} — X;ABy, - X;E [ABt]. ]-"f]}

= X;AB;, - X;E[AB] = 0.

Co, podobnie jak poprzednio, pociaga
E [XiABti-XjABtj‘ ]—"a} —E []E [XiABti-XjABtj‘ftj”fa} — 0.

W sumie (4.6) pozostaja tylko wyrazy na przekatnej, tj. i = j, dla ktérych

E [X?(ABti)z‘]-"a} ~E[E [X?(ABti)2‘fti”f4 =B [ X(ti1 — )| Fa|
Podsumowujac
b 2 n—1 b
E (/a XSdBS) Ful =E | Y X2(ti1 — )| 7o :]E[/ X2 ds fa}
i=0 a
[l

4.2 Definicja calki stochastyczne;j

Zdefiniowali$my juz catke [ ub XsdBs dla proceséw elementarnych. Lemat 4.5
moéwi, ze na € calka jest izometria. Rozszerzymy ja do catego L?([a,b], B).
Aby tego dokona¢ musimy upewni¢ sie, ze £ jest gesta podprzestrzenia.
Dla funkcji f € LP[a,b], p > 1,ipodziatua =ty < t; < ... < t, = b danego

wzorem fy,q — ty = %(b — a) kladziemy

n—1
Gnf(t) = 2 fkﬂ[tk,tkﬂ)(t)/ (4.7)
k=0

gdzie fi dla k > 0 jest Srednia f na przedziale [t;_1, tx)

1
= — S dS
fi= = /{tkl,mf”

i fo = 0. Z liniowosci catki odwzorowanie f — G, f réwniez jest liniowe.
Nieré6wnos¢ Jensena gwarantuje

= [

k— te—1 Jh 4

p b
< [T lfe)ras

Tt — 1 Sy,
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a co za tym idzie

n—1

n—1 te
[l @ras = DAt -0 < [ 170 e

k=1"1
= [ as< g as

W szczegblnosci G,f € LP[a,b]. Zauwazmy, ze skoro Gon(Gysi(f)) =
Gon(f), to powyzsza nieréwnos¢ implikuje

b b
/a |Gonf(s)[P ds < / |Goni1 f(5)]P ds.

Lemat 4.6
Jesli f € LP[a,b], to przy n — oo,

/b|an(s)—f(s)|”ds 0.

Dowdd. Jezeli f jest funkcja ciagla, to teza jest bezposrednia konsekwencja
jednostajnej ciagtosci f: Dla ustalonego ¢ > 0 istnieje n takie, ze |f(x) —
fy)| < edla|x—y| < 2(b—a) oraz [ f(s)Pds < eP. Dla i > 1, jezeli
s € [t tiy1)iu € [ti1,t), to|s—u| < 2(b—a) aco za tym idzie |f(s) —
f(u)| < e. Wéwcezas

Guf(6) = FO < = [ 1)~ fe)lau <&

ti—ti1 Jy,y
Stad
b t b
[ 1Guf(s) =) Pds = [ 1Guf(s) = f)Pds + [ 1Guf () = £(5) P
<e(1+b—a).

To dowodzi lematu w przypadku ciaglej funkgji f. Aby uzasadnic¢ zbieznos¢
dla dowolnej f € LP[a, b] wystarczy powota¢ sie na gestos¢ funkgji ciagtych
w LP oraz liniowo$¢ Gy: Ustalmy ¢ > 0. Dla f € LP[a,b] wybieramy ¢ €
Cla, b] tak, aby ||f — ¢||1r < &. Wowczas

1Gnf = Guollr = 1Ga(f = @)l < [If — @llr <

co z kolei wymusza

1Guf — fller < ||Guf — Guollrr + [1Gup — @llr + I f — @ll1r
=2e+ |G — ¢||1r,

gdzie |Gufe — ¢||Lr — 0 przy n — oo. 0
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Lemat 4.7
£ = L%([a,b], B). Dla kazdego X € L2([a,b], B) istnieje ciag proceséw ele-

mentarnych (X"), taki, ze | ab | X?|? ds jest rosnacy oraz
b
X" = X1y = | [ 130 = Xi20s| 0.
Dowdd. Jezeli X € L?([a,b], B), to poza zbiorem o prawdopodobieristwie

zero funkcja t — X;(w) jest w L2[a, b]. Niech X" = G X. Wéwczas na zbio-
rze [t;, ti11), X" przyjmuje wartos¢ ;2" fttl_l Xsds, ktora jest F;, mierzalna.

Z nieréwnosci Jensena
1 ti 2 1 ti
< / Xsds> glﬁ[ / stds]
ti—ti1 Jti 4 ti—ticq Jy,
1 T 0
< E [ / Xsds} < co.
ti—tiq b

Zatem dla kazdego n proces X" jest elementarny. Z Lematu 4.6 otrzymu-
jemy

E

b b
/|xg|2ds—>/ X |2ds  p.w.
a a

Z kolei z konstrukgji

b b
/|xg|2dsg/ X,[2ds  paw.
a a

co pociaga za soba
b b b
/ X! — X, [2ds < z/ X, |2 + | X7 ds §4/ X,[2ds  pw.
a a a
Ostatnia zmienna losowa jest catkowalna, poniewaz X € L?([a,b], B). Teza

wynika z twierdzenia o zbiezno$ci ograniczone;. O

Z Lematu 4.7 oraz Faktu 4.5 liniowe odwzorowanie £ — L?(Q)) zadane
wzorem

b
X [ X.aB;
a
rozszerza sie do izometrii z L?([a, b], B) w L?(Q)).
Definicja 4.8

Dla X € L?([a,b], B) catke It procesu X wzgledem ruchu Browna defi-
niujemy jako granice w L2(Q)),
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b
/ X,dB, = lim X dBs,
a

n—o00

gdzie X" € £ sa takie, ze

b
1X" — X122a5,5 = [/ |X;1—Xs|2ds}—>0.

Przyklad 4.9

Rozwazmy Xs = s. Wéwczas X € L2([a,b], B) jako deterministyczna funk-
gja ciagta. Ustalmy > 0 i rozwazmy ciag proceséw elementarnych zadanych
przez

X0 =, se [, 0)

gdzie {t(n)}k<k jest normalnym ciagiem podziatéw odcinka [0, t]. Wow-

czas P b1
/ X" dB, = ¥ HABy = t,By, —toBy— 3 Bydt.  (4.8)
k=0 k=0
Skoro
P E SN ()
X" = X172 (0,01,8) = kg) (Atk ) = t'og%%fq ‘Atk ’ =0,

to | ab Xs(n)dBS - [ ab sdBs. Z kolei suma obecna po prawej stronie réwna-
nia (4.8) zbiega do | ab Bsds. Stad

b b
/ sdB, — bBy — aBy — / B.ds.
a a

Fakt 4.10
Niech X € L?([a,b], B). Wéwczas

]E{/bxsst
(/XdB> _IE{/des]:}.

W szczeg6lnosci, catka stochastyczna procesu z L?([a,b], B) jest scentro-
wana zmienna losowa taka, ze
b2
—E { / X2 ds} .
a

(/ﬂbxs st)z

Fg:| :0,
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Dowdd. Z Lematu 4.7 mozemy wybra¢ X" € & takie, Ze ciag fab | X% ds
jest rosnacy i || X" — X||2(5,01,8) — 0- Z Lematu 4.5 dla dowolnego A € F,

zachodzi )
E{/ X?dBS]lA} = 0.
a
Skoro
b 2y [P
/ X" dBs — )/ X,dBs,
a a
to

b
]E{/ XsstﬂA:| :0.
a

b 2
a

Przechodzac n — oo mozemy po lewej stronie wejS¢ z granica pod war-
to$¢ oczekiwana dzieki zbieznosdci w L2(Q)). Po prawej stronie wchodzimy
z granica pod warto$¢ oczekiwana na mocy twierdzenia o zbieznosci mo-
notonicznej. ad

Podobnie mamy

E —E Ub(xg)z ds]lA}.

a

Zadanie
Niech X,Y € L?([a,b], B). Pokaz, ze

b b b
IE {/ Xsst ° / YSdBS:| — / E[XsYS]dS.
a a a

Calka stochastyczna f ab Xs dBs jest liniowa ze wzgledu na X co w pola-
czeniu z ostatnia tozsamos$cia w Fakcie 4.10 daje nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.11
Jezeli X", X € L?([a, b], B) sa takie, ze
b
E U |X§—Xs|2ds} 0
a

to

b b
/ X"(s) dB; —1*() / X(s) dBs.
a a

Fakt 4.12
Niech X = (Xt)ie[qp 0raz Y = (Yi)ic[qp beda procesami z L%([a, b], B).
Jezeli X = Y na zbiorze A € F, tzn.
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to to samo zachodzi dla catek stochastycznych. Dokladniej

(/abest) (w) = (/abstBs> (@), weA

Dowdéd. 7 zalozenia
P [Vt € [Dl, b] X1y = YtﬂA] =1.

Niech X¥ = Gy X oraz Y¥ = G, Y, gdzie G, jest zdefiniowany przez (4.7).
Dla kazdej w € Q) funkcje X" (w) 1 Y"(w) sa okreslone jedynie w terminach
X(w)iY(w). Stad X" = Y" na zbiorze A. Teza wynika z jedynosci granicy
w L2(Q). 0

4.3 Calka stochastyczna jako ciagly martyngal

Niech X € L?([0,b], B). Skupimy sie teraz na wlasnosciach procesu I =
(1(t))tejo,p) danego przez

t
I(t) = / X dBs.
0

Jezeli X € £ jest postaci (4.5), to

n—1

I(t) - Z th(Bthrl/\t - Btk/\t)'
k=1

W szczegblnosci, dla X € &, I(t) jest ciaglym martyngalem. Dla X €
L%([0,b], B), wybierzmy X" € & takie, ze X" — X w L%([0,b], B). Wéw-
czas I,(t) = fot X" dB; — I(t) w L*(Q)). Zatem dla pewnego podciagu
ostatnia zbieznos¢ zachodzi p.w. W szczegélnosci I(t) € F;. Dodatkowo, z
addytywnosci catki ze wzgledu na obszar, dla0 <s <t <,

I(t) — I(s) = /Stxu dB,.

Twierdzenie 4.13
Niech X € L?([a,b], B). Proces (I (t))tefo,p) jest martyngatem catkowal-
nym z kwadratem, ktéry posiada ciagla modyfikacje.
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Dowdd. Dla s < t na mocy Faktu 4.10

(1) - 1|7 = | [ X, B,

co pokazuje, ze I(t) jest martyngatem. Catkowalnos¢ z kwadratem wynika
z konstrukcji catki stochastycznej. Pozostaje uzasadni¢ istnienie ciaglej mo-
dyfikacji. Wybierzmy X" € £ taki, ze X" — X w L?([a, b], B). Wéwczas

—FS:| _O/

t
=/ X" dB, — I(t) w L2(Q).
0

Jak juz zauwazyli$my, dla kazdego n, (In(t));c(o jest ciagtym procesem.
Aby zagwarantowac ciaglo$¢ granicy nalezy uzasadni¢, ze istnieje podciag
(ng)ken dla ktérego p.w. zbieznos¢ zachodzi jednostajnie na [0, b]. Doktad-
niej uzasadnimy, ze dla odpowiedniego doboru (1y)ren, zdarzenie

A= { im sup [Ly(t) — In,(t)] :0}
kj—= tei0,]

ma prawdopodobieristwo 1. Wéwczas proces (Ji);e(o 5 zadany przez
Ji(w) = lim I, (t)(w)1a(w)
k—o00

jest procesem ciaglym (poniewaz na A, I, zbiegaja jednostajnie) oraz jest
modyfikacja (It)epy (poniewaz I (t) — I(t) w L*(Q)) dla kazdego usta-
lonego t).

Uzasadnijmy, ze P[A] = 1. Dla ciagu (ny)ren, ktéry dobierzemy za
chwile mamy

Ln, (t) = I, (¢ +Z% — Lo, (1)

Wystarczy wybraé ciag (1 )keny W tak1 sposob, aby sup;c g [In; () = In;_, ()| —
0 p.w. wyktadniczo szybko. Dla kazdych m,n € IN, proces I, — I, jako suma

ciagltych martyngatéw jest ciaglym martyngatem. Z nieréwnosci maksymal-
nej Dooba (a dokladniej z Wniosku 3.13) dla dowolnego ¢ > 0,

wpmm—mwﬁ>4sgmﬁum—%@ﬂ

te[0,b]
1 _ t n m 2
S /0 X" — X™ 4B

1 t
— - E / X" — X§”|2d51
0

IN

_ 8_2\\}(” = X"l t2((a,p)B):
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Skoro (X"),en jest ciagiem Cauchy’ego w L?([a, b], B), to

lim [|X" — XmHLZ([a,b],B) = 0.

1,Mm—00

Dla kazdego k, liczbe ny wybieramy na tyle duza, by dla kazdego m > ny
zachodzito
1X7™ — X™|| 2(10p1,8) < k2277

Wobwczas

P
te[0,b]

sup |Lu(t) — In (H)]* > 2"‘] < 22X = X" 210 1,8 < K

Wtedy tez
P

sup ‘I”k+1(t) - L’lk(t)‘z > zk] < kiz,
te[0,b]

co oznacza, ze spelnione jest zalozenie pierwszego lematu Borela-Cantelliego:

Y. P
k=1

sup |Ing,, (1) = I (H)[> > 27
te[0,b]

< 0.

Skoro

P | sup |y, (t) — L, () > 27k dla nieskonczenie wielu k| = 0

Lt€[0,0] |
to
P | sup [Iy, () — I, (1) > < 2% dla dostatecznie duzych k| =1
| t€[0,b] ]
co pokazuje postulowana zbieznos¢. O
Definicja 4.14

Niech X € L?([a,b],B). Przez X -B = ((X - B)t)tc(o,p) 0znaczaé bedziemy
ciagta modyfikacje procesu (I(f));c(o)-

Twierdzenie 4.13 méwi, ze X - B jest ciaglym martyngatem. Okazuje sie,
ze istnieje dla niego prosta reprezentacja procesu nawiasu skosnego.
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Twierdzenie 4.15
Dla X € L?([a,b], B),

t
(X-B)tz/ X2 ds.
0

Dowdd. Nalezy sprawdzi¢, ze

t t 2 ¢
M= (X807~ [ du= ([ X,a8,) - [ Xau
0 0 0

jest martyngatem. Skoro

s t 2 s t
Mt:(/ XudBqu/ XudBu> —/ Xﬁdu—/xgdu
0 S 0 S

i catki po przedziale [0, s] sa F; mierzalne, to

]E[Mt - M5|Fs]

s t t 2 t
0 s s s

:]E .FS

s t t 2 t
:2/ X, dB,E U X, dB, fS]HE (/ XudBu) —/ X2 du ]—"S].
0 s s s
Z Faktu 4.10 wynika, ze
t
E U X, dB, ]—"S] 0,
S

E Fs

]-"a}

t 2 t
</ XudBu> :IE[/ X2 du
S S

co pociaga E[M; — M;|F;] = 0. O

Przyklad 4.16
Skoro By = fot 1dBs, to z Twierdzenia 4.15, (B); = fot 12ds = t co sprowadza
sie do znanego juz nam faktu, ze B? — t jest martyngalem. Z drugiej strony

1 1 t
X = EB?— St :/0 Bs dB;,

wiec (X); = fot B2 ds co oznacza, ze
1 2t
X$—<X>t:Z<B%—t> —/ B2 ds
0

jest martyngatem.
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Ciaglos¢ trajektorii X - B pozwala nam zastosowa¢ aparat wypracowany
w rozdziale 3. Dla przykladu nieréwnosci maksymalne daja

P|sup [(X:B)>A
| t€[0,b]
E | sup (X - B)?
| t€[0,b]

< B[ 28] = 3

:ﬁ/ob]E[st]ds A>0

<4E[(X-B)| = 4/0bIE [x2] as.

Podobne szacowanie mozemy wnioskowac dla aproksymacji X - B.

Whniosek 4.17
Jezeli X, X" € L?([a,b], B) sa takie, ze X" — X w L?([a, b], B), to

E |sup |(X" - B); — (X - B)|?

< 4|1 X" = X[ 2 ((a,01,8) = O-
r<b

Twierdzenie 4.18 (o zatrzymaniu catki stochastycznej)
Niech 7 bedzie czasem zatrzymania takim, ze T < b. Jezeli X €
L2([0,b], B), to (Xt1gr>p)eeop € L*([0, 1], B) oraz

T b
/0 X,dB, = /0 X1 7o) dBs. (4.9)

Dowdd. (Xilirspy)icjop € L%([0,b], B) poniewaz proces (Lrse))eefop) jest
prawostronnie ciagly i adaptowalny wiec i progresywnie mierzalny. Aby
uzasadni¢ (4.9) zat6zmy na poczatek, ze T przyjmuje skoriczenie wiele war-
tosci tq, tp, ..., t,. Woéwczas

T n ty
/ XsdBS — Z ﬂ{T:tk} / Xsst.
0 = 0

Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ > 0, (Xs)sco] = (Xslfrss})sclof—¢ DA
fk—E

zbiorze {T = t;}. Z Faktu 4.12 otrzymujemy fot"_s XsdBs = [ " 176 XsdBs
na zbiorze {T = #;}. Z ciagtosci catki fotk XsdBs = fotk ]l{T>S}XSdB5. Stad

n te n te
L L e=i) / XsdBs = ) Liz=y,) / L{r>s) XsdBs.
k=1 0 k=1 0

: : b
Podobnie na zbiorze {T = t}, (XsLirssy)seft,p) = (0)seft, b, Wiec ftk XslirssydBs =
0. Wobec tego
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n te n b
R R T L DLITERY AT &2
k=1 0 k=1 0

b
- /O ]]‘{T>S}XSdBS‘

Niech teraz T bedzie dowolnym czasem zatrzymania. Rozwazmy ciag cza-
sOw zatrzymania T, \, T dany wzorem

k
Tn = Z (b B E) I[{b—k/ngr<b—(k+1)/n}'
0<k<nb

Z ciaglosci trajektorii X - B

lim Xs dBs = / Xs dBs. (4.10)

n—oo

Dodatkowo

b 2 b
/0 ‘Xsﬂ{s<”cn} - Xsﬂ{s<7} ds = /0 XSZIL{TSS<T71} ds.

Z twierdzenia o zbieznoéci ograniczonej zastosowanej do miary Lebesguea
na [0, b],

2 b
ds S / Xsﬂ{T:S} ds = 0.
0

b
lim/o ‘XSIL{KTH}—XSIL{KT}

n—oo

Odwotujac sie po raz kolejny do twierdzenia o zbieznosci ograniczonej za-
stosowanego tym razem do P,
2
ds| =0

co oznacza Xslsoq) — Xslisary W L%([0,b], B). Stad

b
Iim E [/O ’Xs]l{s<'rn} - X51{5<T}

n—oo

b b
/OXS]l{S<Tn}dBS—>/O Xsﬂ{s<r}st sz(Q).

Powyzsza zbiezno$¢ w potaczeniu z (4.10) i pierwsza czeécia dowodu kon-
CZy rozumowanie. 0

4.4 Catka w L? (B)

Okazuje sie, ze z punktu widzenia zastosowan klasa proceséw L?([a, b], B)
jest niewystarczajaca. Zajmiemy sie teraz rozszerzeniem definicji catki sto-
chastycznej do proceséw stochastycznych od ktérych nie bedziemy wyma-
gali skoriczonego drugiego momentu.
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loc

Definicja 4.19

Przez L7 ([a,b], B) oznaczaé bedziemy przestrzeni procesow progresyw-

nie mierzalnych takich, ze

b
113[/ X§ds<oo]=1.
a

(B) definiujemy jako

leoc(B) - ﬂ Lloc([ol b]/B)'
b>0

2 72
Przestrzen Ll -

Przy definiowaniu catki stochastycznej X - B dla X € Lj,.(B, [a,b]) klu-
czem do sukcesu jest proces redukowania X. Dla n > 1 rozwazmy ciag
czasOw zatrzymania

t
Tn:b/\inf{t<a : / Xsds>n}. (4.11)
a

Zauwazmy, ze skoro [ ub X2ds < oo p.w. to T, — oo p.w. Dodatkowo ciag
procesow Xj' = Xilyg -y lezy w L(B, [a,]]). Istotnie, mamy

b 2 b 9 T o
/ (XH) ds = / X1 fsar,yds = / XZds < n.
a a a

Zatem dla kazdego n mamy dobrze okreslona catke stochastyczna

t t
In(t):/ ngBS:/ Xs1{s<r,1dBs.
a a

Wobec monotonicznosci (T,)en, dla n < m, {1, = b} C {1, = b} oraz
X" = X™ na zbiorze {1, = b}. Fakt g.12 pociaga I,(-) = Lx(-) na zbio-
rze {1, = b}. W skutek czego na zbiorze o prawdopodobienistwie jeden
O = U, {tm = b} dla kazdego t € [a,b] ciag I,(t) jest od pewnego miejsca
staly.

Definicja 4.20
Dla X € L? ([a,b], B) calke stochastyczna definiujemy jako proces X -

loc

B = ((X* B)t)te[q,p) zadany przez

n—o00

t
(X . B)t = lim ; XS]]‘{S<Tn}dBS'
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W przysztosci bedziemy korzystali z ciaglosci catki stochastycznej na
L2 ([a,b], B). W dowodzie skorzystamy z pomocniczego lematu.

Lemat 4.21
Dla X € L? ([a,b], B) oraz dowolnych €, p > 0 zachodzi

loc
b
P { / X.dB,
a

Dowdd. Niech ¢, = inf {t >0 [ X2ds > p}. Mamy

b b
]P |: / XSdBS / XSdBS
a a

Zauwazmy, ze drugi skladni to po prostu

b
>e} glPU stdBS>p}—l—£.
a

> €, 0y > b} +Plo, < b].

> <p)|

b
I[’[(Tpgb]:]l’[/ deBs>p1.

Pierwszy sktadnik, przez zastosowanie Faktu 4.12 oraz nieréwnosci Czeby-
szewa mozemy oszacowacl przez

b
P { / X,dB,
a

>e,ap>b]

b 2
‘/{; XSII‘{UP>S}dBS ]

b
= e—z]E |:/a Xgﬂ{gp>s}d5:| < e—2p’

gdzie ostatnia nierownos$¢ jest konsekwencja definicji 0. O

b
> €, 0p > b} =P H/a XSH{UP>s}dBS

< e ?E

Fakt 4.22
Dla X, X, € L? ([a,}],B),

loc
b
/ X, — X7|2ds % 0
a

pociaga
b b
/ X"dBs —P / XodBs
a a

Dowdd. Z Lematu 4.21, dla dowolnych €,p > 0,

b b b
JP{ / X""dB; — / XodBs / X" — XdBs
a a a

=

<]P b n 2 p
-~ (XS - Xs) dBS > p + g.

e
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Drugi sktadnik moze by¢ uczyniony dowolnie matym poprzez dobér p. Z
zalozenia pierwszy skladnik po prawej zbiega do zera dla dowolnej warto-
Sci p. O
Fakt 4.23

ky
Dla ciagltego procesu X € Lj,(B,[a,b]) i {t](n)}, . bedacym normalnym
]:

ciagiem podziatéw odcinka [a, b],

(1) (3(43) -5 (4)) =" [ .
Dowdd. Niech

jorl

X”(t) = i X (t](n)> 1 [t<n> t(") ) (i’)
j=1

Skoro X" jest procesem elementarnym,

ix (t](">) (B (t]@l) _p (t]gm)) _ /ab X" (s)dBs.
f

Z drugiej strony, z ciagtosci trajektorii X,

b
/ (X(s) — X"(s))*ds — 0.
a
Teza wynika po zastosowaniu Faktu 4.22. a

Fakt 4.24
Niech Y; = Yo+ (X - B); dla X € Ljoc(B, [4,b]) i EYp < 0. Jezeli Y; > 0, to
Y jest supermartyngatem.

Dowdd. Z definicji catki stochastycznej
ATy
Yt = lgn Yt/\Tn = Y() + lim XSdBS
n—oo

n—oo J,

dla ciagu czaséw zatrzymania 7, zadanego przez (4.11). Z lematu Fatou
tAT,
E[Y,] < lim E {YO + / Xsst} — EY,.
n—oo a

W szczegélnosci Y; jest calkowalna. Pokazemy, ze dla dowolnego s > 0 i
A€ Fs,
E[(Y; —Ys)La] <O0.

Skoro Y™ jest martyngatem
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E[(Yirs, — Ys)Lalig,>s1] = E[(Yian, — Ysas,)Lal{g,ss] = 0.

Skoro
th.'n — YS)1A1{7n>5} — (Yt — YS)ILA
oraz
Yt/\Tn - YS)HAH{T,,>5} Z _Ys/

gdzie ostatnia zmienne losowa jest catkowalna, to z lematu Fatou

0= li%lliolélf]E[(Yt/\Tn — YS)ILAIL{T,,>S}] Z ]E[(Yt - YS)I[A].

4.5 Zadania

Zadanie 4.1

Pokaz, ze P, | jest o-ciatem podzbioréw [a,b] x ). Uzasadnij, ze A € Py
wtedy i tylko wtedy, gdy A N ([a,t] x Q) € Bor|a, t] ® F; dla kazdego t €
a, b].

Zadanie 4.2

Uzasadnij, Ze jezeli X = (Xt);c[q) jest progresywnie mierzalny a ¢: R — R
jest funkcja borelowska, to proces ¢(X) = (¢(Xt));c(sp) jest progresywnie
mierzalny:.

Zadanie 4.3
Niech X,Y € L?([a,b], B). Pokaz, Ze

b b b
E {/ Xsst ° / YSdBS:| — / IE[X5YS]dS.
a a a

Zadanie 4.4
Oblicz ) ;
E [/ BSdBS-/ Bgst]

0 0
Zadanie 4.5
Oblicz t

E [Bs / B, dBu].

0

Zadanie 4.6

Znajdz jawna postac fol Lyp,—o} dBs.

Zadanie 4.7
Niech f € L?[a,b] Znajdz rozktad zmiennej losowej | ab f(s) dBs.
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Zadanie 4.8
Niech Z = fol 1¢p,>0y4Bs. Oblicz E[Z] oraz Var|Z].

Zadanie 4.9
Niech X € L?([a,b], B) a A bedzie F,-mierzalna, ograniczona zmienna lo-
sowa. Pokaz, ze (AXt)e(ap] € L%([a, b], B) oraz, ze

b b
/ AX, dB. :A/ X, dB,.
a a

Zadanie 4.10
Niech Y; = fot e’ dBs oraz Z; = fot Y; dBs. Oblicz E[Z;], IE[th] oraz E[Z;Z;].

Zadanie 4.11
Uzasadnij wzor na catkowanie przez czesci: dla ciaglej f: R — R o skon-
czonym wahaniu

b b
|| F()aB. = f()By — fla)Ba— | B.df(s).

Zadanie 4.12
Niech Y; = *B; — fot Bs3s? ds. Pokaz, ze proces Y = (Yt)te[o,oo) jest ciaglym
martyngalem catkowalnym z kwadratem. Znajdz (Y).



5
Stochastyczny rachunek catkowy

5.1 Pierwszy wzor It

Zanim zobaczymy pierwsze powazne zastosowania calki stochastycznej
bedziemy musieli nieco doktadniej zrozumieé proces catki stochastycznej
wzgledem ruchu Browna. Zbadamy zwiazki z procesami X, ktére sa funk-
c¢ja ruchu Browna, dokladniej X; = f(B;) dla dostatecznie gtadkiej funkgiji f.
Przy wzglednie niewielkim wysitku udowodnimy pierwszy wzor Itd. Sta-
nowi on stochastyczny odpowiednik zasadniczego twierdzenia rachunku
rézniczkowego i catkowego.

Lemat 5.1
Niech f: R — R bedzie funkcja ciagla. Dla t > 0 oraz normalnego ciagu

podziatéw {t](Cn)}kn:O odcinka [0, t] zachodzi zbieznos¢

ky—1
Z f ( ) ABt” / f(Bs)d (5.1)
k=0
Przed przejsciem do dowodu zauwazmy, ze dla f(x) = 1 teza Lematu 5.1
zapisuje sie jako
ky,—1 2 P t
Y (8By,) =¥ By =t= [ f(B.)ds
k=0
gdzie zbiezno$¢ wedtug prawdopodobieristwa wynika z Twierdzenia 3.31.

Dowdd. Zat6zmy najpierw, ze f jest funkcja ograniczona. Niech proces F
bedzie zadany przez

B0 (5) se[0A)

Woéwczas z twierdzenia o zbieznoSci ograniczone;j,
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/0 CE0) g _ypw /0 ' f(B.) ds. (5.2)

Z drugiej strony

B (o) (o) — [0 51 (3) (o))

jest zbiezne w L2 do zera. Istotnie, korzystajac z tego, ze

2
E {(AB@ — At } —0
mozemy uproscic

’ [(Zf (%) (<AB%)Z“3))>1 -
E k}g f (Bti,@)z <<ABtZ>2 - At,ﬁ’”)z] .

2
Skorzystamy teraz z oszacowania f (Bt(”)) < sup,cg |f (x)|> = C oraz
k
(n)

1’1 . P . o .
tego, ze tk 2 ) (wyraz mieszany we wzorze skréconego mnozenia jest
ujemny) aby powstze wyrazenie oszacowac z gory przez

kn—1

y (ABtZ)4 + (Atf{"))z

k=0

CE < Ct (1EB;*+1) max 1 — M) 0.

k+1

Uzasadniona wilasnie zbieznoéé do 0 w L!, a co za tym idzie zbieznosé
wedtug prawdopodobieristwa w potaczeniu z (5.2) dowodzi tezy dla ogra-
niczonej funkcji f.

Niech teraz f bedzie dowolna funkcja ciagla. Dla K > 0 niech 1x =
inf{s >0 : Bs ¢ (—K,K)}, Mg = sup,c[_g g f(x) oraz fx(x) = f(x) A M.

Na zbiorze {tx > t},
/ f dS / fK Bs

kn—1 ky,—1

£ () (s, )= e (5 (om )

oraz
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Korzystajac zatem z oszacowania

5)ds — 2 f( ) (AB%)Z >(5] <
(B) ds—knz1 fK( ) (AB%)Z

>0

+ Pre < t]

mozemy powotaé sie na pierwsza czes¢ dowodu aby stwierdzi¢, ze pierw-
szy skladnik bedzie zbiegal do zera przy n — co. Druki z kolei mozemy
uczyni¢ dowolnie matym wybierajac duze K > 0. O

Przy pomocy udowodnionego witasnie lematu udowodnimy zapowia-
dany stochastyczny odpowiednik zasadniczego twierdzenia rachunku réz-
niczkowego i catkowego. Przypomnijmy, ze w klasycznej wersji, dla funkcji
f rézniczkowalnej w sposob ciagty na odcinku (a,b),

= /ab f'(s)ds

W stochastycznym odpowiedniku tego rezultatu pojawia sie dodatkowy
sktadnik.

Twierdzenie 5.2 (Pierwszy wzoér 1t0)

Niech f: R — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna w spo-
s6b ciagly. Wéwczas z prawdopodobieristwem jeden dla wszystkich
t€10,b],

£B) —£0) = [ £ BB+ [ F(Bas

Zauwazmy, ze dla rézniczkowalnej w sposoéb ciagty f, proces X; = f'(By)
lezy w L? (B), wiec catka fot f'(Bs)dBs jest dobrze okreslona.

Dowdd. Zat6zmy najpierw, ze E [ fob f' (BS)st] < oo. Skorzystamy z mo-
dutu ciagtosci f” zadanego dla M, é > 0 przez

w(é, M) = sup ) = ()l

xye[—M,M], |x—y|<é

Ze wzoru Taylora, dla x,y € [-M,M] i |x —y| <,

Fu) = £ = F )y =) = 2f" () (x = y)?| < w(6, M)(y — x)>
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Ustalmy ¢t € [0,b] i normalny ciag podzial(’)w{tlgn)}k”:O odcinka [0,¢]. Dla
6p = maxj<k<k, |By, — By ,| oraz Mp = sup,.(y  |Bs| mamy

kn—1 k,—1
57 () s (o) - B (2 (452.)
kn—1

1 1/ 2
— P zf (Bt}({n)) (ABtZ+1> '

2
< Z/U(éB,MB) Z (ABtZ+1> .
k=0

Zauwazmy, ze pierwsza suma to f(B;) — f(Bp). Druga i trzecia suma sa
zbiezne wedlug prawdopodobieristwa do fot f'(Bs)dBs i %fot f"(Bs)ds od-
powiednio. Ostatnia suma zbiega wedlug prawdopodobienistwa do t. Do-
datkowo z ciaglosci trajektorii B, 6p — 0 pw przy n — oco. To pokazuje
stusznos¢ postulowanego wzoru dla ustalonego t € [0,b]. Implikuje to, ze
proces f(Bt) — f(Bp) jest modyfikacja procesu fot f(Bs)dBs + 3 fot f"(Bs)ds.
Skoro oba te procesy sa ciaglte, to musza by¢ one nierozréznialne.

Niech teraz f bedzie dowolna. Dla ustalonego n niech f bedzie funkcja
rézniczkowalna w sposob ciagly taka, ze f,(s) = f(s) dla |s| < n oraz
sup,cg |fn(s)| < co.Dla T, =inf{s >0 : |Bs| > n},

[ pmaan = [ s,
= fu(Binz,) — fa(Bo) — /0 " fr(By)ds

Ty /Nt

= f(Birr,) — f(Bo) — f"(Bs)ds.

0
Przechodzac z n — co otrzymujemy teze. O

Przyklad 5.3
Niech f(x) = %xz. Stosujac pierwszy wzoér Itd otrzymujemy znana nam z
rodziatu pierwszego reprezentacje

1 : 1
B} :/0 BudB, + ot

5.2 Proces Ito

Calki stochastyczne, jako ciagte martyngaty, sa bardzo wygodne w analizie.
Wielokrotnie przy analizowaniu procesu X kluczem do sukcesu jest znale-
zienie reprezentacji X w terminach catek. Zajmiemy sie teraz problemem
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wyznaczania takiej reprezentacji. Przez Ll . (B) bedziemy oznaczali prze-
strzen progresywnie mierzalnych proceséw F = (F;)icr, dla ktérych

b
PU |Ps|ds<oo}:1
0

dla kazdego b > 0. Woéwczas proces

/ Fods, te[0,c0)

jest dobrze okreslonym, ciaglym procesem adaptowalnym.

Fakt 5.4
Dla F € L} (B), proces X; = fot F; ds z prawdopodobienistwem jeden ma
ograniczone wahania na kazdym ograniczonym przedziale.

Dowéd. Ustalmy b > 0. Istotnie, dla kazdego podziatu {t}}_, odcinka [0, b]
mamy

te+1 te
Z|Ath| = 2 Fods— [ Fods
= 0
n=l| ch+1 n-l et+1 b
~Y || Ras| <Y [T IRlds < [ |R|ds
k=0 1/t k=07t 0

Stad Wahyg ;) X < oo p.w. dla kazdego b > 0. Biorac przekrdj po wszystkich
b € IN otrzymujemy

1 = lim P[Wahjy ;X < co] = P[Vb € IN Wahg ;) X < oo

b—o0

co stanowi nasza teze. a

Definicja 5 5
Dla G € L? (B)iF € L}, (B) proces X = (X;)tcRr, postaci

t t
X; = Xo + /0 Fods + /0 Gs dBs, (5.3)

gdzie Xy € Fp nazywamy procesem Ito. Méwimy wtedy, ze X posiada
rézniczke stochastyczng postaci

dX; = Fdt + GdB;.
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Przyklad 5.6
Mozemy zapisac

t t
Bi=0+ [ 0ds+ [ 1dB.
0 0
Ruch Browna jest zatem procesem [to z F =0i G = 1.
Przyklad 5.7

Skoro (B« B); = %Btz — %t, to (Bf),;gm jest procesem Itd z reprezentacja

t t
B%:/O 1ds—|—/0 2B, dBs.

Dla procesu Itd postaci

t t
Xt:XOJF/ Fsds+/ G. dB.,
0 0

drugi skladnik stanowi ciagly martyngal. Pierwszy za$ z Faktu 5.4 ma
ograniczone wahanie. Mozna pokaza¢, ze implikuje to jednoznacznosc¢
reprezentacji procesu Itd (patrz Zadanie 5.15). W istocie drugi skladnik
wzoru (5.3) stanowi cze$¢ martyngatowa procesu X. W tym duchu roz-
szerzymy definicje nawiasu skosnego.

Definicja 5.8
Niech X bedzie procesem Itd6 postaci (5.3). Przez (X) oznacza¢ be-
dziemy niemalejacy proces zadany wzorem

t
(X); = / G2ds.
0

Zauwazmy, ze dla procesu Itd X postaci (5.3) , proces (X) réwniez jest
procesem Itd. Przyjmuje on rézniczke stochastyczna

d(X)s = G2ds.

Przyklad 5.9

Rozwazmy proces f(B) = (f(B:)):er,, gdzie f jest dwukrotnie rézniczko-
walna w sposoéb ciagly na R. Ze wzoru Itd (Twierdzenie 5.2) wnioskujemy,
ze f(B) jest procesem Itd o r6zniczce stochastycznej

df(B:) = f'(B:)dB; + %f”(Bt)dt.

Dodatkowo

d(f(B)): = f'(By)*dt.
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Fakt 5.10
Dla procesu Itd X = (X;)ter,, dowolnego t > 0 oraz normalnego ciagu

{t,’;}',i”:l podziatéw odcinka [0, t| zachodzi

kn—1
2 _,P
Y (X = Xpp)* =7 (X
k=0
Dowdd. Pozostawiamy jako Zadanie 5.11 O

Dla procesu Itd X, jego rézniczka stochastyczna dX; = Fidt + GdB; su-
geruje, ze
XH—h — Xt =~ Fh+ Gt(Bt+h — Bt)

To z kolei sprawia, ze w naturalny sposéb nasuwa sie kandydat na catke
stochastyczna wzgledem procesu X.

Definicja 5.11
Dla proceséw Ito X, Y, definiujemy catke stochastyczna z Y wzgledem
X poprzez

t t t
(Y * X)t = / YSdXS = / YsFSdS + / YsGsst,
0 0 0

dlat > 0.

Nalezy sie teraz upewni¢, ze zdefiniowany przez nas byt fot YsdXs rze-
czywiscie jest granica odpowiednich sum Riemannowskich. Niech Y bedzie
procesem Itd. Rozwazmy Y" jest ciag procesow elementarnych postaci

n
Ytl/l = Z Ytk :[L [tZ,t}CI+1),
k=0

gdzie {tZ}’,i”:O jest normalnym ciagiem podziatéw odcinka [0, b]. Wéwczas
Y — Y;. Skoro Y}, jest F;, mierzalna,

b b b
/ YidX, = / Y.F.ds + / Y,GodBs —
0 0 0

n trt1 trt1 n
= Z Ytk / Fst + / YthsdBS = Z Ytk<th+1 — th).
k=0 b k=0

tr

Z twierdzenia o zbiezno$ci ograniczonej

b b
/ Y Fods — / Y,Eds.
0 0
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Odwotujac sie do twierdzenie o zbieznosci ograniczonej po raz kolejny
b
/ Y — Y, |2G2ds — 0.
0
Fakt 4.22 pociaga, ze

b b
/ Y GydBs —" / Y.GedBs.
0 0

5.3 Drugi wzor It6

Kluczowym zjawiskiem dla teorii catki stochastycznej jest to, ze gtadkie od-
wzorowania procesOw Itd sa procesami [t6. Zanim sformulujemy pierwsze
reguly rozkazmy nastepujacy przyklad.

Przyklad 5.12
Niech f: [0,00) — R bedzie funkcja ciagta. Wowczas

t
xt:/o fsds

jest rézniczkowalna w sposéb ciagly funkcia zmiennej ¢, taka, ze x} = f;.
Jezeli ¢: R — R jest r6zniczkowalna, to

o) — o) = [ 5 (o)) ds = [ xiof () ds = [ figl(x) s

Zobaczymy teraz jak wyglada stochastyczny odpowiednik powyzszej re-
guly.

Twierdzenie 5.13 (Formuta It6 dla jednej zmiennej)
Niech X = (X;)icr, bedzie procesem It6. Dla dwukrotnie r6zniczko-
walnej ¢: R — R zachodzi

1
dp(X:) = ¢'(Xs)dXs + EG"”(XS) d(X)s.
Z Twierdzenia 5.13 wynika, ze dla kazdego procesu Ito Y,
b b , 1 b g
/ stgo(Xs) — / quo (XS)dXS + E/ qu) (Xs) d<X>S.
a a a

Jezeli X ma rézniczke stochastyczna postaci

dXt — PS dS + GS st.
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to wzér z powyzszego twierdzenia rozpisuje sie jawnie jako

t 1 t
p(X0) = 9(X0) + || ¢/ (X + 59" (X)G2ds + [ ¢/(X;) GedB..

Do dowodu powyzszego Twierdzenia 5.13 bedzie nam potrzebny ponizszy
lemat.

Lemat 5.14

Ustalmy t > 0. Zal6zmy, ze

(i) miary p, na odcinku [0, t] zbiegaja stabo do pieo;

(i1){gn} jest ciagiem wspdlnie ograniczonych funkgji takich, ze dla s, — s,
gn(sn) = &(s) .

Woéwczas

[ 8u©)nlds) [ g()peo(as)

Dowdd. Bez zmieszania ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze miary p, sa proba-
bilistyczne. Istnieja zmienne losowe X, ~ u, takie, ze X;, — Xe p.w. Z
zatozenia na funkcje {g,}, n(Xn) — g(X). Teza wynika z twierdzenia o
zbiezno$ci ograniczone;j. O
Dowdd Twierdzenia 5.13. Rozwazajac czas zatrzymania 7y = inf{s > 0 :
| Xs| > Mlub [(X)s > M} mozemy bez zmniejszania og6lnosci zatozy¢,
ze | X¢|, |{X)¢] < M. Z twierdzenia o wartosci $redniej dla a < b istnieje
c(a,b) € (a,b) takie, ze
1
f(b) = f(a) = (b—a)f'(a) + 5(b — a)*f"(c(a,D)).

Rozpisujac réznice w sume teleskopowa i stosujac powyzszy wzoér otrzy-
mujemy

k,—1 kn—1
SO0~ f0X0) = T (i) (8%0) + 5 T GHOX,P,
=0 —

gdzie G} = f"(c(X4,,,, Xt,)). Wystarczy pokazac, ze

ky,—1

L GLax,)? JAC SLIeN

Niech
A? = Z (Ath)z-

0§k<kn, tk+1 SS

Rozwazmy kawatkami staly proces H" taki, ze HY = G} dla s € [y, ty41).
Wowczas
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k,—1 ¢
Y GIHAXy,)? :/ HIdA”.
k=0 0

Zbieznos¢ , t
| Hraar = [ (x0a(x),
0 0

wynika z Lematu 5.14. Istotnie, ciagtos¢ f” implikuje H!! — " (Xsnt) p-w.
jednostajnie dla s € [0,t]. Z Faktu 5.10, poprzez przejscie do podciagu, dla
prawie kazdej w,

Hn(@)[0,5] = A = peo(w)[0, 5] = (X)s.

5.4 Calkowanie przez czesci

Zbadamy teraz jak reprezentuje sie rézniczka stochastyczna dX;Y; dla
dwoch proceséow Itd. Rezultat bedzie dany wzorem na catkowanie przez
czedci. Zaczniemy jednak od prostego przykiadu.

Przyklad 5.15
W sytuacji, gdzie X = Y = B, r6zniczka stochastyczna dX;Y; wynika z

Twierdzenia 5.2 zastosowanego do funkgji f(x) = x2,

dX;Y; = dB? = dt + 2B;dB;.
Przyklad 5.16
Sprawdzimy bezposrednim rachunkiem jaka jest rézniczka dtB;. Dla usta-

lonego t > 0 i normalnego ciagu {tk}i”zo podziatéw odcinka [0, t|, na mocy
wzoru (3.7) mamy

kn—1 ky,—1 ky,—1 ky,—1
tBr = Y A(tyBity) = Y ByAte+ Y tABy + Y AfABy,.
k=0 k=0 k=0 k=0

Pierwsze dwa skiadniki maja granice w postaci catek
k,—1 ¢
nlglgo Z Bt Aty = /0 Bsds
k=0
oraz
ky—1

t
lim Y tABy, = | sdB.
k=0 0

n—oo

Modut trzeciego skfadnika mozemy oszacowac z gory przez fmax ABy |
ktore jest zbiezne do zera dzieki ciaglosci trajektorii B. PokazaliSmy wta-
$nie, ze

dtB; = Bsdt + tdB;.
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W analogii do Definicji 5.11 rozszerzymy definicje nawiasu sko$nego do
procesow Itd.

Definicja 5.17
Dla proceséw Itd dX; = Fidt + GdB; oraz dY; = E;dt 4+ H;dB; definiu-
jemy proces nawiaséw skosnych (X, Y) proceséw X i Y wzorem

t
<X, Y>t = / GsHst.
0

W powyzszej definicji wazne jest, ze oba procesy maja w swoich réznicz-
kach stochastycznych ten sam ruch Browna. Sytuacje gdy procesy Itd sa
niesione przez rozne ruchy Browna bedziemy badali w rozdziale 8.

Twierdzenie 5.18 (Wz6r na catkowanie przez czesci)
Dla proceséw Ité X i Y zachodzi

AX:Y: = YidX; + XedYy + d(X, Y )y

Dowdd. ... O

Wyraz fot G¢H:dt pojawiajacy sie na koricu wzoru na catkowanie przez
cze$ci bedzie nas przes§ladowat w wielu tego typu wzorach. Wprowadzimy
na niego specjalne oznaczenie.

5.5 Trzeci wzor Itd

Prostota Twierdzenia 5.13 niesie ze soba jednak pewne ograniczenia. Po-
trzebna nam bedzie jego dwuwymiarowa wersja.

Twierdzenie 5.19 (Formuta Itd dla dwoch zmiennych)
Niech X = (Xj)ter, oraz Y = (Yi)ter, beda procesami Itd a ¢: R x
R — R funkcja zmiennych (x,y) dwukrotnie rézniczkowalna. Zachodzi

0 10%¢
do(X, Yr) =$¢(Xt, Yy )dX: + qu)(xt, Yy)d(X):
b) 102
+ 5y X DAY + 550X, Y)(Y),
2

0
aF mﬁo(xt, Yt)d<X; Y>t
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Dowdd. ... 0

Twierdzenie 5.13 wynika z Twierdzenia 5.19. Szczegétowy dowdd przed-
stawimy w rozdziale ??

Przyklad 5.20
Powyzsze twierdzenie dla X = Bi Y; = t daje
‘o 10%¢
(p(tBt 00+/ q) 2ﬁtBtd+/ tBtst

Co dla ¢(t,x) = e!/?sin(x) daje
t
e!/2 sin(By) :/ /2 cos(Bs) dBs.
0

Oznacza to w szczegdlnosci, ze (e'/2sin(By)) jest martyngatem.

te[0,00)

5.6 Zadania

Zadanie 5.1

Pokaz, ze P, ;) jest o-cialem podzbioréw [a, b] X (). Uzasadnij, ze A € P
wtedy i tylko wtedy, gdy A N ([a,t] x Q) € Bor|a, t] @ F; dla kazdego t €
a, b].

Zadanie 5.2

Uzasadnij, ze jezeli X = (Xt);¢[q,p) jest progresywnie mierzalny a ¢: R — R
jest funkcja borelowska, to proces ¢(X) = (¢(Xt))sc(sp) jest progresywnie
mierzalny.

Zadanie 5.3
Niech X,Y € L?([a,b], B). Pokaz, ze

b b b
E [ / XsdBs - / YSdBS} — / E[XY,]ds.
a a a

Zadanie 5.4
Oblicz

2 3
]EV Bsst-/ Bgst]
0 0
t
IE[BS / BudBu].
0

Zadanie 5.5
Oblicz
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Zadanie 5.6
Znajdz jawna postaé fol 1y, —o} dBs.

Zadanie 5.7
Niech f € L2[a, b] Znajdz rozklad zmiennej losowej | ab f(s) dBs.

Zadanie 5.8
Niech Z = fol L{p,>0y4Bs. Oblicz E[Z] oraz Var[Z].

Zadanie 5.9
Niech X € L?([a,b], B) a A bedzie F,-mierzalna, ograniczona zmienna lo-
sowa. Pokaz, ze (AXt)sc[ap € L%([a,b], B) oraz, ze

b b
/ AX, dB. :A/ X, dB,.
a a

Zadanie 5.10
Niech Y; = [, ¢%dBs oraz Z; = [, Y, dB. Oblicz [E[Z;], E[Z?] oraz E[Z:Zs).

Zadanie 5.11
Pokaz, ze dla procesu Itd X = (X;):cRr,, dowolnego t > 0 oraz normalnego

ciagu {tZ}’,E”Zl podziatéw odcinka [0, t| zachodzi

kn—1

2 P
kzo (Xt]r(l+1 — th) — <X>t

Zadanie 5.12
Uzasadnij wzor na catkowanie przez czesci: dla ciaglej f: R — R o skon-
czonym wahaniu

b b
| F()aB. = f(©)By — fla)Ba— [ B.df(s).

Zadanie 5.13
Niech Y; = *B; — fot Bs3s? ds. Pokaz, ze proces Y = (Yt)te[o,oo) jest ciaglym
martyngatem catkowalnym z kwadratem. Znajdz (Y).

Zadanie 5.14
Niech x(t) = fot f(s)ds dla f € L'[0,b]. Pokaz, ze funkcja x ma ograniczone
wahanie na [0, b].

Zadanie 5.15
Uzasadnij, Ze reprezentacja procesu It jest jednoznaczna: Jezeli dla F!, F?, G!, G? €
L%([0,b], B) zachodzi
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t t t t
/Fslder/ ngBS:/ P3d5+/ G2 dB,
0 0 0 0

to F! = F? oraz G! = G2
Zadanie 5.16

Pokaz, ze proces Itd

t t
0 0

jest martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy F = 0.

Zadanie 5.17
Pokaz, ze

t 2
Xt — / E_BS dBS
0

jest martyngalem catkowalnym z kwadratem. Czy jest on jednostajnie cal-
kowalny?

Zadanie 5.18
Niech ¢ € L2[0,0). Pokaz, Ze

Y = exp {/Otg(s) dBs — /Otg(s)2 ds}

jest jednostajnie catkowalnym martyngatem.

Zadanie 5.19
Pokaz, ze dla a,b > 0 proces X; = (b — B¢)(a + B¢) + t jest procesem Ito.

Zadanie 5.20
Pokaz, ze
2
M; = (Bt + t)e_Bf_t/z

jest procesem It6. Wywnioskuj, ze jest on martyngalem.

Zadanie 5.21
Pokaz, ze dla 6 > 0,

t
/ (fBs—6%5/2 gp

(eE)B,fGZt/Z . 1) '
0

| =

Zadanie 5.22

Niech B = (Bt);c04) bedzie ruchem Browna a dla a,b > 0, T bedzie
czasem wyjécia B z odcinka (—a,b), tj. T = inf{s > 0 : Bs ¢ (—a,b)}.
Znajdz [, B dt].
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Zadanie 5.23
Niech

t 1
Y, = tBt—/ Bods, Z;= exp{Yt— 6t3}.
0
Pokaz, ze Z = (Zt)c[o,00) jest martyngatem.

Zadanie 5.24
Pokaz, ze

t
M; = eMB; — A/ ¢ B ds
0

jest martyngatem catkowalnym z kwadratem. Wyznacz (M). Pokaz, ze

Zi = exp {M,} - %(emt - 1)}

jest martyngatem.

Zadanie 5.25
Niech B bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; =
Bt spelnia

1
dX; = EXtdt + XdB;.

Zadanie 5.26
Niech B bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Proces Ornsteina-Uhlenbecka
U definiujemy jako rozwiazanie stochastycznego réwnania rézniczkowego

dllt = —)\utdt + (TdBt
Uo = x,

gdzie x,A,c € R. ZnajdZ jawna posta¢ procesu U. Wyznacz EU; oraz
Var([Uy].

Zadanie 5.27
Niech U bedzie procesem Ornsteina-Uhlenbecka a Y; = Utz Znajdz stocha-
styczne réwnanie rézniczkowe, ktére rozwiazuje Y.

Zadanie 5.28
Niech G bedzie dany jest przez stochastyczne réwnanie rézniczkowe

th = “I/thdt—i‘O'Gt
Go=1.

Dla jakiej liczby rzeczywistej a proces (G );c[,0) jest martyngalem? Niech
T =1inf{t : Gt ¢ (1/2,2)}. Znajdz P|G, = 2].
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Zadanie 5.29
Niech B bedzie dwuwymiarowym ruchem Browna. Dla v € R rozwazmy
dwuwymiarowe stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dX; = YidBy (1)
dY: = vYidt + Ytde(t)
onx,Y0:y>0.

Znajdz jawna posta¢ X i Y. Czy X jest martyngalem? ZnajdZz EX; oraz
Vﬂi’[Xt].

Zadanie 5.30

Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; =
AB; réwniez jest n-wymiarowym ruchem Browna dla dowolnej macierzy
ortogonalnej A (tj. AA* = Id).

Zadanie 5.31
Niech B = (By, B;) bedzie dwuwymiarowym ruchem Browna. Wiemy juz,
ze proces My = By (t)B;(t) jest martyngatem. Wyznacz (M);.

Zadanie 5.32
Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; =
|B(t)]|? spelnia

dX; = ndt + B(t)dB(t).

Zadanie 5.33
Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna a T momentem jego pierw-
szego wyjscia z kuli o promieniu ¥ > 0, tj. T = inf{t > 0 : ||B(¢)|| > r}.
Znajdz E|1].

Zadanie 5.34

Niech B bedzie n-wymierowym ruchem Browna a A € Bor(R") zbiorem
o skoniczonej i dodatniej mierze Lebesgue’a. Oznaczmy przez S, losowy
zbiér chwil, w ktérych B trafia w zbiér A, tj.

Salw) = {t : Bi(w) € AY.

Wéwczas z mierzalnosci B i twierdzenia Fubiniego miara Lebesguea A(Sy)
powyzszego zbioru jest zmienna losowa, ktéra reprezentuje czas jaki ruch
Browna spedzit w zbiorze A. Pokaz, ze

0 n<?2
IE[A(SA)]Z{ L T(n/2-1) [, |lx|>"dx n>2,"

27n/2

gdzie T'(a) = [, x* e ¥dx.
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Stochastyczne r6wnania rézniczkowe

Wréémy do Pytania 1.2 postawionego na samym poczatku wykladu. Szu-
kamy procesu G = (Gt)e(o,00) Spetniajacego dla matych i > 0

Gian—Gr = uGi-h+ oGy - (Bt+h — Bt).

Wykorzystujac zgromadzony aparat jesteSmy w stanie zinterpretowac¢ G
jako rozwiazanie stochastycznego réwnania catkowego

t t
Gt:GoJr/ yGSder/ 0Gs dBs.
0 0

Tego typu réwnania bedziemy zapisywali w skréconej formie rézniczkowe;j.

Definicja 6.1
Powiemy, ze proces X = (Xt);e(op] € L%(B,F) rozwiazuje stochastyczne
réwnanie rozniczkowe
dXt = ]l(t, Xt)dt + U'(t, Xt)dBt,
Xﬂ — 7]/ 17 S ]:a/

jezeli dla wszystkich t € [a,00),

t t
X =1 +/ u(s, Xs)ds +/ o (s, Xs)dBs.
a a

Uwaga 6.2
Formula Itd zapisuje sie wygodnie przy pomocy rézniczki stochastycznej.
Jezeli X spelnia

dX; = Frdt + Gy dB;

a przykltadowo ¢: R x R — R jest klasy C?, to
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1
do(t, X)) = <(Pt(t/ Xi) + @x(t, Xi)F + qu)xx(t/ Xt)Gtz> dt + @« (t, X;)GdB.

Przyklad 6.3
Korzystajac z powyzszej uwagi sprawdzimy, ze proces X; =

1Bt spelnia

1 1
aXi = — Xidt + ——dB;,
t Pt +t—|—1 t

Xy = 0.

Rzeczywiscie, dla ¢(t, x) = ;X mamy

1 X 1
Pi(t,X) + 5 Pua(t, x) = RES T 7t x)

Q)x(t, X) = t—|——1

Stosujac wzor z Uwagi 6.2 otrzymujemy teze.

Stochastyczne réwnanie rézniczkowe, ktére spetnia proces G = (Gt )¢ [0,c0)
zapisuje sie jako
dGy = uGydt + oG dBy. (6.1)

Jednym z bardziej naiwnych (acz wyjatkowo skutecznym) sposobem roz-
wiazywania tego typu réwnan jest szukanie rozwiazania postaci Gy =
¢(t, Bt). Mamy

1
dq)(t, Bt) = (qot(t, Bt) + Eq)xx(t, Bt)) dt + (px(t, Bt)dBt

Jezeli wiec ¢ bedzie spelniala deterministyczne réwnanie rézniczkowe
czastkowe

1
Ho(t,x) = gi(t,x) + 5 e, X)

to
d(p(t, Bt) = ]J(P(t, Bt)dt + U'(P(t, Bt)dBt

Wtedy istotnie G; = ¢(f, By) spelnia (6.1). Z drugiego réwnania na ¢ otrzy-
mujemy, dla pewnej funkgji c: R — R,

@(t,x) =c(t)e”™

co po wstawieniu do pierwszego réwnania daje i uproszczeniu daje
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Oznacza to, ze

Podsumowujac proces

0.2
Gt:GO'eXp{(‘Z/l—?)t—FO’Bt}

spelnia (6.1). Proces G nazywamy geometrycznym ruchem Browna. Podobnie
jak w przypadku klasycznych réwnan rézniczkowych w naturalny sposéb
powstaje pytanie o istnienie i jedyno$¢ rozwiazania.

Twierdzenie 6.4
Zal6zmy, ze 1 jest Fp mierzalna zmienna losowa catkowalna z kwadra-
tem oraz, ze dla pewnych statych M, L,

| (x, )] < M(1+ |x]) o (x, )] < M(1+ |x])
| (x, t) — p(y, t)| < L{x —y| o (x, t) —o(y, )| < L|x -y

dla t € [0,b] oraz x € R. Wéwczas istnieje X € L?([0,b], B) dla ktérego

t t
Xi=1 +/ u(s, Xs)ds +/ o (s, Xs)dBs. (6.2)
0 0

Dodatkowo taki proces jest jedyny. Dokladniej, jezeli X' € L?([0, b], B)
réwniez spetnia powyzsze réwnanie, to X i X’ sa nierozr6znialne.

Przyklad 6.5
Dla (s, x) = 0 oraz p(s, x) = x? otrzymujemy réwnanie R6zniczkowe zwy-
czajne

dX; = X?dt.
Mimo, ze zalozenia Twierdzenia 6.4 nie sa spelnione, to powyzsze réwna-
nie ma jedyne rozwiazanie postaci

1
X = —, te[0,1).
W szczego6lnosci nie ma procesu spelniajacego powyzsze réwnanie na prze-
dziale wiekszym niz [0,1).

Dowéd Twierdzenia 6.4 przebiega bardzo podobnie do dowodu jedyno-
Sci rozwiazan deterministycznych réwnan rézniczkowych. Skorzystamy z
klasycznego lematu.
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Lemat 6.6 (Lemat Gronwalla)

Zat6zmy, ze v i w sa nieujemnymi funkcjami okreslonymi na przedziale
[a, b] takimi, Ze w jest catkowalna a v jest ograniczona i mierzalna. Jezeli dla
pewnej statej ¢ > 0 zachodzi

o(t) <c+ /atv(s)w(s)ds, t € la,b],

to

o(t) < cexp {/ﬂtw(s)ds}, t € [a,b).

Dowdd. Rozwazmy funkcje

Woéwczas
fl(x) = (v(x) - /axU(S)TU(S)dS) w(x)e” Ja w(s)ds cw(x)e” Ji w(s)ds

Catkujac obustronnie po x € [a,t] otrzymujemy

f(t)=f()— f(a) < /atcw(x)e_ Jo wedsgy — ¢ cexp {— /atw(s)ds}

Mozemy wywnioskowac¢, ze

o(t) <c+ tv(s)w(s)ds =c+ f(t)e s w(s)ds < cexp {/atw(s)ds} .

Dowdd Twierdzenia 6.4. Zal6zmy dla uproszczenia, ze a = 0. Rozwazmy ciag
proceséw X" zadany rekurencyjnie przez X = 7,

t t
X = ;7+/0 u(s, Xf)ds+/() o(s, X! )dBs. (6.3)

Pokazemy, ze trajektorie X" zbiegaja jednostajnie na [0, b]. Granica bedzie
szukanym rozwiazaniem. Zaczniemy do indukcyjnego pokazania nieréw-
nosci

( Rt)n+1

E (n+1)!

sup |X{ — X{™|?
s€[0,¢]

< (6.4)

dla pewnej statej R i wszystkich t € [0,b]. Dla n = 0, korzystajac z (« +
B)? < 2a? + 2f% mozemy napisad
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2

+2 sup
s€[0,f]

2
’ 2

/Osﬂ(x,ﬂ)dx

/ o(x,n)dBy
0

sup |7 — X2|* <2 sup
s€[04] s€[04]

Z zatozonego oszacowania na p(x,1) pierwsza catke szacujemy przez

2 ; 2
[ o] <2 ([ utsmlds) <2 fy)2

2 sup
s€[0,¢]

Stosujac nieréwnos$é maksymalna Dooba do drugiego sktadnika a nastepnie
korzystajac z zalozonych oszacowan na funkcje o otrzymujemy

'/Ot o(x,1)dBy 2]

t
= 8/ o(x,n)%dx < 8tM%(1 + |n])%
0

E

2 sup /U(X,U)de
0

s€[0,b]

2
]§2-4]E

Laczac powyzsze szacowania otrzymujemy
sup |7 — X22| <2M?2(1+ |y|)* + 8tM>*(1 + |y])* < Rt
s€[0,b]
dla R = 2M?bE [(1+ |5])?] + 8tM2E [(1 + |5])?] < R. To pokazuje stusz-
nos¢ (6.4) dla n = 0. Przypuéémy, ze (6.4) zachodzi dla n — 1 dla pewnego
n > 1. Wowczas

s 2
sup [X2 = X212 <2 sup | [ (e, X2T) = pu(x, X
se[0,4] sefo,4] 170
¢ 2
+2 sup / o(x, XPY — o(x, X")dB,
s€[0,¢]

Stosujac nieréwnos$¢ Jensena oraz zatozone oszacowania na y otrzymujemy

2
dx

s 2 t
[l X = e x| <2 [ e, X271 = e, X2)
0 0

2 sup
s€[0,f]

2
dx.

t
< 2bL2/O ’XQ—l X"

Z drugim skladnikiem uporamy sie przy pomocy nieréwnosci maksymal-
nej Dooba

2

S
OF / o(x, XYY — o(x, X")dBy

sup
s€[0,t]

<81EU‘ ¥, X~ o(x, X

2 t
dx} < 8I2F [/ Xt - xz
0

2
dx} .
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Jezeli R > R + 2bL2 + 8L? to ostatecznie otrzymujemy

E | sup |X! - X2

s€[0,t]

t 2 t
< 2bL2E U Xt - xs dx} + 8L2E [/ Xt - xz
0 0

2 t (Rx)n B (Rt)n+1
dx}gR/o " dx—(n+1)!

2
dx}

t
< RE U X1 - xz
0

co dowodzi (6.4). Nieréwnos¢ Czebyszewa daje

(Rb>n+1

F (111!

sup |X;1 _ X?+1|2 < 22n

s€[0,b]

sup X — X't > 27| < 22"E
s€[0,b]

Skoro prawa strona tworzy wyrazy zbieznego szeregu, to z lematu Borela-
Cantelliego wnioskujemy, Ze

P

sup |X" — X"*1 > 27" dla nieskonczenie wielu n ] =0.
s€[0,b]

Stad z prawdopodobiefistwem jeden, dla dostatecznie duzych n,

sup |XI — Xt <27
s€[0,b]

a co za tym idzie ciag
okl ok
77+ ZXS+ _Xs :Xg
k=0

jest zbiezny jednostajnie na [0,b] do ciaglego procesu, ktory oznaczymy
przez X = (Xt);c[op)- Z jednostajnej zbieznosci mamy

sup |u(Xs, t) —u(Xi,t)| <L sup | Xy —XP| =0 pw.
te[0,b] te[0,b]

co pociaga
t t
/0 IM(S’ X?)ds — / ‘l/l(S, Xs)ds p.w.
0

Podobnie argumentujemy zbiezno$¢ skladnika z catka stochastyczna. Do-
kiadniej, skoro

sup |o(s,Xs) —0o(s,XY)| <L sup | Xs—XI!'|—0 pw.
s€[0,b) s€[0,b]



130 6 Stochastyczne réwnania rézniczkowe

CO wymusza
b
E {/ (s, X) — (s, Xs )2 ds] 0.
0
Z Wniosku 4.17

t t
/a(s,X?)st%/ (s, X;)dBs w L2(Q)).
0 0

Przechodzac z n — oo w (6.3) wynika, ze X jest rozwigzaniem (6.2). Poka-
zemy teraz jego jednoznacznos¢. Niech X’ spelnia

t t
X;i=1 +/ u(s, Xé)der/ o (s, X.)dBs.
0 0
Z. oszacowania

t
+ / o(s, X!) — (s, X' )dB
0

t
X=X < | [ s XD~ s X

oraz nieréwnosci maksymalnej zastosowanej do catki stochastycznej otrzy-
mujemy

s 2
E | sup |Xs — X.|?| <2E | sup /y(u,Xu)—y(u,X;)du ]
s€[0,4] sefo, 170
s 2
+2E | sup /a(u,Xu)—a(u,X;)dBu ]
sefo, 170

<2bE {/Ot |1 (u, X)) — p(u, X;)]zdu]
+ 8E Uot o (u, X,,) — o (u, X;)\zdu}
<I12(2b+8)E Uot X, —X;\zds} .
Oznacza to, ze funkcja

o(t) =E | sup |X; — X}|?

s€[0,¢]

spelnia v(t) < fot wo(s)ds, gdzie w = L?(2b + 8). Z Lematu 6.6 wynika
nierozréznialnos¢ X i X'. 0

Nastepny przyklad stanowi wstep do bardziej usystematyzowanych me-
tod. Czytelnik nie powinien by¢ zniechecony szarlatariskim charakterem
rachunkéw.
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Przyklad 6.7
Rozwazmy nastepujace zagadnienie

dX; = Xydt + dB;.

Stosujac naiwna metode szukania rozwiazania postaci X; = ¢(t, By) otrzy-
mujemy réwnania rézniczkowe na ¢ postaci

1
r(t,x) + 5 9xx(t,X) = (8, x)

ox(t,x) = 1.

Drugie réwnanie wymusza @y = 0, wiec pierwsze daje ¢(t,x) = c(x)e’.

Lecz taka funkcja nigdy nie spelni drugiego réwnania. Sprzecznos¢ po-
wyzszego ukladu sugeruje, ze rozwiazanie X; nie bedzie zwykla funkcja
zmiennych t i B;. Jak sie niebawem przekonamy X; bedzie zalezal od calej
trajektorii B na odcinku [0, t|. Zauwazmy, ze

dXy — Xidt = dBy.

Podczas analizowania lewej strony réwnania naturalnie nasuwa sie zasto-
sowanie metody czynnika catkujacego, ktéry w tym przypadku wynosi
ft = e . Stosujac wzor na catkowanie przez czesci

d(fiX¢) +d{f,X); = e 'dB;.
Skoro f jest deterministyczna, to (f, X); = 0, wiec powyzszy wzO0r uprasz-

cza sie do d(f;X;) = e 'dB;. Po odcatkowaniu na przedziale [0, t] daje

t
X; = Xoe! + /0 o' 5B,

6.1 Dyfuzje It6

Przejdziemy teraz do analizowania klasy stochastycznych réwnan réznicz-
kowych, w ktérych wspoélczynniki sa jednorodne w czasie. Okazuje sie, ze
rozwiazania takich réwnan posiadaja wlasnos¢ braku pamieci, co z kolei
sprawia, iz mozemy dobrze opisac ich strukture probabilistyczna.

Definicja 6.8
Dyfuzjq It6 nazywamy rozwiazanie stochastycznego réwnania réznicz-
kowego

dXt = “l/l(Xt)dt “F O'(Xt)dBt
Xo=1,
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gdzien € Fpipu,0: R — R sa lipschitzowskie, tj.dla pewnej dodatniej
statej L,

lp(x) = pW)[ + llo(x) =)l < Lilx =yl xy eR.
Dyfuzje Itd sa szczegdlnym przypadkiem procesu dyfuzji, ktére prze-
dyskutujemy w rozdziale ??.

Przyklad 6.9
Proces Ornsteina-Uhlenbecka zadany przez réwnanie

dX; = Xidt + dBy

oraz Xg = 0 jest przykladem dyfuzji It6. Jak pokazaliSmy w Przykla-
dzie 6.7, proces X zadaje sie jawnie przez

t
Xt - / €t_SdBS
0

Naszym pierwszym celem jest zbadanie struktury probabilistycznej dy-
fuzji Itd6. Zauwazmy, ze dla X rozwiazujacego

dXt = ‘I/l(Xt)dt + O'(Xt)dBt

Xo =1, (6.5)
oraz s < t mamy z definicji i wlasnosci catek
Xi=+ [ et [ o(x)a,
= Xs + /St w(Xy)du + /Sta(Xu)dBu.
Proces X jest zatem jedynym rozwiazaniem
aYy = u(Yy)dt + o (Y;)dBy (6.6)

YS — Xs.

Mozemy to zinterpretowa¢ w nastepujacy sposob. Powiedzmy, ze intere-
suje nas wyznaczenie wartosci X;. Jezeli nie mamy zadnych dodatkowych
informagji, to zmuszeni jesteSmy rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe (6.5)
i symulowa¢ proces przez czas t. Jezeli jednak mamy informacje o warto-
Sci procesu w chwili s, to mozemy rozwiazac¢ zagadnienie poczatkowe (6.6)
i symulowa¢ proces przez czas t —s. Ta obserwacja widoczna jest w sfor-
mulowaniu Twierdzenia 6.13 do ktérego wkrotce przejdziemy. Potrzebna
nam bedzie jeszcze jedna definicja.
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Definicja 6.10
Dla x € R przez X* bedziemy oznaczaé dyfuzje Itd6 rozwiazujaca

dXt = “l/l(Xt)dt - U'(Xt)dBt
Xo = X.

Przyklad 6.11
Zauwazmy, ze ruch Browna B zadany jest przez zagadnienie

dX, = dB;
Xo = 0.

Ruch Browna B* zapoczgtkowany w punkcie x € R zadany jest przez

dX; = dB;
XO = X.

W tym przypadku istnieje prosta zaleznoé¢ miedzy B i BY, ktéra wyraza sie
wzorem B} = Bt + x.

Definicja 6.12
Niech X bedzie dyfuzja It6. Dla funkcji f: R — R z klasy Cy(IR) funkcji
ciagltych znikajacych w nieskoriczonosci i ¢t > 0 definiujemy funkcje

Stf: R = R wzorem
Sif (x) = E[f(X{)]-

W pelnej ogodlnosci trudno jest wyznaczy¢ jawna postaé funkcji S;f. Nie
bedzie to tez naszym celem. Funkcje te postuza nam do wyznaczenia re-
prezentacji rozktadéw warunkowych procesu X*.

Twierdzenie 6.13
Dla f € Co(R") it >s,

E[f(XF) | Fs] = Se—sf(X5)- (6.7)

Zaczniemy od kilku technicznych faktéw. Pierwszy z nich jest uogdlnie-
niem obserwacji z Zadania 2.29.

Fakt 6.14
Niech G, D C F beda niezaleznymi o-ciatami. Niech X bedzie D-mierzalnym,
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n-wymiarowym wektorem losowym. Niech ¢: R” x () — R bedzie Bor(R") ®
G mierzalna taka, ze E[|¢(X(+),-)|] < oo. Wowczas

E[p(X(-),-) 9] = ¥(X), (6.8)

gdzie ¥(x) = E[y(x, )]

Dowdd. Zat6zmy na poczatek, ze ¢(x,,w) = 1p(x)1g(x) dla B € Bor(R")
i G € G. Wowczas 1(X) jest D mierzalna przez co jest niezalezna od G.
Wobec tego

E[p(X(-),-) | 9] = E[15(X)1c(x) | 9] = 13(X)E[1c(x) | 9] = 1p(X)P[G].

Z kolei
¥(x) = Ely(x,-)] = E[Lp(x)1g] = Lp(x)P[G].

Pokazuje to, ze (6.8) zachodzi dla ¥(x,,w) = 1p(x)Lg(x). Rozwazmy
M ={M € Bor(R") @ G | p(x,w) = Lp(x,w) speknia (6.8)}.

Rodzina M jest A-ukladem zawierajacym rr-uktad

C:{UBkXGk

k=1

By € BOT’(]R”), Gy € Q} .

Z lematu o 7 i A-uktadach Bor(R") ® G = o(C) C M. To pokazuje, ze
P(x,w) = 1y(x,w) spelnia (6.8) dla wszystkich M € Bor(R") ® G. W na-
stepnej kolejnosci pokazujemy stusznos¢ tezy dla funkcji prostych i (stosu-
jac monotoniczne przejscia graniczne) funkcji nieujemnych. O

Na potrzeby dowodu Twierdzenia 6.13 wprowadzimy pewne tymcza-
sowe oznaczenia. Niech H; bedzie o-ciatem generowanym przez zmienne
B; — Bs, t > s uzupelnionym o zbiory miary zero. Wéwczas H; jest nieza-
lezne of F;. Przez X** oznaczaé bedziemy rozwiazanie zagadnienia

dXt = ]A(Xf)dt + O'(Xt)dBt
X, = x. (6.9)

Fakt 6.15
Dla kazdego x € R i dowolnego s > 0 procesy (X;)>s oraz (X;_,)¢>s maja
ten sam rozktad. Dodatkowo dla kazdych t > s, X" jest Hsmierzalna.

Dowdd. Proces (X;™)i>s rozwiazuje X5 = x oraz dlat > s

AX3™ = u(X)®)dt + o(X7°)dBy = u(X*°)dt + o(X;°)d(B; — Bs).
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Proces B; = By — Bs, t > s jest ruchem Browna i jest niezalezny od F;. Wra-
cajac do konstrukgcji rozwiazan dla stochastycznych réwnan rézniczkowych,
skoro

dX;™ = u(X*)dt + o(X;°)dB,

to (X;"¥)s>s jest granica iteracji X? = x i
R+l x+/ y(XZ)du+/ o(XM)dB,.
S S
Skoro dla kazdego n, proces X! jest niezalezny od F5, to proces graniczny
(X;)¢>s rOwniez jest niezalezny do Fs. Podobnie, proces (X}, )¢>s spelnia
AXi s = u(Xis)dt + o(Xi_5)dBi—s.

Tak jak poprzednio proces B; = B; — Bs, t > s jest ruchem Browna a zatem
(X7, )e>s jest granica iteracji

t—s t—s
X1 :x+/0 y(XZ)du+/0 o(X")dB,.

Wystarczy indukeyjnie uzasadni¢, ze dla kazdego n proces X" ma ten sam
rozklad co proces X}, co juz pociaga teze. O
Dowéd Twierdzenia 6.13. Niech f € Cp(R). Oznaczmy

Py, @) = f (X{"(w)).

Skoro X{” jest Hs mierzalna, to ¥ jest Bor(R") ® Hs mierzalna. Korzystajac
z Faktu 6.14 otrzymujemy

E[f(X{) | R =E £ (X°) | A] = Elp(xE(),) | A = ¥(xD),
gdzie
¥(x) = Elp(x, )] = E[F(X7)] = EIf(X,)] = Si—sf (x).

Zauwazmy, ze catkujac obustronnie (6.7) otrzymujemy
E[f(XP)] = E[Si—sf(X5)]-
Oznacza to, ze S; spetniaja warunek poétgrupy.

Whniosek 6.16
Dla f € Cy(R) i t,s > 0 mamy

St (sz) = St+sf
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Niech f € C?(R). Stosujac wzér Itd do dyfuzji It6 otrzymujemy
1
df(Xe) = f(X0)dXe + 5" (X)d(X)s

= (WX () + ZP (XS (X)) de + o (XdBr

Wyrazenie obecne w czedci o ograniczonym wahaniu okazuje sie by¢
szczegodlnie istotne z punktu zastosowan.

Definicja 6.17
Generatorem infinitezymalnym procesu It6 X nazywamy A: C3(R) —
Cc(R) zadany przez

AF(x) = () () + 302 @) F(x).

Przyklad 6.18
Na poczatek sprawimy, jaki jest generator infinitezymalny ruchu Browna.
Skoro B jest rozwiazaniem réwnania

dX; = dBy,
to u(x) =01i0(x) =1. Stad

Af(x) = 3f"(x).

Przyklad 6.19
Dla procesu Ornsteina -Uhlenbecka generator dany jest przez

Af(x) = xf'(x) + 5 (x).

Wzér 1t6 dla dyfuzji It zapisuje sie za pomoca generatora infinitezymal-
nego jako
df(Xt> = Af(Xt)dt + O'(Xt)dBt.

Oznacza to, ze
£~ £(X0) = [ Af(x)ds = [ a(x)am,

Whniosek 6.20
Dla dyfuzji Itd X; o generatorze A i f € C2(R") proces

Dy = £(X0) ~ f(X0) — [ Af(X) ds

jest martyngatem. D; jest nazywany niekiedy Martyngatem Dynkina.
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Twierdzenie o zatrzymaniu martyngaléw zastosowane do procesu Dy
skutkuje wyjatkowo porecznym worem.

Twierdzenie 6.21 (Wz6r Dynkina)
Dla dyfuzji Itd X o generatorze A, f € C2(IR") i czasu zatrzymania T
takiego, ze E[T] < oo zachodzi

E(f (9] = £+ E | [ AF ()]

Dowdd. Z Wniosku 6.20 i Twierdzenia 3.26,

E[f (X5,)] = f(x) + E { [ Ao ds] |

Przechodzac z t — oo wchodzimy z granica pod obie catki na mocy twier-
dzenia o zbieznoSci ograniczonej. Po lewej wystarczy powotac sie na cia-
glod¢ f i zwartos¢ jego nosnika. Po prawej stronie korzystamy z tego, ze
f', f", uio sa ograniczone a zatem

TAL
/ Af (X¥)ds <Ct
0

dla dostatecznie duzej statej C. Zalozenia twierdzenia o zbieznosci ograni-
czonej sa spelnione poniewaz zakltadamy, ze E[1] < oo. ad

Najczestszym przykltadem czasu zatrzymania T = inf{s > 0 : X; ¢ D}
dla otwartego zbioru D. Potrzebne jest nam jednak warunek wymuszajacy
E[t] < oo.

Twierdzenie 6.22
Zal6zmy, ze D jest ograniczonym zbiorem otwartym. Niech X bedzie
dyfuzja It6 taka, ze dla pewnych ¢, A > 0 mamy

u(y) > —c, o(y)>A, yeD.

Niech x € D. Wéwczas czas zatrzymania ™ = inf{s > 0 : X} & D} jest
catkowalny, czyli E[T¥] < o0.

Dowdd. Niech R > 0 bedzie tak duze by D C [—R, R]. Rozwazmy funk-
e F(y) = B (e*R — ), gdzie a, f > 0 beda okreslone pozniej. Z doboru
parametréw, F(y) > 0 dlay € D. Jezeli przez A oznaczymy generator X, to
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ay 1 2.2 xy 1
AF(y) = —pet? ( 5020%(y) +ap(y) ) < —apet (Jar—c
1
< —aBeR (Eoc)\ — C) :

Wybierajac duza warto$¢ & mozemy zagwarantowac %(x/\ — ¢. Nastepnie
wybierajac dostatecznie duza warto$¢ B zapewniamy AF(y) < —1. Ze
wzoru Dynkina zastosowanego do czasu zatrzymania ™ A t,

TN

0 <E[F(X%,,)] = F(x) + E Uo AF (X;C)ds] < F(x) — B[t* Af].

Z powyzszej nieréwnosci, po zastosowaniu twierdzenia o zbiezno$ci mo-
notonicznej wnioskujemy, ze E[t*] < F(x) < oo. 0

Twierdzenia 6.21 i 6.22 mozna zastosowac do problemu ruiny dla dyfu-
Zji Ito.

Przyklad 6.23

Niech X° bedzie procesem Ornsteina -Uhlenbecka zapoczatkowanym w
Xo = 0. jakie jest prawdopodobieristwo, ze X° opusci przedziat [a,b], dla
a < 0 < b, przez jego prawy koniec? Niech 1y = inf{s > 0 : X? ¢ [a,b]}.

Z Twierdzenia 6.22, E [tY] < co. Zastosujemy Twierdzenie 6.21 dla odpo-

wiednio dobranej funkcji f. Wyborem, ktéry przyblizy nas do znalezienia
szukanego prawdopodobienistwa bedzie f, ktdra jest A-harmoniczna, czyli

spelniajaca
Af(x) =0.

Istotnie, wéwczas

E[f(X?)] = f(x).
Skoro generator A jest dany jawnie, f powinna spelnia¢ réwnanie réznicz-
kowe drugiego rzedu

of (1) + o f" () = 0.
Powyzsze réwnanie ma rozwiazanie ogélne postaci
X
flx) = c1/ e dt + .
0
Wybierzmy c; i ¢g tak, aby f(a) =01 f(b) = 1, innymi stowy

f(x) = /x e dt.
Skoro f(a) =0, to E[f(X¥)] = f(b)P[XF = b] a co za tym idzie
[Fetdt
fab el?dt

P[XE = b] =
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Zastosowania

Zmierzamy teraz w kierunku sformulowania i udowodnienia Twierdzenia
Girsanova. Opisuje ono zjawisko jak przez zamiane miary z jednego pro-
cesu stochastycznego otrzymac drugi. Rozwazmy nastepujacy wprowadza-
jacy przyktad.

Przyklad 7.1

Niech Z1,75,...,Z, okreSlone na przestrzeni probabilistycznej (Q), F,P)
beda niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie N (0, 1). Rozwazmy nowa miare
na () zadana przez

d n 1 n
d%(w) = exp {k; mZr(w) =5 Y. V%} : (7.1)

= k=1

Woéwezas Q jest miarg probabilistyczna. Istotnie, wynika to z niezalezno$ci
zmiennych Z; wzgledem miary P polaczonej ze wzorem E [ef<%k] = ele/2,
Sprawdzimy teraz jaki rozklad maja zmienne Z; wzgledem prawdopo-
dobienistwa Q. Niech Eg oznacza wartoé¢ oczekiwana liczona wzgledem
miary Q. Bezposrednim rachunkiem znajdujemy wzoér na funkcje tworzaca
momenty

Eq

ool 5]
k=1

Oznacza to, ze wzgledem miary Q zmienne Z; sa niezalezne o rozktadach

N(.uk/ 1)

= klﬁleXp {}”k,Bk + %ﬁ%} :

Naszym calem bedzie uogélnienie powyzszego zjawiska na przypadek
ciagly. Zaczniemy od badania proceséw o strukturze podobnej do wyraze-
nia po lewej stronie (7.1).
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7.1 Martyngaly wykladnicze

Dla X € leo .(B)iA € C rozwazmy procesy

Zr = MX - B)t—/;(X B):.

oraz Y; = e?t. Rézniczka stochastyczna Y = (Y;)eRr, zapisuje sie jako
1
dYt = erdZt + Eezfd<Z>t

2
1
— % (/\XtdBt — A—det) + EerAthzdt = AX;Y;dB;.

2

Proces Y jest zazwyczaj nazywany eksponenta stochastyczna procesu X.
Zauwazmy, ze z Faktu 4.24 Y jest supermartyngalem. Sprawdzimy teraz
kiedy Y jest martyngatem.

Twierdzenie 7.2
Niech X € L? (B,[0,b]), M = X - B oraz

Rozwazmy nastepujace warunki:

a) E [e_<M>b/2] < 00.

b) M jest martyngalem ograniczonym w L? oraz [E [e%Mb] < co.
c) Z jest jednostajnie catkowalnym martyngatem.

Wéwcezas a) = b) = ¢).

Dowéd. Zaczniemy od uzasadnienia a) = b). Skoro (M), jest nieujemna,
warunek a) pociaga

E[(M),] = E {/Ob stds} < co.

Oznacza to, ze X € L?(B,F,[0,b]) i dodatkowo X jest ograniczony w L2.
Zauwazmy, ze
eMp/2 — /Zbe<M>b/4

a wiec z nieréwnosci Schwarza

B[] < BB
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Pozostaje uzasadni¢, ze E[Z;] < co. Mamy

b

7, = Zo+ / AX,Z:dB:.

0

Skoro X = AXZ € L;.(B, T, [0,b]), to z konstrukji calki stochastycznej
b . t
Z, = lim 7, +/O X1 (5 dBi, T = b/\mf{s >0 : /0 X2ds > n}

Z lematu Fatou EZ, <EZy = 1.

b) = c) Stosujac twierdzeanie Dooba o zatrzymaniu polaczone z warun-
kowa wersja nieréwnosci Jensena, dla dowolnego czasu zatrzymania 7,

M2 < [eMb/s

]-}} (7.2)
Zauwazmy, ze rodzina

[p[e

.7-}} : T < bjest czasem zatrzymania}

jest jednostajnie catkowalna (jak w Przykladzie 3.23). Z nieréwnosci (7.2)
wynika, ze jednostajnie catkowalna jest rowniez

{eMT/ 2.1<b jest czasem zatrzymania} .
Rozwazmy,y teraz Y; = exp{M;a/(a+1)} dlaa € (0,1). Mamy
e{ZMt—%a2<M>[ — (er_%<M>t)a2 Y}_az'

Dla zdarzenie A € Fj, i czasu zatrzymania T < b na mocy nieréwnosci
Holdera mamy

aM.— a2 (M) Me—1(M) a* 1—a?
IE[]lAe 3 } §]E[e 3 } E [14Y]
<E

[I]‘AYT]

Przejécie a — 1 koriczy dowod. O

E[14Y,]""

Whniosek 7.3
Przy notacji Twierdzenia 7.2, jezeli dla pewnego u > 0,

tzl[g;]]E ] < oo,

to Z jest martyngatem.
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Dowdd. Korzystajac z nieréwnosci Jensena mozemy napisac dla t; < tp,

1 [k 1 b1
exp{i/t stds} :exp{tz_t1 /t 2(t2—t1)X2dS}
1

1 t2 1
< ~(tp — 1) X2 b ds.
_tz—fl/t1 exp{z(z 1 s} i

Biorac wartoéci oczekiwane skrajnych wyrazen otrzymujemy, dla t, — t; <

2u,

E 1/tzxzd <! /tzlE Yto—tx2 ] ds < oo
exp 2 )i, % 5 -t Jy exp S\ = 1) as .

Wybierzmy teraz 0 = ) < t; < ... < t;, = b tak aby ;1 —t; < 2u.
Rozwazmy procesy X;(s) = XsLip ., (s). Kazdy z nich spelnia warunek a)

Twierdzenia 7.2,
exp {1 / " zds}] 0.
2 J

E [exp{%/obxj(s)stH =E ]

Stad kazdy z procesow

Zi(t) = exp {/Ob X;(s)dB; — %/Ob X]-(s)ds}

jest martyngalem. Mamy Z, = H” 17 i(b). Zauwazmy, ze Z;(t;) = 1 co z

kolei pocziaga E [Z]-(b)| ]:tj] = Z(tj) = 1. Rozumujac indukcyjnie poka-
zujemy, ze
n—2

HZ](b)]E [ tn 1 “Ftn 1]]

=1

j(b)]:...zl.

Teza wynika z Zadania ??. O

(n—1

E(z) = E|[] 2

_nf

1

2
=E|[]Z

j=1

Przyklad 7.4
Sprawdzimy, ze proces Z = (Z;);cr, zadany przez

t g2 t
Z: = exp {9/0 BSdBS—§/O Bgds}

jest martyngalem. Zastosowanie Wniosku 7.3 wymaga sprawdzenia, ze dla
kazdego b > 0 istnieje u > 0 takie, ze
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tzl[f)lz]lE [exp {y@Bf}] < 0.

Z wlanosci rozkladu normalnego wiemy, ze prawdziwy jest wzor

1

E [exp {aBs}] = Ve

Wystarczy zatem wybraé 2u6%b < 1.

7.2 Zamiana czasu

Zanim przejdziemy do Twierdzenia Girsanova pokazemy jak martyngaty
wykiadnicze moge by¢ wykorzystane o dowodu twierdzenia o zamianie
czasu dla catki stochastyczne;j.

Twierdzenie 7.5
Niech X € L? (B) bedzie procesem takim, ze

/ X2ds =00 p.w.
0

Woéweczas dla .
(t) :inf{u >0 : / X2dB, > t}
0

proces W = (W;)icr, zadany przez

0
W, = / X, dB.
0

jest ruchem Browna.

Dowdd. Sprawdzimy najpierw, ze procesy W i B sa réwnowazne (Definicja 2.11).
Ustalmy m € IN. Dla dowolnych 0 < t; < t; < ...t; mamy

T(i‘j) ) T(i’j)/\t ] t
Wt]- = /0 XsdBS = lim XSdBS = 111’1’1/0 X51{5<T(tj)}dBS'

t—o0 JO t—o0

Sprawdzimy rozkiad wektora losowego (Wy,, Wy,, ... Wy, ) znajdziemy funk-

cje charakterystyczna
m
exp {Z inWt}}] .
j=1

Niech X;(s) = Xslis<r(t;)}- Rozwazmy proces

E
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m
M=) if;X;-B
j=1

oraz proces Y = (Y})ier, zadany przez

Y; — exp {Mt _ %(M)t} |

Woéwecezas Y jest rozwiazaniem
t
Yi=1+ [ MY,
0

Zauwazmy, ze (M) = — ZZ,]':1 00, fot Xi(s)Xj(s)ds przy czym

t i’/\T(tk)/\T(i']‘)
/ Xk(S)X](S)dS = / ngs < fe A\ t]'.
0 0

Stad
1 n
|Yt| < exp 5 Z 9k9]-(tk/\tj)
kj=1
i w szczegblnosci Y jest martyngatem. Korzystajac z E[Y;] = 1 i przecho-

dzac z t — co otrzymujemy

exp {iiejwtj}] = exp {—% 3 6je(t; fk)}f

j=1 k,j=1

E

wiec W istotnie ejst rownowazny ruchodzi Browna. Pozostaje pokaza¢, ze
trajektorie W sa ciagle. Pozostawiamy to jako Zadanie O

7.3 Twierdzenie Grisanova

Jednym z typowych narzedzi w teorii prawdopodobiefistwa jest zamiana
miary. Poprzez odpowiednia modyfikacje miary probabilistycznej P mo-
zemy zmieni¢ wlasnosci rozkladéw rozwazanych proceséw, by byly one
latwiejsze w analizie. Do tego celu uzywa sie zazwyczaj martyngatéw.

Przyklad 7.6
Dla A € Rib > 0 rozwazmy martyngat wykladniczy

2
M, =BTt e o,

Definiujemy nowa miare probabilistyczna P jako absolutnie ciaglta wzgle-
dem IP z gestoScia
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dP
ap ~ M
IP istotnie jest probabilistyczna, poniewaz E[M,] = 1. Sprawdzimy teraz

jaki jest rozklad Zmiennej losowej By, t € [0,b] wzgledem prawdopodoblen—
stwa P. Niech E bedzie wartoscia oczekiwana odpowiadajaca mierze P.
Wystarczy sprawdzi¢ wartos¢

E [eiGB,} —E [eieBt Mb]
dla 6 € R. Korzystajac w wlasnosci ruchu Browna mozemy napisac
E [eieBth} —E [IE [eieBth‘ ]—"tH —E [eierMt}

A2 ; 124 ;
e~ 05 R [e(ze—k/\)Bt} — 307N

Twierdzenie 7.7 (Girsanov)
Dla X € L(B, F) rozwazmy proces

t t
Y, = el XedBo—} J3 X2ds.

Rozwazmy miare probabilistyczna na (Q, Fr), gdzie 0 < T < oo.

Woéwczas proces
. t
Bi—Bi— [ X.ds
0

jest ruchem Browna na przedziale [0, T] okreSlonym na przestrzeni pro-
babilistycznej (Q), Fr, P).

Dowéd. Pokazemy, ze proces

Y} = exp {i)\gt + %Azt}

jest martyngatem. O

Przyklad 7.8
Rozwazmy
=inf{s >0 : Bs+ ut > a}

7.4 Zadania
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Calka stochastyczna dla
wielowymiarowego ruchu Browna

Z punktu widzenia zastosowan jednowymiarowa catka stochastyczna jest
niewystarczajaca. Zdefiniujemy wielowymiarowy ruch Browna a nastepnie
przekonamy sie, ze catka stochastyczna bardzo tatwo przenosi sie do wielu
wymiarow.

Definicja 8.1
n-wymiarowym ruchem Browna nazywamy proces stochastyczny B =
(B(1))rcpo o) taki, ze

(B1) B(0) =0 € R" p.w;

(B2) B ma niezalezne przyrosty: dla dowolnych to, t1,ts,...,t, € [0, +00),
th < t < ... < ty, wektory losowe B(t,) — B(ty—_1),...,B(t1) —
B(to), B(to) sa niezalezne;

(B3) dla kazdych t > s, wektor B; — B; ma rozktad N (0, (t —s)I);

(B4) funkcja t — B(w, t) jest ciagta dla wszystkich w € Q.

Dla n-wymiarowego ruchu Browna B przez B;(t) oznacza¢ bedziemy j-ta
wspOtrzedna wektora B(f). Wéwczas By, B ... B, sa niezaleznymi ruchami
Browna. Zauwazmy, ze dla kazdych i oraz j przestrzenie proceséw catko-
walnych wzgledem B; oraz B, sa takie same, tj. L?([a, b], B;) = L*([a, b], B)).
Zaklada¢ bedziemy, ze B jest F = (F});c|o,.) adaptowalny oraz, ze wektor
B; — Bs jest niezalezny od Fs.

Niech B bedzie dwuwymiarowym ruchem Browna. Niech G, Gy €
L%([a,b], B1) = L?([a,b], Bo). Rozwazmy procesy

X(1) = [[Gis)dBi(s) X(t) = [ Ga(s) dBr(s) (8.1)

Zobaczymy teraz jak proces X; i X, maja sie do siebie.

Lemat 8.2
Niech X; i X; beda zadane przez (8.1). Wéwczas dla dowolnych 0 < s <
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Rysunek 8.1. trajektoria dwuwymiarowego ruchu Browna dla ¢t € [0,1]. Czarnymi
kropkami oznaczone sa punkt startu i punkt osiagniety w chwili 1

{/ Gi(s) By (s /Gz ) Ba(s)| F

W szczegélnosci proces X; X5 jest martyngatem.

t <b,

I—I
| |

Dowdd. Zat6zmy na poczatek, ze G, G, € £ sa postaci

Z G tk trt1) t) Z G tk tky1) )

Wobwczas

[/Gl Bi(s /Gz ) Ba(s)

Lr GO (Bi(t41) = Bu(t0) G (Baltysn) — Ba(t))| Fi] -

fs] =

Dla t; > t
E [ 6" (Bu(ts1) = Bi(k) G (Ba(tjs1) = Ba(t))| o] =
E :Glgl)(Bl(tk—i—l) - Bl(tk))Gj(z) [Bz( tiv1) — 2(tj)|]:t]} fs} =
E :Glgl)(Bl(tk—i—l) — Bi(t) G](2 0’ -7:5] =0.

Podobnie dla t; = ¢,
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E :Glgl)(Bl(tk—s—l) — Bi(t)) Gy (Ba(tisr) — Bz(fk))‘ fs] =

E [GVGE[(Bi(te41) — Bi () (Ba(tes1) — Ba(ty) | Fi
E |GG A =0

F| =

co dowodzi lematu w przypadku G, G, € €. Przypadek ogélny wynika z
gestoéci & w L2([0,b], B). O

Niech Gq1, G132, Gy1, Gy € Lz([O, b], Bl) = LZ([O, b], Bz). Rozwazmy teraz
dwuwymiarowy proces X = (Xi, X») dany przez

X(1) = [ Gi()dBi(s) + [ Grals) dBa(s)
Xo(t) = /0 ' Gor(5) dBy(s) + /O ' Gon(s) dBas).
Stosowaé bedziemy skrécony zapis. Mamy
X,(1) = [ Gi1(s)dBi(s) + Gra(s) dBa(s)
Xa(t) = [ Gar($) dBi(5) + Gaals) dBa(s).

co skracamy do

(Xl(t)) _ ( JiGa(s)dBy (s) +G12(s)de(s)>
Xo(t) [ Gai(s) dBi(s) + Gao(s) dBa(s)

Jezeli oznaczymy macierz losowa

~ (Gu(s) Grals)
Gls) = (clhs) c:li(s))

to powyzsza wnosic¢ zapisuje sie jako
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Definicja 8.3

Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna. Proces o wartosciach
macierzowych G = (Gjj);; jest elementem L?([a, b], B) jezeli dla kazdych
i, j jednowymiarowy proces G; ; jest progresywnie mierzalny i

/ b]E[G,-]-(s)z] ds < co.

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym L?([a,b], B) jest prze-
strzenia Hilberta z norma

b
G122 101, = [ ELIG(S) s,

gdzie

n

1G24 = 3. Y- Gis(s)? = Tr(G(5)G(5)").

i=1;j=1

Definicja 8.4

Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna. Dla G € L%([a, b], B)
okreSlamy n-wymiarowa catke stochastyczna z G wzgledem B jako
wektor losowy

b n b
/ G(s) dB(s) = (2/ G,-]-(s)dBj(s)> .
a ]:1 a

1

Fakt 8.5
Dla n-wymiarowego ruchu Browna B oraz G € L?([a, b], B),

2

E —E[ [ (6666 85| = 161

a

/ab G(s) dB(s)

Dowdéd. Niech

Dla ustalonego k.

n b 2 n b
X2 = (Zi/ Gk]-(s)dB]-(s)) =Zj2/a Gij(s) dBj(s) | Gri(s) dBi(s).
iz
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Z Lematu 8.2dlai #j

E [/b Gii(s) dB;(s) /ab Gki(s)dBi(s)] — 0.
Dlai=j,

U Gui(s) dBi( /le ) dBi( }

[Gki(5)Gyi(s)] ds

[ ®
/ablE [Gki(s)z} ds.

Stad -
E[X2] = ; /ﬂ E [Gii(s)?] ds

1

Co juz pociaga teze

[ e

E

2] ZIE[Xk = fi/abl}z (Gils)?] ds

k=1i=1

_E [/ T(G(s)G(s)") ds} |

a

Jezeli n wymiarowy proces X jest postaci

X0+/ ds~|—/

to nazywamy go wielowymiarowym procesem Itd i piszemy
dX(t) = F(t) dt + G(t) dB(t).
Twierdzenie 8.6 (Formuta It6 dla n zmiennych)
Niech X = (Xt);e[0,00) bedzie procesem Ito postaci
dX(t) = F(t) dt + G(t) dB(t).

Woéweczas dla dwukrotnie rézniczkowalnej ¢: R" — R zachodzi

dqo(Xt) = Z qoxkka +5 Z s Xf) 1](t) dt,
k=1 1] 1

gdzie A = GG™.

151
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Przyklad 8.7
Jezeli X = B, to G = Id oraz

dp(B(1)) = kzl P (B() By (1) + 5 i¢xj,xj<8<t>> i
- £

= Vo(B(1)B(r) + 5 Ap(B(1))dt
Jezelin =2 w ¢(xq,x2) = x1x2, to
d(B1(t)Ba(t)) = B1(t)dBa(t) + Ba(t)dBi(t)

co oznacza w szczegOlnosci, ze B (t)By(t) jest martyngatem.

8.1 Wielowymiarowe stochastyczne r6wnania
rézniczkowe

8.2 Rekurencyjnos¢ i tranzytywnos¢
wielowymiarowego ruchu Browna

8.3 Probabilistyczny dowé6d zasadniczego
twierdzenia algebry

8.4 Zadania

Zadanie 8.1

Pokaz, ze P, | jest o-ciatem podzbioréw [a,b] x ). Uzasadnij, ze A € Py
wtedy i tylko wtedy, gdy A N ([a,t] x Q) € Bor|a, t] ® F; dla kazdego t €

a, b].

Zadanie 8.2

Uzasadnij, Ze jezeli X = (Xt);c[q) jest progresywnie mierzalny a ¢: R — R
jest funkcja borelowska, to proces ¢(X) = (¢(Xt));c(sp) jest progresywnie

mierzalny.

Zadanie 8.3
Niech X,Y € L?([a,b], B). Pokaz, ze

b b b
E {\/ XSdBS ° / YSdBS:| - / E[XsYS]dS.
a a a
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Zadanie 8.4
Oblicz

2 3

]E{/ BSdBS-/ B%st}.

0 0
Zadanie 8.5
Oblicz t

E [BS / B, dBu}.

0

Zadanie 8.6

Znajdz jawna postaé fol Lyp,—oy dBs.

Zadanie 8.7
Niech f € L?[a,b] Znajdz rozktad zmiennej losowej | ab f(s) dBs.

Zadanie 8.8
Niech Z = fol L{p,>0y4Bs. Oblicz E[Z] oraz Var[Z].

Zadanie 8.9
Niech X € L?([a,b], B) a A bedzie F,-mierzalna, ograniczona zmiennag lo-
sowa. Pokaz, ze (AXt)sc[ap) € L%([a, b], B) oraz, ze

b b
/ AX, dB. =A/ X, dB..
a a

Zadanie 8.10
Niech Y; = [, ¢%dBs oraz Z; = [ Ys dB. Oblicz [E[Z;], E[Z?] oraz E[Z:Zs).

Zadanie 8.11
Uzasadnij wzor na catkowanie przez czesci: dla ciaglej f: R — R o skon-
czonym wahaniu

b b
|| F(&)aB = f()By — fla)Ba— [ B.df(s).

Zadanie 8.12
Niech Y; = t3B; — fot Bs3s? ds. Pokaz, ze proces Y = (Yt)¢e[0,00) jest ciaglym
martyngatem catkowalnym z kwadratem. Znajdz (Y).

Zadanie 8.13
Niech x(t) = fot f(s)ds dla f € L'[0,b]. Pokaz, ze funkcja x ma ograniczone
wahanie na [0, b].

Zadanie 8.14
Uzasadnij, ze reprezentacja procesu Itd jest jednoznaczna: Jezeli dla F!, F2, G1, G2 €
L%([0, b], B) zachodzi
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t t t t
/Pslder/ ngBS:/ P3d5+/ G2 dB,
0 0 0 0

to F1 = F2 oraz G! = G2.

Zadanie 8.15
Pokaz, ze proces Itd

t t
0 0

jest martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy F = 0.

Zadanie 8.16
Pokaz, ze

t 2
Xt — / E_BS dBS
0

jest martyngalem catkowalnym z kwadratem. Czy jest on jednostajnie cal-
kowalny?

Zadanie 8.17
Niech ¢ € L2[0,0). Pokaz, Ze

Y = exp {/Otg(s) dBs — /Otg(s)2 ds}

jest jednostajnie catkowalnym martyngatem.

Zadanie 8.18
Pokaz, ze dla a,b > 0 proces X; = (b — B¢)(a + B¢) + t jest procesem Ito.

Zadanie 8.19
Pokaz, ze
2
Mt = (Bt + t)e_Bf_t/z

jest procesem It6. Wywnioskuj, ze jest on martyngalem.

Zadanie 8.20
Pokaz, ze dla 6 > 0,

t
/ (PBs—6%5/2 gp

(eE)B,fGZt/Z . 1) '
0

| =

Zadanie 8.21

Niech B = (Bt);c04) bedzie ruchem Browna a dla a,b > 0, T bedzie
czasem wyjécia B z odcinka (—a,b), tj. T = inf{s > 0 : Bs ¢ (—a,b)}.
Znajdz [, B dt].



8.4 Zadania 155

Zadanie 8.22
Niech

t 1
Y, = tBt—/ Bods, Z;= exp{Yt— 6t3}.
0
Pokaz, ze Z = (Zt)c[o,00) jest martyngatem.

Zadanie 8.23
Pokaz, ze

t
M; = eMB; — A/ ¢ B ds
0

jest martyngatem catkowalnym z kwadratem. Wyznacz (M). Pokaz, ze

Zi = exp {M,} - %(emt - 1)}

jest martyngatem.

Zadanie 8.24
Niech B bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; =
Bt spelnia

1
dX; = EXtdt + XdB;.

Zadanie 8.25
Niech B bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Proces Ornsteina-Uhlenbecka
U definiujemy jako rozwiazanie stochastycznego réwnania rézniczkowego

dllt = —)\utdt + (TdBt
Uo = x,

gdzie x,A,c € R. ZnajdZ jawna posta¢ procesu U. Wyznacz EU; oraz
Var([Uy].

Zadanie 8.26
Niech U bedzie procesem Ornsteina-Uhlenbecka a Y; = Utz Znajdz stocha-
styczne réwnanie rézniczkowe, ktére rozwiazuje Y.

Zadanie 8.27
Niech G bedzie dany jest przez stochastyczne réwnanie rézniczkowe

th = “I/thdt—i‘O'Gt
Go=1.

Dla jakiej liczby rzeczywistej a proces (G );c[,0) jest martyngalem? Niech
T =1inf{t : Gt ¢ (1/2,2)}. Znajdz P|G, = 2].
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Zadanie 8.28
Niech B bedzie dwuwymiarowym ruchem Browna. Dla v € R rozwazmy
dwuwymiarowe stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dX; = YidBy (1)
dY: = vYidt + Ytde(t)
onx,Y0:y>0.

Znajdz jawna posta¢ X i Y. Czy X jest martyngalem? ZnajdZz EX; oraz
Vﬂi’[Xt].

Zadanie 8.29

Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; =
AB; réwniez jest n-wymiarowym ruchem Browna dla dowolnej macierzy
ortogonalnej A (tj. AA* = Id).

Zadanie 8.30
Niech B = (By, B;) bedzie dwuwymiarowym ruchem Browna. Wiemy juz,
ze proces My = By (t)B;(t) jest martyngatem. Wyznacz (M);.

Zadanie 8.31
Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna. Pokaz, ze proces X; =
|B(t)]|? spelnia

dX; = ndt + B(t)dB(t).

Zadanie 8.32
Niech B bedzie n-wymiarowym ruchem Browna a T momentem jego pierw-
szego wyjscia z kuli o promieniu ¥ > 0, tj. T = inf{t > 0 : ||B(¢)|| > r}.
Znajdz E|1].

Zadanie 8.33

Niech B bedzie n-wymierowym ruchem Browna a A € Bor(R") zbiorem
o skoniczonej i dodatniej mierze Lebesgue’a. Oznaczmy przez S, losowy
zbiér chwil, w ktérych B trafia w zbiér A, tj.

Salw) = {t : Bi(w) € AY.

Wéwczas z mierzalnosci B i twierdzenia Fubiniego miara Lebesguea A(Sy)
powyzszego zbioru jest zmienna losowa, ktéra reprezentuje czas jaki ruch
Browna spedzit w zbiorze A. Pokaz, ze

0 n<?2
IE[A(SA)]Z{ L T(n/2-1) [, |lx|>"dx n>2,"

27n/2

gdzie T'(a) = [, x* e ¥dx.
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