Contents

Wyktlad 8: Ukltady spinowe
MOtYWAaCIE . . . o o o o e e e e e e e e e e e
Systemy SpINOWe . . . . . . . oL e e e e e
Dygresja analityczna . . . . . . . . oL oL e e
Konstrukcja systemow spinowych . . . . . . .. 0oL oL

BN N =

Wyktad 8: Uktady spinowe
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Motywacje

Aby umotywowaé nasze przyszle dzialania przedyskutujemy kilka przyktadéw. Od tej pory niech G = (V, E)
bedzie przeliczalnym grafem prostym o ograniczonym stopniu. Dokladniej zaktadaé bedziemy, ze zbior jego
wierzchotkéw V jest skoniczony badz przeliczalny oraz, ze

sup deg(z) < oo.
eV

Rozwazmy nastepujace trzy procesy na G.

Przyklad 0.1. (Voter model). Przypusémy, ze na G sa dwie wzajemnie zwalczajace sie frakcje (mozna mysleé
o republikanach i demokratach). Na kazdy wierzcholek jednej frakcji oddzialuja (poprzez indoktrynacje)
sasiedzi z frakcji przeciwnej. Na skutek czego niektére wierzcholki zmieniaja frakcje na przeciwng. Dokladniej
kazdy = € V zmienia frakcje w intensywno$cig réwna

) =#{y €V x ~y, y jest z innej frakcji niz z}.

Jest to réwnowazne z nastepujacym opisem.

e Dla kazdej pary sasiednich wierzchotkéw x ~ y pochodzacych z réznych frakcji losujemy niezaleznie
dwie liczby F,_,, oraz E,_,; z rozkladu wykladniczego z parametrem jeden. F,_,, interpretujemy jako
czas, jaki potrzebuje x aby przekabacié y.

o W momencie, w ktérym ktérykolwiek z wierzcholtkéw przeciagnie sasiada (powiedzmy y) na swoja
strone, losujemy nowe wagi dla sasiadéw y (wedlug nowego ukladu obu frakeji).

Oczywiscie powyzsza, naiwna konstrukcja ma sens tylko, gdy graf G jest skonczony. W przypadku graféow
nieskonczonych wymagana jest odpowiednia konstrukcja, ktéra opiszemy niebawem.

Przyktad 0.2. (Contact process). Zalézmy, ze na grafie G panuje epidemia. Niech A > 0 bedzie ustalonym
parametrem. Proces rozwija sie wedlug nastepujacych zasad.

o Chore wierzchotki niezaleznie zarazaja swoich zdrowych sasiadow z czasem wykladniczym z parametrem

A
e Chore wierzcholki zdrowieja niezaleznie z czasem wykladniczym z parametrem jeden.

Ponownie powyzszy opis ma sens jedynie w przypadku, gdy G jest skoniczony. Dla nieskoriczonych graféw G
bedziemy postugiwaé sie rownowazna charakteryzacja

o Kazdy chory wierzchotek zdrowieje z intensywnoécig 1

e Kazdy zdrowy wierzchotek = choruje z intensywnoscia

M{y ~x : y chory}.



Przyklad 0.3. (Exclusion process). Rozwazmy zjawisko migracji na grafie G. Zalézmy, ze pewne wierzchotki
G sa zajmowane przez osobnikéw ustalonego gatunku (przykladowo krowy). Kazdy osobnik czeka niezaleznie
wykladniczy czas z parametrem jeden, po czym podejmuje prébe przemieszczenia sie.

o Jezeli osobnik zajmuje wierzcholek x € V|, to losuje wierzchotek y z prawdopodobiefistwem p(z, y).
o Jezeli wierzcholek y nie jest zajety, to osobnik przechodzi do y.

W kazdym z powyzszych przyktadéw stan uktadu w chwili ¢ mozna zakodowaé przy pomocy n; € {0,1}V.
Okazuje sie, ze wowczas 1 = (1;)icr, staje si¢ procesem Fellera. Aby si¢ o tym doktadnie przekona¢ musimy
przeanalizowaé generatory wynikajace z przykladow.

Systemy spinowe

Wiadciwoscia, ktéra odréznia systemy spinowe od innych proceséw Fellera na {0,1}°, jest to, ze poszczegdlne
przejscia obejmuja tylko jedna lokalizacje. Niech c: V' x {0,1}V — R, bedzie ograniczona funkcja taka, ze
dla kazdego z € V, ¢(x,-): {0,1}V — R, jest ciagla. c(x,n) interpretowaé bedziemy jako intensywnosé, z
jaka stan 7 zmienia si¢ poprzez zmiane wartoéci w z. Dla x € V oraz n € {0,1}V definiujemy n® € {0,1}V
wzorem » L

n (y)—{ 1-n(z), y==

Dla f pochodzacego z odpowiedniego podzbioru Cy({0,1}") chcemy potozyé
Lfo) = elwm) [f (n)) = 1] (1)
zeV

Okazuje sie, ze dokladne napisanie dziedziny jest problematyczne. Aby obejs¢ te trudnosé rozwazmy
D= {f € C{0,1}Y) : Ifllo = sup > |£ (1) = fm)| < oo}. (2)
n xr
Naszym celem jest pokazanie, ze zdefiniowanie L na D wystarcza do zdefiniowania procesu.

Dygresja analityczna

Generator infinitezymalny nie nalezy do najprostszych obiektéw w teorii procesow Fellera. Jednym z powoddw
jest konieczno$é uwzglednienia dzieciny ktéra, jak sie juz przekonaliSmy, ma istotny wplyw na ksztalt
generowanego procesu. Rzadko sie jednak zdarza, ze dziedzine mozna opisaé jawnie. Dlatego czesto definiuje
sie proponowany generator na wygodnej podprzestrzeni dziedziny, a nastepnie bierze sie domkniecie.

Definicja 0.1. Operator liniowy (L, D(L)) na Co(S) nazywany jest domknietym, jesli jego wykres
(L) ={(f,Lf): f € D(L)}
jest domknietym podzbiorem Cy(S) x Cp(S).

Operator L jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy f. € D(L) sa takie, ze f, — f oraz Lf, — h, to
fe€D(L)oraz h=Lf.

Definicja 0.2. Operator liniowy (L,D(L)) nazywany jest domykalnym, jezeli domknigcie jego wykresu I'(L)

jest wykresem operatora liniowego. W takiej sytuacji definiujemy domkniecie L operatora L poprzez

I (L) =T(0).
Operator L jest domykalny wtedy i tylko wtedy, gdy f, — 0 oraz Lf,, — h implikuja h = 0. Nie kazdy
operator liniowy ma domkniecie. Na przyktad, przypusémy, ze S = [0,1] i

D(L) ={f € C(S): f'(0) istnieje} i Lf(z)= f'(0)z dla f € D(L).

Wtedy domkniecie wykresu L nie jest wykresem operatora liniowego. Jednakze w kontekscie Definicji 77?7
taka sytuacja nie wystepuje.



Fakt 0.1. Niech (L, D(L)) bedzie operatorem liniowym na Cy(S).

o Przypu$émy, ze L spelnia (GI1)-(GI3) z Definicji 77. Wtedy L jest domykalny, a jego domkniecie
spetnia (GI11)-(GI3).

o Jedli L spelnia (GI1)- (GI4) z Definicji ??, wtedy L jest domkniety.
o Jedli L spelnia (GI3) i (G14), to
R(I —AL) =Cu(S) dla kazdego X > 0.

o Jedli L jest domkniety i spelnia (GI3), to R(I — ML) jest domknietym podzbiorem Cy(S).

Proof. Dla pierwszego stwierdzenia, musimy udowodnié, ze f, € D(L), f,, — 0, oraz Lf, — h implikuje
h = 0. Aby to zrobié, wybierzmy g € D(L). Korzystajac z (?7?),

(I =AL)(fn + A = 1fn + 2gll, A >0.
Biorac n — oo i nastepnie dzielac przez A, dostajemy
lg —h = ALg| = llgll
Jezeli teraz wybierzemy A — 0, to otrzymamy

lg = Rl = llgll-

Skoro g € D(L) jest wzigte z gestego zbioru otrzymujemy h = 0. Domkniecie L spelnia wlasnosci (GI1) i (GI2),

poniewaz jest rozszerzeniem L. Aby sprawdzi¢, czy spelnia wlasnos¢ (GI3), przypusémy, ze f € D(L),A > 01
f—ALf = g. Przez definicje domkniecia, istnieja f, € D(L), takie ze f, — f i Lf, — Lf. Przez wlasnosé
(GI3) dla L,

N
D) 2 g 0n(0),

gdzie g, = f,, — AL f,,. Teraz niech n — co. Dostajemy

. -
inf f(z) 2 inf g(2),

czyli wlasnoéé (GI3) dla L.

Dla dowodu drugiej czedci faktu, niech L bedzie domknieciem L. Jedli f € D(L) i A > 0 jest male, przez
wlasno$¢ (GI4) istnieje h € D(L) takie ze

h—ALh = f — \Lf, (3)
czyli (h— f) = AL(h— f)=0. Z (??), h = f, a wtedy Lf = Lh z (3). Wiec, L = L zgodnie z tez3.

Przechodzac do trzeciego stwierdzenia, wystarczy sprawdzié, ze dla 0 < A < v warunek R(I — AL) = Cy(.5)
implikuje R(I — vL) = Cy(S). Zaldzmy, ze g € Cy(S), i zdefiniujmy T': C(S) — D(L) przez

ATh =XI —AL) " *g+ (y = A)(I — AL)"*h.
Definicja ta jest poprawna, poniewaz zalozyliémy R(I — AL) = Cy(S). Mamy
YThy = Thall = (v = M = £)7 (h1 = ha)|| < (v = N)[|h1 — ha-

Stad T" jest odwzorowaniem zwezajacym, a wiec z Twierdzenia Banacha o punkcie stalym posiada jedyny
punkt staly f. Wéwczas f € D(L) oraz

YT =AL)f =g+ (v = A f.

Co mozna przeksztalcié¢ do postaci f —yLf = g. Czyli g € R(I — L), co nalezalo uzasadnié.



Aby udowodnié ostatnie stwierdzenie, zalézmy, ze g, € R(I — AL) i g, — g. Wtedy mozemy zdefiniowaé
fn € D(L) przez
fn - AL.f’rl = Gn-

Woweczas

(fn - fm) - /\L(fn - fm) = 9n — Gm,

a zatem || fr, — fimll < llgn — gm||- Poniewaz {g, }nen jest ciagiem Cauchy’ego, to {f,}nen réwniez. Niech
f=lim,— 00 fr. Poniewaz f,, — fig, — g, to z (??) wynika, ze lim,,_,, Lf, réwniez istnieje. Poniewaz L
jest domkniete, granica jest Lf, a wiec f —ALf = g, co oznacza, ze g € R(I — AL), czego nalezalo dowiesé. [

Konstrukcja systeméw spinowych

Naszym pierwszym celem jest znalezienie naturalnych warunkéw na c(z,n), ktére gwarantuja, ze domkniecie
(L, D), gdzie L i D sa dane odpowiednio przez (1) oraz (2) jest operatorem infinitezymalnym. Warunki (GI1),
(GI2), (GI3) i (GI5) sa tatwe do sprawdzenia i nie wymagaja dodatkowych zalozen. Prawdziwym wyzwaniem
jest (GI4).

Dla warunku (GI2), uzywamy twierdzenia Stone’a-Weierstrassa: D jest algebra funkeji ciaglych na zbiorze
zwartym, ktéra rozdziela punkty. Istotnie, dla n # ¢ istnieje » € S takie, ze n(z) # ((x). Funkcja f(§) = &(=)
rozdziela 1 i . Algebra D zawiera funkcje state, wiec D = C({0,1}").

Dla (GI3), zalézmy f € D, A > 0, oraz f — ALf = g. Poniewaz {0,1}" jest zbiorem zwartym i f jest ciggla,
istnieje takie 7, dla ktérego f osiaga swoje minimum. Wtedy Lf(n) > 0, wiec

min f(¢) = f(1) = g(n) = ming(C).

Warunek (GI5) wynika z faktu, ze 1 € D oraz L1 = 0.

Aby sprawdzi¢ (GI4) musimy wyprowadzi¢ ograniczenie dla rozwigzan réwnania f — ALf = g. Niech

e = infle(u,m) + c(u, )] oraz y(z,u) = sup |e(z, mu) — e(z,7)|-
w n

Zauwazmy, ze y(x,u) mierzy stopienl, w jakim intensywnosé zmiany w miejscu x zalezy od konfiguracji w
miejscu w. Niech £1(V) bedzie przestrzenia Banacha funkcji o : V' — R, ktére spelniaja

llall == a(z)| < oo.
x
Macierz ~ definiuje operator I" na ¢;(S) przez

Fa(u) = Z a(z)y(x,u).

T:xFuU

Operator ten jest dobrze zdefiniowany i ograniczony, pod warunkiem ze

a wtedy ||T']| = M.
Dla f € C({0,1}V) i x € S, niech

Af(w) = sup ’f (n(”) — f(n)’ :

Wtedy || fllo = [|Afl;,(v). Oto oszacowanie, ktérego potrzebujemy.

Fakt 0.2. Zaloimy, ze spelniony jest jeden z warunkow



« feD,
o f jest ciggla i

c(z,-) =0 dla wszystkich opricz skoriczonej liczby x € V.(#eq : 4.3) (4)
Wowezas jesli f —ALf =g € D, A\ >0, oraz AM < 1+ Xe, to
Af <[(1+ M) — AT 7" Ag, (#eq : 4.4)

gdzie nierownosé zachodzi wspdlrzedna po wspéirzednej, a odwrotnosé jest zdefiniowana przez nieskoriczony
szereg

0o k
(14 Xe)] = AT "o = : +1AE kz_o (1 ﬁke) TFa.(#eq : 4.5) (5)

Proof. Zauwazmy, ze szereg w Qref(eq:4.5) jest zbiezny dla v € ¢1 (V') na mocy zalozenia AM < 1+ Ae. Piszac
f — ALf = g w punktach 7 oraz ™), odejmujac i zauwazajac ze (n(“))(“) =7, otrzymujemy
LF0"™)) = FI[L + Acu,n) + Ae(u, n™)] = [9(n™) = g(n)]
+A Y { c(a, "N [F ()W) = f(™))] = el ) [f (™)) — f(n)}} (#eq:4.6) (6)

TrFu

Poniewaz wartoéci f(n(™)) — f(n), gdy 7 zmienia sie a u jest ustalone, tworza zbiér symetryczny, a ta réznica
jest funkcja ciagta n, dla kazdego w istnieje takie 7, ze

fmw>—ﬂm:$?u@@h—f@ﬂ=Aﬂw.

Stad,
FC™) = £(Q) < fF(™) = f(n)

dla kazdej €. Stosujac to dla ¢ = n*) i przeksztalcajac, otrzymujemy
F(0™)D) = f(™) = F(() ) = (™) < f(™)) = f(m),

Uzywajac tej nieréwnosci w Qref(eq:4.6),

Af(u)(1+ Xe) < Af(uw)[1+ Ae(u, ) 4+ Ae(u, n™)]
< Ag(u)+A > [ ) - 0(93777)} [f (™) = F(n)]

T:rxFU

< Ag(u) + A Z x,u)Af(x).(#eq : 4.7) (7)

T:rFu

Jesli @ref(eq:4.3) zachodzi, to tylko skonczona liczba wyrazéw po prawej stronie jest niezerowa, wiec
1Afll = |Ifllo < co. Zastem przy ktéregokolwiek z zalozen faktu, f € D. Dlatego Qref(eq:4.7) mozna zapisaé
jako

(1+Xe)Af < Ag+ ATAS.

Iteracja tej nieréwnosci prowadzi to do

1 n )\ k )\ n+1
Af < I'*A " tAf.
f_1+)\ek_(]<1+/\e) g+<1+)\6) /

Jezeli rozwazymy teraz n — oo, dostaniemy Qref(eq:4.4). O




Twierdzenie 0.1. Zaloimy, te M < oco. Wtedy L jest generatorem infinitezymalnym pélgrupy Fellera
T = (T(t))ier, - Ponadto,

AT(t)f < e "M Af.(#eq : 4.8) (8)
W szczegélnosci, jesli f € D, to Ty f € D oraz
IT@) fllo < ™M= ||f]|.(#eq : 4.9) (9)

Proof. Wlasnosci (GI1), (GI2), (GI3) i (GI5) z Definicji ?? zachodza dla (L, D) sa i sa dziedziczone przez L
z Faktu Qref(prp:3.30). Aby sprawdzi¢ warunek (GI4) wezmy wstepujacy ciag V,, € V taki, ze |J,, V,, = V.
Niech

Lof(n) =Y elen)lf(n) = f),  f€CH{0,1}").(##eq: 4.10) (10)

zeV,

To jest generator dla systemu spinowego, w ktérym wspolrzedne
(e(@) :x ¢ Vi)
sg stale w czasie. Poniewaz L,, jest ograniczonym generatorem, spelnia
R(I — \L,) = C({0,1}")

dla wszystkich A > 0. Dla g € D, mozemy zdefiniowaé f,, € C({0,1}") przez f, — AL, f, = g. Poniewaz
L,, spelnia Qref(eq:4.3), jesli \ jest wystarczajaco male, tak ze AM < 1+ e, wtedy f, € D zgodnie z
Faktem Qref(prp:4.2). W zwiazku z tym mozemy polozy¢

gn = fn— ALfn € R(I — AL).
Niech K = sup, , c(z,n) < co, wtedy z Faktu Q@ref(prp:4.2)

¢V,

SAK Y [(1+ M) = AT Ag(x).(#eq : 4.11) (1)
¢V,

Poniewaz Ag € ¢1(V'), prawa strona Qref(eq:4.11) dazy do zera, gdy n — oo, wiec g, — ¢. Stad g € R(I—AL),
wiec wnioskujemy, ze D C R(I — AL). Poniewaz D jest geste w C({0,1}V), widzimy, ze R(I — AL) jest
réwniez geste. Zatem

R(I — \L) = C({0,1}")

zgodnie z Faktem Q@ref(prp:3.30). To koticzy weryfikacje, ze L jest generatorem infinitezymalnym.
Przechodzac do drugiego stwierdzenia, zapiszmy Qref(eq:4.4) jako

Aoary-19 < [(1+Ae)I — AT Ag,
a nastepnie iterujmy, aby uzyskaé
A < |1+ ! 1 f r B A
t — —€ - — .
(I-trp)-19 = n g

Przechodzac do granicy otrzymujemy Qref(eq:4.8). O
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