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Wyklad 7: Rozklady stacjonarne, zaburzenia ruchu Browna

Rozklady stacjonarne

Interesowac¢ nas bedzie asymptotyczne zachowanie proceséw Fellera. Podobnie jak w przypadku tancuchow
Markowa w czasie dyskretnym rozklady graniczne sa niezmiennicze ze wzgledu na funkcje przejécia. Przez ¥
oznaczaé¢ bedziemy o-ciato zbioréw borelowskich S, czyli najmniejsze o-ciato zawierajace wszystkie otwarte
podzbiory S. Skoro S jest osrodkowa, to X jest generowane przez wszystkie kule otwarte.

Dla Procesu Fellera (P, F) oraz rozktadu prawdopodobienstwa p na S definiujemy miare probabilistyczng P,
na (S, %) wzorem

P,[A] = / P[4 u(dz), AeF.
s
W tym miejscu zachecamy czytelnika do wprawdzenia, ze odwzorowanie x — P, [A] jest mierzalne dla A € F.
Miara P, to rozktad procesu Markowa przy rozkladzie poczatkowym p.

Definicja 0.1. Niech (P,F) bedzie procesem Fellera Rozklad prawdopodobienstwa 7 na (5, ) nazywamy
rozkladem stacjonarnym jezeli

P, [X(t) € A] =n(A)
dla kazdego A € X.

Chcielibysmy wiedzie¢, jak okresli¢ na podstawie generatora, czy miara prawdopodobienistwa na S jest
stacjonarna dla procesu Fellera. Z tego powodu przepiszemy powyzsza definicje w terminach polgrupy. Jesli p
jest miara prawdopodobienstwa na S, rozklad procesu w czasie ¢, gdy rozklad poczatkowy jest u, oznaczamy
przez pT'(t). Spelnia on zaleznosé

L/fdwTu»::/dxwfmzzEuU@X@m

dla f € Co(S). Tutaj E, to wartoéé oczekiwana odpowiadajaca P,. Réwnowaznie

BY] = [ B.Y]p(da)

dla kazdej ograniczonej zmiennej losowej Y : 2 — R.

Definicja 0.2. Miara prawdopodobienstwa p na S jest stacjonarna dla procesu Fellera z pélgrupa T'(t), jesli
uT(t) = p dla wszystkich ¢ > 0, tzn. jesli

/T(t)f dp = /fdu dla wszystkich f € Cp(S)it > 0.

Zadanie 0.1. Pokaz, ze jesli u jest miara prawdopodobiefistwa na S i uT'(t) = v, to v jest stacjonarna.

Twierdzenie 0.1. Miara prawdopodobieristwa p na S jest stacjonarna dla odpowiadajgcego procesu wtedy i
tylko wtedy, gdy

/Lf dp =0 dla wszystkich f € D.



Proof. Przypuéémy, ze p jest stacjonarna, i wezmy f € D(L). Wtedy

/Lfdu:/thgéT(t){—fdN:}%IT(t)fdlz—ffdu .

Przeciwnie, przypusémy, ze [ Lfdp = 0 dla wszystkich f € D(L) i jesli f € D(L) oraz f — ALf = g, to
J fdu= [ gdu. Tterujac to, otrzymujemy

/(1— AL)"gdp = /gdu-

Biorac A = ¢/n i przechodzac z n — co wnioskujemy, ze

/T(t)gdu: /gdu~

Oto wystarczajacy warunek na istnienie rozktadu stacjonarnego.

Twierdzenie 0.2. Jesli S jest przestrzeniq zwartq, to istnieje miara stacjonarna.

Proof. Proof. Rozwazmy proces Fellera z dowolnym rozkladem poczatkowym p. Niech v, bedzie rozkladem
zmiennej Zdefiniujmy miare v, na S poprzez warunek

[ £wn) = BB, (X)) = E [ [ Tt u(dy)] |

Dla f € Cy(S), wlasnosé pédlgrupy daje

[ 10w ) =2 [ [ st u(dy)] .

[tan = [r@rran= [ s~ [ raw.ra)
:% [/Ot/ST(r)fd,udr—/nn—H/ST(r)fdudr}.

Prawa strona ?7?(#eq:3:29) dazy do zera gdy n — oo.

tak ze

Teraz, poniewaz S jest zwarty, twierdzenie Prochorowa, implikuje, Ze istnieje podciag v, taki, ze
Up, =V

dla pewnej miary prawdopodobiefistwa v na S. Zatem, poniewaz T'(t)f € C(S), mozemy przej$¢ do granicy

w Qref wzdluz ciagu vy, , aby otrzymac
/fdz/:/T(t)fdz/.

Poniewaz to zachodzi dla wszystkich f € Cy(S), wynika stad, ze vT'(t) = v. O

Zaburzenia ruchu Browna

Przyklad 0.1. Rozwazmy ruch Browna na [0,00) z absorpcja w 0. Niech 7 bedzie czasem pierwszego
uderzenia w 0. Zdefiniujmy

X (t) =

X(t) jeslit <,
0 jeslit >,



oraz oznaczmy przez L, i T,(t) odpowiednio generator i pdlgrupe. Dla f € Cy[0,00), niech f, bedzie
yhieparzystym” przedluzeniem f na R:

) f(=) jesli x > 0,
Jolz) = {Zf(O) — f(=x) jesliz <O.

Z zasady odbicia dla kazdej g € Cy[0, 00),
E; [9(X (1) 1ny] = Be [9(=X () 11my]

Biorac g = f,,
E, [fo(X(0)1i5m] = Eo [fo(—X () 15ry] -

Obie te wielkoéci sa réwne .
3B [(fo(X(8) + fo(=X ()1 p12m] -

Ostatnie wyrazenie, z definicji f, jest rowne
FOP(t = 7).
Podsumowujac dla = > 0,
To(t)f(2) = By [F(X(0)Lii<ry] + FOPo(t > 7) = Eo fo(X(2)).
Oczywiscie f, ¢ C(R) o ile f(0) = 0. Niemniej jednak, skoro
f””:{fﬁ?@ i e 20
wtedy f”(0) = 0 jest potrzebne, aby f/' bylo ciagle. Wynika z tego, ze
D(La) = {f € Co[0,00) : f € C[0,00), f(0) = 0},
adla f € D(La), Lof = 3 f".
Przyklad 0.2. Rozwazmy ruch Browna na [0, 00) z odbiciem w 0. Proces ten jest zdefiniowany jako
X (1) = [X (@),

a jego generator i pélgrupa beda oznaczane odpowiednio przez L, i T,.(t). Jesli f € Cp[0, 00), niech f. bedzie
parzystym przedluzeniem f na R:

) f(x)  jedlixz >0,
Je(@) = {f(—x) jesli x < 0.

Wtedy
T,(1)f(x) = B, [F(IX()])] = Eo fo(X(5)) dlaz > 0.

Zatem,
feDL,) < f.eD(L).

Wynika z tego, ze
D(L,) ={f € C[0,00) : f', f" € C[0,0), f'(0) = 0},

adla f € D(L,), L.f = L.



Przyktad 0.3. Zaprezentujemy teraz ruch Browna na [0, 00) z lepkim 0. Dla ¢ > 0, rozwazmy operator L.
zdefiniowany jako L.f = 3 f” na

D(Lc) = {f € CO[Oa OO) : f” € C[0,00),f,(O) = Cf//<0)}'

Zauwazmy, ze graniczne przypadki ¢ | 01 ¢ T oo odpowiadaja odpowiednio odbiciu i absorpcji w 0. Jest to
generator prawdopodobieristwa — dowdd jest pozostawiony jako ¢wiczenie. Oto weryfikacja wlasnosci (d)
w Definicji 2: Dla g € Cy[0,00) i A > 0, musimy rozwiazaé f — AL.f = g dla f € D(L.). Niech f, € D(L,)
oraz f, € D(L,) beda rozwigzaniami

fa=ALlafa =g oraz fr—AL.fr=g.
Poniewaz wszystkie trzy generatory sa réwne 1 f” na swoich dziedzinach,
f=vfa+ @ =2)f
jest wymaganym rozwiazaniem, pod warunkiem ze f'(0) = ¢f”(0). Ma to miejsce, gdy ~ spelnia
V£a(0) = c(1 =) £;(0).

Aby znalezé wartosé v, f2(0) i £7(0) musza mieé¢ ten sam znak. Aby to sprawdzié, rozwazmy h = f, — f,.
Wtedy h — %h” = 0, wiec, poniewaz h jest ograniczone,

h(z) = h(0)e~ =V,

Wynika z tego, ze

f2(0) = =/2/Ah(0)

10 =-(3) ro),

_ 2c
7T % +V2\

Aby powiedzie¢ co$ o zachowaniu tego procesu, gdy odwiedza 0, napiszmy

oraz

wiec majg ten sam znak, i

f = ozUC(Ot)g,

gdzie a = A\71, a U, jest rozwigzaniem dla procesu X, (t) z generatorem L.. Mozna to zapisaé jako

_ 2¢fa(2) + V2Afi (@)
2¢+v2\

Zastosujmy t¢ tozsamos¢ do ciagu funkcji g, ktére sa nieujemne i rosna do 1(g ). Odpowiadajace im f, fa,
oraz f, rosng odpowiednio do

/(@) aAmeM&mxm»w

a / P (X.() > 0)dt, / =P (X, (1) > 0)dt,
0 0

oraz 1. Biorac x = 0, otrzymujemy

1
1+ C\/2OZ'

Zatem miara Lebesgue’a zbioru {t > 0 : X.(t) = 0} jest dodatnia, w przeciwiefistwie do przypadku procesu
odbijanego, ktéry odpowiada ¢ = 0.

Eq / Oéeiatl{xc(t)>o} dt =
0
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