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W calym tym rozdziale (L, D(L)) bedzie generatorem infinitezymalnym. Naszym pierwszym zadaniem jest
skonstruowanie odpowiadajacej mu pétgrupy Fellera. Aby to zrobi¢, wprowadzamy aproksymacje L. zadana

przez
L= LI —eL)™ %

Zauwazmy, ze L. jest dobrze okreslone poniewaz
fe€DWL), f—eLf=g jest réwnowazne f = (I —eL) 'g.
Ponadto, przy oznaczeniach jak wyzej,

ILegll = ILS] < M

2
< =gl
€

, wiec L, jest ograniczonym operatorem. To pozwala zdefiniowaé T (t) przez

oo

TR A 2
T.(t) =e'" = Z o
n=0
Zadanie 0.1.
o Pokaz, ze dla kazdego f € Cy(9),
(I—eL)"'f —eLf = f. (1)

o Uzyj czesci (a), aby pokazaé, ze L. jest generatorem infinitezymalny,, oraz ze T.(t) jest pélgrupa Fellera,
ktoérej generatorem jest Le.

Twierdzenie 0.1. Dia f € Cy(S5),
T@)f = lir% T.(t) f
e—

jednostajnie na ograniczonych przedzialach t. Definiuje to pélgrupe Fellera, ktorej generatorem jest L.
Proof. Najpierw sprawdzamy, ze L. i Ly komutuja dla €, > 0. Aby to sprawdzi¢ zauwazmy najpierw, ze
(I —el) (I —-6L)" =T -0L)" (I —eL)™*,
co z kolei jest prawdziwe, poniewaz
(I —eL)™ (I -6L)"'f =g jest réwnowazne f=g— (e+ d)Lg+ edL?%g,
co jest symetryczne w € i §. Korzystajac teraz z (1) napiszmy

€0LLs = ((I—€eL)™ = 1) ((I-6L)"" —1) =
(I=6L)""=1I)((I—eL)™" —1)=edLsLe.

Zauwazmy, ze dzieki temu operatory Ls, Le, Tc(t) 1 Ts(t) réwniez komutuja.



Chcac pokazaé, ze T,(t) przy € — 0 rzeczywiscie zbiegaja bedziemy chcieli opieraé sie na zbieznosci L. przy
€ — 0. Uzasadnimy teraz nieréwnos¢, ktéra uzasadni, ze takie wnioskowanie jest mozliwe. Stosujac zasadnicze
twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego otrzymujemy, ze dla kazdej f € Co(.9),

t
L7 - T50f = [ LT -9l a5 = [ LTl - (L~ L ds
0
Skoro ||Te(s)], || T5(t — s)|| < 1 udowodniona wlasnie nieréwnoséé implikuje, ze

ITe(t)f — Ts(t) fIl < tllLef — Lo f|-

Wystarczy pokazaé zatem, ze L. zbiegaja. Spodziewamy sie, ze (I —eL)™! — I, co z kolei powinno implikowad,
ze L — L. Sprawdzimy teraz formalnie to rozumowanie. Dla f € D(L) mamy

(I—eL)™'f—f=el —eL)'Lf
Skoro [[(I —eL)™Y|| <1, to
I(I —eL)™ f = fll < €|l Lf].
W szczegblnosei, dla f € D(L),
12%(1 —el)'f=Ff

Skoro (I —eL)~! jest ciagte a D(L) geste w Co(S), powyzsza zbieznosé ma miejsce dla wszystkich f € Cy(S).
Poniewaz
Lf=(I—e€eL)'Lf
dla f € D(L), to
lim L. f = Lf
e—0

dla f € D(L). Tak wiec przez Qref, granica w (0.1) istnieje jednostajnie na ograniczonych zbiorach ¢ dla
f € D. Poniewaz zbiér D(L) jest gesty w Co(S) 1 Te(t) jest kontrakcja, ten sam wniosek jest prawdziwy dla
wszystkich f € Cy(S). Z udowodnionej wlasnie zbieznosci wynika, ze a T'(t) spelnia wlasnosé pédlgrupy oraz
wszystkie postulaty procesu Fellera z wyjatkiem ostatniego.

Aby uzasadni¢, ze (T});cr, spelnia ostatnig wlasnosé pokazemy najpierw, ze

(I-aL)™!= a/ e ' T,dt.
0

Ustalmy w tym celu A > 0 tak male, ze R(I — AL) = Cy(95), i wybierzmy « tak, ze aA = 1. Ustalmy
g € Cy(S). Cheac uzasadnié

(I —aL)'g= a/ e T, gdt
0

odwolamy sie do aproksymacji L i T'(t) przez odpowiednio L. oraz T.(t). Niech

fo=(I-aL) g =ali(ag=a [ Togat
0

Z (0.1),
lim f.=f, = a/ e T (t)gdt.
e—0t 0

Potézmy he = (I — eL)~tf.. Wéwezas z (1), limc_0he = f. Niech wreszcie h = (I — AL)"!g. Naszym
aktualnym celem () we wprowadzonej wlasnie notacji jest pokazaé, ze f = h. Z definicji L,

d

Ah, = L f. = a / e~ L TL(1) fdl = o / et d
0 0

gL rdt

—ag+a? /0°° e ML (t) fdt = a(fe — g) = a(f — 9)



gdy € — 0. Dlatego,
lim[(he — h) — AL(he — h)] =0,

e—0

7 czego 7z kolei wynika, ze he —h — 0. Stad f = h. Zastosowanie () do g, i f, = (I — AL)™'g,, z Definicji ??
widzimy, ze
n—o0 n—o00

lim a/ooo e U T(t)g,)(x)dt = lim f,(z) =1

dla kazdego x € S. Niech p; , bedzie miara zdefiniowana przez

T()f(x) = / F)hea (dy).

Skoro T'(t) jest ograniczonym operatorem, to miara f , jest skoiiczona. Jako, ze g, — 1 punktowo, to
twierdzenia o zbieznoéci ograniczonej mamy wiec

T(t)gn(x) = po,(S).
Stad
1= a/ e~y (S)dt.
0

Innymi slowy transformatg Laplace’a funkeji t — iy ,(S) jest o — 1/« Widzimy wiec, ze py,(S) = 1. Czyli
T(t)gn — 1 punktowo. Oznacza to, ze spelniona jest ostatnia wlasno$é w Definicji ?7?.

Wreszcie, sprawdzamy, ze ta pélgrupa Fellera (T;);cr, ma generator L. Mamy

t t
d
L0f - f = [ 5T = [ ToLfds
o ds 0
Jedli f € D(L), to (0.1), Qrefleq:3-22) oraz wlasnosé kontrakeji Te(¢) implikuja, ze mozna przej$é do granicy
w tym réownaniu, aby uzyskac
t
T f—f :/ T(s)Lfds.
0

Zatem

lim
t—0

% = Lf dla f € D(L).

Pokazalismy wtlasnie, ze

D(L) CD'(L) = { f € Co(S) + lm(T(1)f — f)/¢ isticje }

Wiemy, ze obie pary (L,D(L)) oraz (L,D’'(L)) sa generatorami infinitezymalnymi. Niech f € D'(L).
Rozwazmy g = (I — AL)f. Istnieje h € D(L) takie, ze g = (I — AL)h. Stad (I — AL)(f —h) =0 a co za tym
idzie f = h € D(L). Pokazalismy wlasnie, ze D(L) = D'(L). O

Twierdzenie 0.2. Jesli (T;)i>0 jest polgrupg Fellera, to istnieje proces Fellera (P,F) spelniajocy

E, f(X(t)) = T:f(x)
dla x € S,t >0, oraz f € Cy(S).
Proof. Ustalmy z € S. Pokazemy najpierw, ze istnieje proces Y (t),t € Q* na pewnej przestrzeni proba-
bilistycznej, ktéry ma pozadane rozklady skoriczenie wymiarowe oraz Y (0) = x.

Dla dowolnego n € N i dowolnych 0 < t; < t3 < ... < t,, definiujemy rozklad g, . +
nastepujacy wymog: dla dowolnych fi, ..., fn z Co(S) zachodzi

na S™ poprzez

n

/fl(y1)f2(y2) oY), (AW - yn)) = Ty (1T -0, (2T (- ) (). (2)



Funkcje o rozdzielonych zmiennych f1(y1)f2(yz2) - -+ fn(yn) sa liniowo geste w C' (S™). Miara pu, ... ¢, jest wiec
dobrze okredlona (istnieje dokladnie jedna spelniajaca zadany warunek). Aby powolaé sie na twierdzenie Kol-
mogorowa o istnieniu procesu nalezy uzasadnié, ze skonstruowane w ten sposéb miary sa zgodne. Dokladniej,
ze dla dowolnego j < n, i dowolnych borelowskich Ay,..., A, € S,

Pyt (Al X oo X Aj_g X S X Ajp X -+ Ay) =
[ty ooty oyt (A1 X e X Aj g XA X Ay).

Wynika to z (2) dla f; = 11 zastosowaniu wlasnosci pétgrupy (7})icr, - Zastosowanie twierdzenia Kotmogorowa
pozwala wywnioskowaé istnienie procesu o zadanych rozkladach skonczenie wymiarowych. Jednakze nie
daje ono zadnej kontroli nad regularnoscia trajektorii. Dlatego jesteémy zmuszeni przeprowadzi¢ dodatkowa
konstrukcje.

Stosujac konstrukcje w poprzedniego paragrafu dla wymiernych ¢ otrzymujemy proces (Yq(m) :q€eQy)o
rozktadach zadanych rozktadach skoniczenie wymiarowych:

PV, € Ay, Y € A) = i (Ar X - X Ay)
oraz taki, ze }P’[YO(‘T) = z] = 1. Proces ten ma wlasnos¢ Markowa. Z definicji miary f,, 4.,

ELA () fu VN = BLAYS) - et ) )Tt Fa (V)]

Powyzsze implikuje
B (VY 0 < tao) = Tyt fulVED)

tn—1

W analogiczny sposéb uzasadniamy wtasnoé¢ Markowa.

Jedli f € Cy(S) jest nieujemna, to

e MU (a)f = /tOO e~ T(s)fds <U(a)f.

Stad wynika, ze e~ U () f(Y (t)) jest (ograniczonym) supermartingatlem wzgledem filtracji {F;,t € QT },
gdzie F; jest generowana przez
(Y(s),s € QnNI0,¢]).

Rzeczywiscie mamy
Ele )0 () f(YVigs) | Fs] = e *UHITU () f(Ys) < e U () f (V).

Wéwcezas prawdopodobienstwem jeden, prawostronne i lewostronne granice tego supermartingatu wzdtuz
liczb wymiernych istnieja w kazdym ¢ € [0, c0).

Dowod twierdzenia o zbieznoéci nadmartynggatéw sprowadza sie pokazania, ze w prawdopodobienstwem jeden
liczba przejsé w dot przez kazdy przedziat o koncach wymiernych jest skoriczona. Kazda funkcja zmiennej
rzeczywistej o tej wlasnosci musi mie¢ lewostronng i prawostronng granice w kazdym punkcie.

Dla kazdej « i kazdej nieujemnej f proces e~ **U(a) f(Y;) ma lewostronne i prawostronne granice. Oczywiscie,
zbidr o prawdopodobienstwie zero, na ktérym to sie nie udaje, moze zaleze¢ od f i a. Musimy wiec ograniczy¢
nasza uwage do gestego, przeliczalnego zbioru f i «, aby stwierdzi¢ istnienie prawostronnych i lewostronnych
granic procesu Y (s) samego w sobie. Poniewaz aU(a)f — f gdy a — oo, oraz Cy(S) jest osrodkowa
przestrzenia metryczna, mozemy po prostu uzy¢ funkcji U(a) f, gdzie « jest liczba catkowita, oraz f jest
wziete z pewnego przeliczalnego gestego zbioru w Cp(S).

Istnieje nadal jeden problem, ze te prawostronne i lewostronne granice moga by¢ jednopunktowa kompak-
tyfikacja S, i wykluczenie tego przypadku wymaga dodatkowego argumentu. Chodzi o to, zeby uzasadnié,
ze Y nie ucieka do nieskoriczonosci. Niech f € Cy(S) bedzie écisle dodatnie. Rozwazmy supermartingal
M(t) = e VMY (®) | To jest $cisle dodatnie, wiec inf,eqno,g) M (s) > 0 prawie na pewno dla kazdego t > 0
(zadanie). Oznacza to, ze z prawdopodobieristwem jeden Y dla s < t sa zawarte w zbiorze zwartym.



Wiemy teraz, ze z prawdopodobiefistwem jeden, Y (s) ma prawostronne i lewostronne granice w kazdym
t € [0,00). Wiec mozemy zdefiniowaé
X(t) = lmY(s).

slt

seQ
To jest automatycznie prawostronnie ciagte i ma lewostronne granice. Poniewaz skoniczenie wymiarowe
rozklady odpowiadajace T'(t) sa stabo ciagle, X (¢) ma poprawne skoriczenie wymiarowe rozklady. O
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