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Wyktad 5: od generatora do poélgrupy

2024-10-31

Piotr Dyszewski

O notacji stéw kilka

Twierdzenie 0.1. Przy oznaczeniach Twierdzenia @?7, dla f € Co(S) orazt >0,

. t o\ "
lim (I — L) f=Tf
n—oo n
Proof. Sprawdzamy indukcyjnie, ze
(I-a'L) T f=a"UMa)f = / a"s" e T (s) f ds.
0
Stad
t —n
(1-12) 7=ET(@++ &5, )
gdzie &1, &9, . .. sa niezaleznymi zmiennymi o standardowym rozktadzie wykladniczym. Zauwazmy, ze funkcja

(s,z) = T(s)f(x) jest ciagla, wiec warto$é oczekiwana w (1) jest dobrze okreslona.

Jesli f € D(L), to
d
—T,f =T,L
ST = TLf

co w notacji catkowej zapisuje sie jako
t
n.f~1.f= [ T.Lfar
S
Skoro ||T,|| < 1, to ostatnia nier6wnos$é implikuje, ze

IT@)f =T(s)fI < IILFNIE = s

Wracajac teraz do (1) otrzymujemy

Rezultat dla f € D(L) wynika teraz z prawa wielkich liczb. Jest on prawdziwy dla wszystkich f € Cy(S5),
poniewaz wszystkie rozwazane operatory sa kontrakcjami. O

< t||Lf|[E M_l )
n

(I— ;L)nf—T(t)f

Remark. Formalnie, T; = exp(tL). Kiedy L jest ograniczone, istnieja przynajmniej trzy sposoby definiowania

tego wyktadnika:
=, (tL)k t \" t \ "
E (tL) ,  lim <I+L> , i lim (I— L) .
k! n— o0 n n— o0 n

k=0

Ostatni z nich jest jedynym, ktéry ma sens w przypadku nieograniczonym.



Teraz rozwazmy kilka przyktaddw.

Zadanie 0.1. Rozwazmy proces Fellera polegajacy na jednostajnym ruchu w prawo. Niech S = R i niech
P, jest punktowa masa na Sciezce w, danej przez w,(t) = x + ¢, lub réwnowaznie, proces z pdlgrupa
T(t)f(x) = f(x +t). Pokaz, ze generatorem L tego procesu jest ten opisany w Zadaniu~??. Upewnij sie, ze
dziedzina dana jest doktadnie przez dziedzine L.

Przyktad 0.1. W przypadku ruchu Browna, mozna zweryfikowaé, ze

U f(x) = / ur(y — 2) () dy

gdzie

ux(y —z) = /000(27rt)_1/2 exp (—M — At) dt = exp(—y — z[V2X).

1
2t V2
Elegancki sposéb na uzyskanie tej ostatniej réwnosci polega na uzyciu wzoru Ele = e~V dla
transformaty Laplace’a czasu trafienia a > 0 przez rzeczywisty ruch Browna rozpoczety z 0. Rézniczkujac

wzgledem A, otrzymujemy

—/\Ta]

E [Tae_’\T“] = \/%e_am,

—Aa] | dokladnie znajdujemy catke, ktéra pojawia sie w

i uzywajac gestosci T,, aby przeksztalci¢ E[T,e
obliczeniach wuy(y — x).

Wiemy, ze pélgrupa operatoréw zwiazana z ruchem Browna jest potgrupa Fellera. Znajdziemy jej generator
L. Widzieli$my, ze dla kazdego A > 01 f € Cy(R),

1
ex
von P
Jedli h € D(L), wiemy, ze istnieje f € Cy(R) takie, ze h = U(A)f. Przyjmujac A = 1/2, mamy

U f(x) = / (—vVaAly — ) () dy.

hz) = / exp(—y — ) f(y) dy.

Rézniczkujac pod znakiem calki (pozostawiamy uzasadnienie jako zadanie), otrzymujemy, ze h jest
rézniczkowalna na R, i

(@) = [ seny = o) expl-ly 2 f (o) dy
gdzie sgn(z) = 1,50y — l{.<0} (Wartos¢ sgn(0) jest nieistotna). Pokazmy réwniez, ze h' jest rézniczkowalna
na R. Niech zy € R. Nastepnie, dla z > x,

h'(a) = I (wo) = /R (sgn(y — z) exp(=ly — z|) — sgn(y — o) exp(=|y — z0l)) f(y) dy

= [ (=expl-ty = o) — exp(ly — w0l) ) dy

0

T / sen(y — o) (exp(—y — [) — exp(—|y — zo])) £(y) dy.
R\[z0,z]

Wynika stad, ze
h’({lﬁ) — h/(io) zlxo
Tr — X

—2f (o) + h(zo).

Otrzymujemy te sama granice, gdy = T xg, i stad uzyskujemy, ze h jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz
h' = -=2f+h.

Z drugiej strony, poniewaz h = U(1/2)f,



stad Lh = —f + h/2 = h” /2. Podsumowujac, uzyskalimy, ze
D(L) c{h € C*(R):hih” € Cy(R)}
ize, jesli h € D(L), mamy Lh = h" /2.

Ostatnie zawieranie jest w rzeczywistosci rownoécia. Aby to zobaczyé, mozemy postapié nastepujaco.
Jedli g jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna taka, ze g oraz ¢’ naleza do Cop(R), wtedy przyjmujemy
f=13%(g—9") € Co(R), a wiec h = U(1/2)f € D(L). Z poprzedniego argumentu wynika, ze h jest dwukrotnie
rézniczkowalna oraz b’ = —2f + h. Stad (h — g)” = h — g. Poniewaz funkcja h — g nalezy do Cy(R), musi
zanikaé tozsamosciowo, co daje g = h € D(L).

Patrzac na Zadanie 77 i Przyklad 0.1, mozna by sie zastanawia¢, czy pochodne wyzszego rzedu moga by¢
generatorami infinitezymalnymi. Odpowiedz brzmi, ze nie moga. Gléwny problem polega na tym, ze gdy
gladka funkcja osigga minimum w punkcie wewnetrznym swojej dziedziny, pierwsza pochodna jest zerowa, a
druga pochodna jest tam nieujemna. Nic nie mozna powiedzie¢ o znakach innych pochodnych w tym miejscu.

Zadanie 0.2. Pokaz, ze nie istnieje generator prawdopodobienstwa, ktérego ograniczenie do gladkich funkcji
jest dane przez Lf = f".

Od generatora do procesu

W calym tym rozdziale L bedzie generatorem infinitezymalnym. Naszym pierwszym zadaniem jest skon-
struowanie odpowiadajgcej potgrupy prawdopodobienistwa. Aby to zrobié, wprowadzamy aproksymacje L. do
L dla malego dodatniego € przez
L= L(I —eL)™ "
Zauwazmy, ze jest to dobrze zdefiniowane z definicji generatora infinitezymalnego, poniewaz R(I —eL) = D(L).
To tatwo zobaczy¢ z
f—€Lf=g jestréwnowaine f= (I —eL) 'g.
Ponadto
171+ gl
€
wiec L. jest ograniczonym operatorem. To pozwala zdefiniowaé T,

[Legll = LI < gl

o N

—~

t) przez

o}

tL”
T.(t) = e'te = Z <.

n!

n=0
Zadanie 0.3.
o (a) Pokaz, ze dla kazdego f € Cy(S5),
(I—eL)™'f —eLf = f. 2)

o (b) Uzyj czesci (a), aby pokazaé, ze L, jest generatorem infinitezymalnym oraz ze T,(t) jest polgrupa
prawdopodobienstwa, ktérej generatorem jest L. w sensie Twierdzenia ?77.

Twierdzenie 0.2. Dia f € Cy(S5),
Tt f = lir% T.(t)f
e—

jednostajnie na ograniczonych przedziatach t. Definiuje to polgrupe Fellera, ktorej generatorem jest L w
sensie Twierdzenia ?77.

Najpierw sprawdzamy, ze L i Ls komutuja dla €, > 0. Wynika to z Qref{eq:3-19} oraz
(I —el) (I —-6L) =T -0L)" (I —eL)™?,
co jest prawdziwe, poniewaz
(I —eL)™ (I -6L)"'f =g jest réwnowazne f=g— (e+d)Lg+ edL?%g,

€O jest symetryczne w € i 4.
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