Contents

Wyktlad 4: Generatory 1
Od procesu do pélgrupy i generatora . . . . . . . .. L. 2

Wyktad 4: Generatory

2024-10-24
Piotr Dyszewski

Do tej pory te definicje powinny by¢ dos¢ intuicyjne. Kolejna definicja moze wydawaé sie mniej oczywista,
jednak okazuje sie by¢ odpowiednim odpowiednikiem definicji macierzy Q.

Aby nakresli¢ analogie, biorac macierz ) na przeliczalnym zbiorze Sy, niech p bedzie funkcja przejécia zadana
jako

7 ta funkcja wigzemy poélgrupe

a takze rezolwente

Ula)f(z) = /000 e T f(z)dt = /000 e el f(x)dt = /OOo e el dt f(x).

Ostatnie przejscie wynika z faktu, ze mamy tutaj do czynienia z mnozeniem wektora przez macierz. Zauwazmy,
(q— OJ)/ e el dt = / (g —al)e e dt = / —e el dt = —1.
0 0 o dt
Oznacza to, ze
Ule)f(z) = (al —q)~" f(2).
7 wlasnosci rezolwenty wiemy, ze

(-~ = JaU(a)] < 1.

Ostatnia wlasnos¢ rezolwenty, z ktorej tutaj skorzystaliémy, wynika z kontraktywnosci operatorow w pélgrupie
T (|13 < 1).

Definicja 0.1. Generator infinitezymalny na Cy(S) to para uporzadkowana (L, D(L)) taka, ze:

e (GI1) D(L) jest gesta podprzestrzenig liniowa Cy(S).
(GI2) L: D(L) — Cy(S) jest operatorem liniowym.
(GI3) Jesli f e D(L), A\ >0,i f—ALf =g, to

st o
ot /@) 2 lafo(c)

(GI4) R(I — AL) = Cy(S) dla wszystkich dostatecznie malych A > 0.
o (GI5) Dla dostatecznie matych dodatnich A istnieje ciag f,, € D(L) (ktéry moze zalezeé od \) taki, ze
gn = fn — ALf, spelnia warunek sup,, ||gn|| < oo, i zaréwno f,, jak i g,, zbiega punktowo do 1.

Zauwazmy, ze wlasnosé (GI3) ma nastepujaca konsekwencje:
FEDL)AZ0,f=ALf =g = |fl <9l (1)
Aby to zobaczy¢, napiszmy:

inf < inf < <
inf g(z) < inf f(z) < ilelgf(x) < itelgg(x),



gdzie ostatnia nieréwno$é wynika z (GI3), gdy zastapimy f i g odpowiednio przez —f i —g. Oznacza to, ze
operator I — AL jest réznowarto$ciowy. Rzeczywiscie, dla f —ALf = g = h—ALh, mamy || f—h| < |lg—g| = 0.
Tak wigc, dla dostatecznie matych dodatnich \, (I—AL)~! jest dobrze okreslong kontrakcja, ktéra odwzorowuje
funkcje nieujemne na funkcje nieujemne.

Poniewaz Definicja Qref{def:3-12} jest do$é abstrakcyjna, pomocne moze byé rozwazenie nastepujacego
przyktadu, ktéry okazuje sie by¢ generatorem procesu na prostej, poruszajacego sie w prawo z jednostkowa
predkoscia. Zauwazmy, ze najtrudniejsza wlasnoscia do sprawdzenia jest (GI4). Zazwyczaj tak bywa.

Zadanie 0.1. Przypuéémy, ze S = R,
D(L) ={f € Co(R) : f € Co(R)},
oraz Lf = f'. Pokaz, ze para (L, D(L)) jest generatorem infinitezymalnym.

Od procesu do pélgrupy i generatora
Oto pierwszy krok w przejéciu od procesu Fellera do jego generatora.
Twierdzenie 0.1. Niech dany bedzie proces Fellera (P,F). Dla t > 0 zdefiniujmy
Tif(z) = Eo[f(X(1))] (2)
dla f € Co(S). Wtedy T = (T})1>0 jest pélgrupg Fellera.

Proof. Wlasnoéci a., d. i e. z Definicji ?? sa natychmiastowe. Wlasno$¢ polgrupy c. wynika z wlasnosci
Markowa:

Toif(z) = Eo f(X (s +1)) = Eo[Ex (o) f(X (1) Fs] = Eo [T f (X (s))] = T, f ().

.....

tej zbieznosci, uzyjemy rezolwenty

Ula)f(z) = /O T ety fn)dt = B, [ /O T emat f(Xt)dt] .

W dowodzie réwnania rezolwenty (?77?), uzyliSmy wspomnianej jednostajnosci, poniewaz calki byly inter-
pretowane jako catki funkcji o wartosciach w Cy(S). Jednak te same obliczenia stosuja sie do réwnania
rezolwenty bez tej jednostajnosci, jesli calki sa interpretowane jako zwykle calki dla ustalonego x. Aby
uzasadni¢ zamiane kolejnosci catkowania, zauwazmy, ze T f(x) jest jednostajnie ograniczone, prawostronnie
ciagle w ¢ dla kazdego z, a takze ciaglte w = dla kazdego t, zatem jest wspolnie mierzalne wzgledem =z i ¢.

Zbiér L = R(U(«)) jest niezalezny od «. Z réwnania rezolwenty mamy bowiem
Ula)f =UB) (f +(B—a)UB)f).
Jesli f =U(w)g € L, to
0 t
co zbiega jednostajnie do f gdy t | 0. Poniewaz kazde T} jest kontrakcja, mamy || T3 f — f|| — 0 dla wszystkich
f w mocnym domknieciu cl(£). Pokazemy teraz, ze wspomniane mocne domkniecie jest réwne stabemu

domknieciu:

wel(L£) = {f € Co(S) : Hfuln C L, 2(fn) — z(f), Va € Co(S)*}.
Skoro zbiezno$é w normie implikuje zbieznosé staba, to cl(£) C wel(L). Wezmy f ¢ cl(L). Poniewaz L jest
wypukly, z twierdzenia Hahna-Banacha istnieje funkcjonal liniowy p oddzielajacy f od cl(£), taki ze

< inf .
u(f) gelcl(ﬁ) 1(g)
Funkcjonal ten dowodzi, ze f ¢ wcl(L).

Pozostaje pokazaé, ze slabe domknigcie £ jest réwne catemu Cy(S). Jest tak, poniewaz aU(«)f zbiega
punktowo do f gdy a — oo dla kazdego f € Cy(S). O



Nastepnie zobaczymy, jak przejs¢ od potgrupy do generatora.
Twierdzenie 0.2. Przypusémy, ze (T})i>o jest pélgrupg Fellera. Zdefiniujmy

T —f
Lf=lm——— ®)

dla f =
D(L)={f € C(S): przy t = 0 granica (Trf — )/t istnieje}.

Wtedy para (L, (L)) jest generatorem infinitezymalnym. Ponadto:
a. Dla dowolnego g € Cy(S) oraz a > 0,

f=aU(a)g wtedy i tylko wtedy, gdy f € D(L) i spetnia f —a 'Lf = g. (4)

b. Jesli f € D(L), to Ty f € D(L) dla wszystkich t > 0, jest funkcjq cigglq, rézniczkowalng wzgledem t, i
spetnia

d
&th =TiLf=LT;f. (5)

Proof. Przypuéémy, ze f = aU(a)g dla pewnego a > 0 oraz g € Cy(S). Korzystajac z wlasnosci pélgrupy i
zmieniajac zmienne jak w dowodzie Twierdzenia Qref{thm:3-15}, mamy:

T, f — o1 [ Lt
tf f _ ae / e—(xs sgds _ a*/ e—aé Sgds
t t t /s

= a?U(a)g — ag = af — ag,

gdy t | 0. Przy przejéciu do granicy skorzystaliémy z wlasnosci b. z Definicji @Qref{def:3-1}. To dowodzi
jednej implikacji w (4), jak réwniez (GI4) w Definicji 0.1.

Poniewaz aU(a)g € D(L) i aU(a)g — g gdy o — 00, zbidr D(L) jest gesty w Cp(S). To uzasadnia (GI1).
Dla ¢t > 0 oraz f € D(L) zdefiniujmy

A A A
w=(143) 1370 =1 = 3T0F - ),
Wtedy lim; g g: = f — ALf i
A A
(14 A1) ik f@) > 2 int T(0f(2) + i gu(w) 2 inf 7(a) + inf g1(a),

wiec wlasno$¢ (GI3) z Definicji 0.1 jest spelniona. Druga nieréwnosé pozostawiamy jako zadanie.

Teraz przypuéémy, ze f —a 'Lf = g dla pewnego f € D(L) oraz a > 0. Przez dowiedziona juz implikacje
w (4), h = aU(a)g spetnia h — a~'Lh = g, wiec f = h z (1). Aby sprawdzi¢ wlasnoéé (GI5) z Definicji
0.1, przypusémy, ze g, € C(S) spelniaja sup,, ||gn| < o0, oraz ze g, i T(t)gn sa zbiezne punktowo do 1 dla
kazdego t. Zdefiniujmy f,, € D(L) przez g, = fn — ALf,. Wtedy f, = aU(a)gn z (4). Poniewaz T'(t)g, — 1
punktowo, to f, — 1 punktowo przez definicje U(«) oraz twierdzenie o zbieznosci ograniczonej.

Aby udowodni¢ punkt (b) twierdzenia, zauwazmy, ze

d L T(t+8)f-T@)f
q [0)f = lim p

T(s)f —

) (”ff) —TWLf = LT,
s—0 S

pod warunkiem, ze ktorakolwiek z granic istnieje, poniewaz wyrazenia w Srodku granic sa identyczne.

Srodkowa granica rzeczywiscie istnieje, poniewaz f € D(L) oraz T'(t) jest kontrakcja. W zwiazku z tym

pozostate granice réwniez istnieja.

Skoro istnieje trzecia granica, to T(t)f € D(L) oraz (5) zachodzi. Srodkowe wyrazenie w (5) jest ciagle
wzgledem t, wiec T'(t)f jest ciagle i rézniczkowalne. O
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