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Wyktad 3: procesy i poélgrupy Fellera
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W tym rozdziale S jest osrodkowa, lokalnie zwarta przestrzenig metryczna, a C(S) jest przestrzenia cigglych
funkcji rzeczywistych na S. Przez Cy(S) oznaczaé bedziemy klase funkcji z C(S) znikajacych w nieskoriczonosci.
Dokladniej Cy(S) to zbiér funkeji f z C(S) takich, ze dla kazdego dodatniego € istnieje zwarty K C S taki,
ze |f(z)] <edlaz e S\ K. Zauwazmy, ze jezeli S jest zwarta, to Co(S) = C(S). Dodatkowo kazda f z
Co(S) jest jednostajnie ciagla, tj. dla kazdego dodatniego € istnieje dodatnia 4, taka, ze dla kazdych z,y € S,

d(z,y) <o = [fz) = fly)l <e

Tutaj d jest metryka na S. W obu przestrzeniach C(S) i Cy(S) uzywamy normy jednostajnej
I£1l = sup | £ ()],
reS

co czyni Cy(S) przestrzenia Banacha. Gléwnym powodem stosowania ciaglych funkcji zanikajacych w
nieskoriczono$ci zamiast ograniczonych ciagltych funkcji w przypadku lokalnie zwartym jest to, ze jednostajna
ciaglodc jest wymagana w wielu argumentach. Ograniczone funkcje ciagte nie sa zwykle jednostajnie ciagte,
podczas gdy ciagle funkcje zanikajace na nieskonczonosci sa. Innym powodem jest to, ze Cp(.S) jest osrodkowa,
co nie jest ogdlnie prawdziwe dla przestrzeni wszystkich ograniczonych ciaglych funkcji na S.

Proces

Zaczynamy od opisu skladnikéw potrzebnych do definicji gléwnego obiektu zainteresowania w tym rozdziale.
Konstrukcja bedzie analogiczna do taiicuchéw Markowa w czasie ciagtym. Niech = D[0, c0) bedzie zbiorem
funkeji prawostronnie ciagltych$ w : [0,00) — S z lewymi granicami w kazdym punkcie. Tak jak poprzednio
dla s,t € Ry polézmy tez

Xi(w) = w(t) oraz (sw)(t) = w(t + s).

Niech F bedzie najmniejszym o-ciatem podzbioréow 2 wzgledem ktoérego wszystkie X; dla t € Ry sa mierzalne.
Definicja 0.1. Procesem Fellera na S nazywamy pare uporzadkowana (P,F) taka, ze
e (PF1) P ={P,}.cs, gdzie dla kazdego x € S, P, jest miara probabilistyczna na (2, F) taka, ze

P.[Xo=2] =P,lw : w(0)=2a]=1. (1)

(PF2) F = {F;}ier, jest filtracja na 2, wzgledem ktérej zmienne losowe X (t) sa adaptowane.
o (PF3) Odwzorowanie

x = E, [f(Xy)] jest w Co(S) dla wszystkich f € Co(S) it > 0. (2)

(PF4) Spelniona jest wlasnos¢ Markowa
E,[Y o0, |F=Ex([Y] P.-prawie wszedzie (3)

dla wszystkich x € S oraz wszystkich ograniczonych mierzalnych Y na €.



Wtasnosé (2) znana jest jako wlasnoéé Fellera. Innym sposobem przedstawienia czesci ciaglodei, ktéry wydaje
sie calkiem naturalny, jest to, ze x, — x w S implikuje, ze rozklad X dla procesu rozpoczynajacego sie w
Zn zbiega sie stabo do tego dla procesu rozpoczynajacego sie w x. Wlasnosé Fellera (razem z prawostronng
ciagloscia trajektorii) implikuje silna wlasno$é Markowa.

Twierdzenie 0.1. Kazdy proces Fellera ma silng wlasno$¢ Markowa. Jezeli (P,F) jest procesem Fellera, to
dla kazdej ograniczonej zmiennej Y : Q — R oraz F-czasu zatrzymania 7 1 kaZdego x,

E.[Y o0, | F;]=Ex) Y] prawie na pewno P,
na zdarzeniu {T < co}.

Zadanie 0.1. Niech (P,F) bedzie procesem Fellera. Pokaz, ze odwzorowanie

e E, |[[ (X)) (4)
j=1

jest ciagle dla dowolnego n, dowolnych ¢4, ... ¢, € R oraz dowolnych f1,..., f,, € Co(S5).

Twierdzenia 0.1. Rozumowanie przebiega identycznie jak w przypadku lancuchéw Markowa w czasie ciaglym.
W miejscu, w ktérym wymagana jest ciagloéé odwzorowan x — E,[Y] nalezy powolaé sie na teze Zadania
0.1. O

Przyktad 0.1. Niech B = (B;)icr, bedzie standardowym ruchem Browna okreflonym na przestrzeni
probabilistycznej (¥, G, P). Przypomnijmy, ze oznacza to, ze

1. By =0 P-p.w.

2. Dla dowolnych ¢,s € Ry, t > s zmienna B; — B; ma rozklad normalny A (0,¢ — s) o $redniej zero i
wariancji t — s.

3. Dla dowolnych t,s € R, t > s zmienna B, — B, jest niezalezna od sigma ciata GZ = o(B, : r < s).

4. Odwzorowanie t — By jest ciagte.

Pokazemy, ze ruch Browna jest procesem Fellera w my$l przyjetej przez nas definicji. Potézmy F; = o(X; :
s <t). Niech S = R. Dla z € S zdefiniujmy P, jako rozklad ruchu Browna (rozumianego jako funkcji
R, — R) zapoczatkowanego w punkcie z, dokladniej dla A € F niech P,[A] = P[B + = € A]. Tutaj przez
B + x rozumiemy funkcje t — B; + x.

Wylosowanie Sciezki w z rozkladu P, jest rownowazne z wylosowaniem trajektorii ruchu Browna zapoc-
zatkowanego w x.

Spelniona jest wlasno$é (PF1), poniewaz
P.[Xo=2z]=PBy+z=xz]=1.

Wiasnosé (PF2) jest spelniona wprost z definicji filtracji F. Aby uzasadni¢ wlasno$é Fellera (PF3) ustalmy
f € Cu(S). Ciaglosé
x> By [f(X0)] = E[f (Bt + )]

wynika z ciagloéci f oraz twierdzenia o zbieznosci ograniczonej. Aby uzasadnié, ze powyzsze odwzorowanie
jest klasy Cy(.S) nalezy pokazaé, ze
lim E,[f(X:)] =0.

|z|—o00

Wystarczy w tym celu rozwazy¢ oszacowanie

[E[f(B: + 2)]| < [IFIIP|Be| > |2[/2] +‘ \S>1|1p|/2|f(y)"

Oba skladniki po prawej stronie zbiegaja do zera, przy czy zbieznoéé tego drugiego wynika z f € Cy(R).
Wtasnos¢ Markowa uzasadniamy dokladnie w taki sam sposéb, w jaki zrobiliSmy to dla procesu Poissona w
Przykladzie @Qref{exm:2-poisson}.



Zadanie 0.2. Niech S = Z. Pokaz, ze laicuch Markowa w czasie ciaglym (P, F) jest procesem Fellera wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego y € S i kazdego t € R,

lim P.[X:=y]=0.

|z|— 00

Pétgrupa

Chcemy teraz przedstawi¢ odpowiednik funkcji przejécia na nieprzeliczalnej przestrzeni stanéw. W naturalny
spos6b nasuwa sie rozwazenie rozkladéw P,[X; € dy]. Jednak na dluzsza mete jezyk rozkladéw jest
nieporeczny. O wiele bardziej praktyczny jest jezyk polgrup. Aby umotywowaé nastepna definicje, rozwazmy
przeliczalna przestrzen stanéw Sy oraz funkcje przejscia p na Sy. Funkcje przejscia mozna zakodowaé w
kategoriach rodziny operatoréw

th(m) = Z pt(x’y)f(y)a (5)

y€So

dla f € Cy(Sp). Jasne jest, ze znajac T}, a wiec znajac wartosci T; f dla wszystkich f € Cy(Sp), znamy tez
funkeje przejscia pi(z,y). Wykorzystujac réwniania Chapmana-Kolmogorowa dostajemy dla s,t > 0,

Topif(z) = Z pets(z,y) f(y) = Z Z pe(x, 2)ps(2,9) f(y)

yE€So yE€Sp z€Sp
S () S penf@) = 3 ple AT = TT() (@),
z€So YyESoH z€So

Wszystkie powyzsze manipulacje sa dozwolone poniewaz f € Cy(Sp) jest ograniczona. Powyzsza tozsamosé
zapisuje sie jako T;Ts = T} o Ts = Ty Oznacza to, ze (T})¢>0 tworza pélgrupe.

Definicja 0.2. Péigrupa Fellera to rodzina cigglych operatoréw liniowych T' = {T} };cr, na Cy(S) spelniaja-
cych nastepujace wlasnosci:

Tof = f dla wszystkich f € Cy(S).

Dla kazdego f € Co(S), limi—,o T3 f = f w Co(5).

Titvsf =TTy f dla kazdego f € Cy(S).

T, f > 0 dla kazdego nieujemnego f € Cy(S5).

Istnieje rodzina f, € Co(S), n € N taka, ze sup,, || fn]l < o0, oraz T,f, zbiega punktowo do 1 dla
kazdego t > 0.

R0 TP

Czesé c. to analogia rownan Chapmana-Kolmogorowa i nazywana jest wlasnodcia potgrupy. Jedna z jej
konsekwencji jest to, ze T'(t) i T'(s) komutuja, tj. TyTs = Tirs = Tsyt = TsT;. Z czesdci d. i e. wynika, ze
1T fIl < |If]] dla wszystkich f € Co(S), tak wiec kazdy ||T'|] < 1. Wlasnosé b. jest znana jako mocna
ciaglosé. Wraz z c. i wlasnoscig kontrakeji, implikuje to, ze funkcja ¢ — T'(¢) f z [0, 00) do Cy(S) jest ciagla.

Oto wazny przyklad - polgrupa Gaussa—Weierstrassa. Cze$¢ b. tego ¢wiczenia ilustruje powody przyjmowania
funkeji w Co(S) zanikajacych na nieskonczonosci.

Zadanie 0.3. Niech S =R i B = (B;)ier, bedzie ruchem Browna.

a. Pokaz, ze T; zdefiniowane przez
Tif(z) = E[f(B; + )]

jest potgrupa Fellera.
b. Wyjasnij, dlaczego T nie jest mocno ciagla jako pélgrupa operatoréw na klasie Cj,(.S) ograniczonych
funkcji z C(S).

W tym rozdziale konieczne bedzie calkowanie funkcji ciaglych przyjmujacych wartoéci w C(S) wzgledem
t. Rachunek takich funkcji jest analogiczny do rachunku funkcji rzeczywistych. W tym duchu wiazemy z
poélgrupa jej transformata Laplace’a

Ul)f = /000 e Ty fdt, a>0, (6)



ktéra nazywana jest rezolwenta pélgrupy. Funkcje U(a)f mozna interpretowaé jako catke Bochnera po-
jawiajaca sie po prawej stronie (6). Mozna tez réwnowaznie mysleé, ze jest to funkcja S — R zadana
przez

Ula)f(x) = / T et fm)dt, ze S,
0
W kazdym razie catka w (6) jest dobrze okreslona, poniewaz funkcja t — e~“'T} f jest ciggla oraz
le™ " Tefl < e=**[If1I.
Zauwazmy tez, ze U(a) jest operatorem liniowym na Cy(S) i spelnia

U@ fl < F1/ e

Zadanie 0.4. Pokaz, ze dla kazdego f € Cy(S5),

lim aU(a)f = f.

a—00

Wtlasnosé poétgrupy przeklada si¢ na nastepujaca uzyteczna relacje, znana jako réwnanie rezolwenty:
Ula) =U(B) = (B = a)U(x)U(B). (7)

Aby to sprawdzi¢, wezmy « # (3 i zapiszmy

U)UB)f = /000 e TU(B)fdt = /000 et </OOO eﬂSTtTSfds) dt

e’} T oo —ar _ ,—pr
= / / e=te=Br =t Q4T fdr = / E =  Tfdr (8)
0 0 0 B—a

Jedna z konsekwencji (7) jest to, ze U(a) i U(B) komutuja.
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