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Pojecie czasu zatrzymania odgrywa kluczowa role w teorii proceséw stochastycznych. Sa to losowe momenty
adaptowalne do z géry zadanej filtracji. Jest to kluczowa koncepcj w silnej wlasnoéci Markowa. Bedziemy
korzystac z cigglej filtracji F = (F;)er, -

Czasy zatrzymania

Przypomnijmy, ze w czasie dyskretnym definicja czasu zatrzymania 7 jest taka, ze {r = n} € F,, dla kazdego
naturalnego n. Jest to réwnowazne z warunkiem, ze {r < n} € F,, dla kazdego naturalnego n. W czasie
ciaglym ta réwnowazno$¢ nie zachodzi, poniewaz [0, 00) nie jest przeliczalne. Warunek analogiczny do tego
drugiego jest naturalny do uzycia w czasie ciaglym, poniewaz zazwyczaj zdarzenie {7 = t} ma zerowe
prawdopodobienstwo dla kazdego t.

Definicja 0.1. Zmienna losowa 7 : Q — [0, 00] nazywana jest F-czasem zatrzymania, jesli {r <t} € F; dla
kazdego t > 0.

W niektérych kontekstach filtracja F, z ktora pracujemy, jest na tyle regularna, ze utatwia to weryfikacje, czy
zmienna jest czasem zatrzymania.

Definicja 0.2. Powiemy, ze filtracja F = (F;);er, jest prawostronnie ciggla, jezeli
Fo=F,, gdzde Fy:=[)F
s>t
dla kazdego t € R...

Zadanie 0.1. Zalézmy, ze filtracja F jest prawostronnie ciggla. Wowczas 7 jest czasem zatrzymania wtedy i
tylko wtedy, gdy {T < t} € F; dla kazdego t € R.

Zadanie 0.2. Pokaz, ze jesli 71 i 7o sa czasami zatrzymania, to rowniez 7 A 7o, 71 V T2 i 71 + T2 sa czasami
zatrzymania.

Zadanie 0.3. Udowodnij, ze jesli {7, }nen jest ciagiem czaséw zatrzymania, ktére maleja do 7, to 7 jest
czasem zatrzymania.

Wtasnos$é Markowa dotyczy warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem F, dla ustalonego s.
Mocna wtasnos¢é Markowa jest analogiczna, ale warunkowanie odbywa sie wzgledem o-algebry F,, gdzie T
jest czasem stopu. Sklada sie ona ze zdarzen, ktére sg okreslone przez przesztosé az do czasu 7.

Definicja 0.3. Dla czasu zatrzymania 7 ktadziemy

Fr={AecF:An{r <t} e F dlakazdegot € R, }.

Zadanie 0.4. Pokaz, ze:

a. JF, jest o-algebra,
b. Zal6zmy, ze F jest prawostronnie ciagta. Pokaz, ze

Fr={A: An{r <t} € F, dla kazdego t > 0}.



Oto niektore podstawowe wiasnosci F.
Twierdzenie 0.1. Jesli 7, 7,, n € N sq¢ czasasmi zatrzymania, to:

a. T jest mierzalny wzgledem F.
b. Jeslit, | 7, to Fr =), Fr,.-
c. 11 < 1o implikuje Fr, C F,.

Proof. Zadanie. O

Mocna wlasnosé Markowa

Twierdzenie 0.2. Niech (P,F) bedzie {aricuchem Markowa na przeliczalnej przestrzeni standw S. Zalézmy,
ze Y jest ogramiczong zmienng losowq oraz Ze T jest czasem zatrzymania. Wowczas dla kazdego x € S,

E.[Y 00, |F;] = Ex[Y] P, — prawie na pewno na {7 < oo}. (1)

Silna wlasno$¢é Markowa jest zazwyczaj uzywana w nastepujacy sposob: Przemnéz réwnosé (1) przez 14, <oc},
a nastepnie zastosuj E,. Wynik, z uwzglednieniem, ze {T < oo} € F, to:

E; [Yo0rlircon] = By [BEx(r) V] 1<)
Twierdzenia 0.2. Najpierw zalézmy, ze T przyjmuje wartosci z przeliczalnego zbioru 0 < t; <ts < ... oraz
oo. W tym przypadku silna wlasnos¢é Markowa sprowadza sie do wlasnosci Markowa, jak teraz pokazemy.

Zauwazmy, ze prawa strona (1) jest mierzalna wzgledem F,. Musimy wiec sprawdzié, ze jesli A € F, oraz
A C{r < oo}, to
E,[Yo0,14]=E, [EX(T) [Y] IA} .

Aby to wykazaé, napiszmy:

E,[Yo0:1,] = Z E, [Y o0, 1an(r=t,}] = Z E. [Ex(,) Y] 1an{r=t,}] = Es [Ex(n[Y]14] .
neN neN

W drugim kroku skorzystaliémy z wlasnosci Markowa, poniewaz
Aﬂ{T:tn}E}}n

zgodnie z definicja F.
W drugim kroku uzasadnimy tez¢ dla dowolnych 7 i Y postaci

= [T ). @

dla pewnego m € N, t1,...,t,, € R} oraz ograniczonych funkcji f1,..., fm: S = R.
Czas 7 przyblizamy go od géry czasami stopu {7, }nen zdefiniowanymi przez

Bl o ko kel
Tp = efi — <71 .
on on on

dla dostatecznie duzych k. Wezmy teraz A € F. C F,, takie, ze A C {7 < oo}. Z pierwszej czesci dowodu,
Ew [Y o 97—k 1A] = Ew [EX(T)C)[Y]]'A} .
Musimy przej$é do granicy, gdy k — co. Po prawej stronie, 7 | 7 i z prawostronnej ciggtosci X (1) — X (7)

w S, czyli X (1) = X(7) dla dostatecznie duzych k. Po lewej stronie, napiszmy

(Yob,)( H Jm(w(tm +71)) — H fm(W(tm +17)) = (Y 00:) (w).
m=1

m=1



.....

E,[Yo00,14] =E, [Ex)[Y]14].

W ostatnim kroku dowodu pokazemy tez¢ dla dowolnego Y. Dla dowolnego m € N oraz tq,...,t, € Ry
rozwazmy i, .. ¢, : 2 — R™ dane wzorem

Tty st (UJ) = (w(tl)vw(tQ)a cee aw(tm))
Wéwcezas dla dowolnych Aq, As, ..., Ay C S,

ﬂ-t_l,l...,t [Al X A2 X ... X Am] = {w ISV w(tl) € A17. .. ,w(tm) € Am}

m

Rozwazmy teraz m-uklad
B={m"  [Aix Ay x...xAp] : meNt, ...ty ERy, Ap,..., A, C S}
oraz A-uklad

L={GeF :P,[0.cGA=E,[Px[G]1a] dla AcF;, AC{r <oc}}.

,,,,,

mamy F = o(B) C L. Czyli dla kazdego G € F,
P, [9-,— € G7A} =E, [PX(.,.) [G] 1A}

dla kazdego A € F, takiego, ze A C {7 < co}. Jest to réwnowazne naszej tezie dla Y = 1. Z liniowosci teza
jest zatem prawdziwa dla kazdego Y przyjmujacego skorniczenie wiele wartosci. Zastosowanie standardowego
twierdzenia granicznego dowodzi tezy dla dowolnego ograniczonego Y. O

Charakteryzacja

Zauwazmy, ze kazda funkcja w € £ musi by¢ nastepujacego typu: Istnieje ¢; € (0, 00], taki ze w(t) = w(0)
dla kazdego t € [0,t1), nastepnie, jesli t; < oo, istnieje ty € (1, 00] taki, ze w(t) = w(ty) # w(0) dla kazdego
t € [t1,t2), i tak dalej. Powyzsze czasy t1,ts, ... zaleza oczywiscie od wyboru w. Dla kazdego w € €, istnieje
zatem ciag

To(w) =0< T (w) < Tr(w) < T3(w) < -+ < o0,

taki, ze Xt(w) = Xo(w) dla kazdego ¢ € [0, T (w)) oraz dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 1, warunek T;(w) < oo
implikje T, (1) < T (@), X1, (@) # Xr,_, (1) (@) § X4(w) = X7, () dla kazdego t € [T3(w), Tier ().
Co wiecej, Ty, (w) 1 00, gdy n — oco. Nietrudno jest sprawdzi¢, ze Ty, T1, To, . . . sa czasami stopu. Na przyklad,

(<t} ={X() #X(O0)}u ] {X,# Xo} € R
q€(0,1)NQ

Przypomnijmy, ze dla A > 0, dodatnia zmienna losowa U ma rozklad wykladniczy z parametrem A, jesli
P[U > 7] = e=*" dla kazdego r» > 0. W ponizszym lemacie przyjmujemy konwencje, ze zmienna losowa
wykladnicza o parametrze 0 jest rowna oo prawie na pewno.

Lemma 0.1. Niech x € S. Istnieje rzeczywista liczba c(x) > 0, taka Ze zmienna losowa Ty ma rozklad
wyktadniczy z parametrem c(x) pod P,. C o wiecej, jesli c(x) > 0, to Th i X1, sq¢ niezaleine pod P.

Proof. Niech s,t > 0. Mamy
PI[Tl > s+ t] = Ex[l{T1>S}(I> o 95],

gdzie ®(w) = 1y (r)=w(0), vrefo,q}- Uzywajac wlasnodci Markowa, dostajemy

PLTy > s+1] = By [1{7, 0 B [®]] = Bu 17,50 PalTh > 1] = Po[Ty > s|PL[T) > 1],



co implikuje, ze T7 ma rozktad wyktadniczy pod P..

Zalézmy teraz, ze c(x) > 0. Wéwezas Ty < 0o, P, prawie na pewno. Dla kazdego t > 0iy € S,
P:E[Tl > t7XT1 = y] = E:E[l{T1>t}\Ij o et]a

gdzie dla w € Q, U(w) = 0 jedli w jest stale, a w przeciwnym razie W(w) = 1y, (w)=y}, gdzie 71 (w) jest
wartoscia w po jego pierwszym skoku. Zatem mamy

P.[Ty > t, X1, = y] = Ex[1{1, >y B [V]] =
Em[l{T1>t}Pm[XT1 =y]] = Pu[T1 > t|P.[ X1, =y,

co daje pozadana niezaleznos¢. O

Punkty, dla ktérych c(z) = 0, sa stanami pochlaniajacymi dla procesu Markowa, w tym sensie, ze P,[X; =
x, Vt > 0] = 1. Dla kazdych z,y € S definiujemy

_ Pa:[XT1 = y] C(aj) >0
M, y) = { S.(y)  clx)=0

Zauwazmy, ze II(x,-) jest miara prawdopodobiefistwa na S.

Twierdzenie 0.3. Niech (P,F) bedzie laricuchem Markowa w czasie cigglym takim, Ze sup,cg c(z) < 0.
Wowczas

d

dt Po[ Xt = ylli—g = c(@)II(z, y).

Proof. Jesli c(x) =0, to P,[X; = z] = P,[Xo =] =1, i stad

lim PelXe=2l—1_
t—0 t
Zalézmy teraz, ze c(x) > 0. Najpierw zauwazmy, ze
P.[T» <t] = O(?) (3)

gdy t — 0. Rzeczywiscie, uzywajac silnej wlasnosci Markowa w T,
Pm[TQ S t} S P.’E[Tl S t, TQ S T1 + t] = Ex[l{Tlft}EXTl [Tl S t”,

i mozemy oszacowac

Px, [Ty <t] <sup Py [Ty <t] <supc(y),
yeSs yeSs

co daje oczekiwany wynik, poniewaz mamy réwniez P, [T7 < t] < c(z)t. Z (3) wynika, ze

P.[X;=y| =P, X, =y, T >t] + P, [ X1, =y, T1 <]+ O
= 8,y + (1= e ) Tz, ) + O(F2),

uzywajac niezaleznosci Ty i Xp, oraz definicji II(z, y). Dochodzimy do wniosku, ze skoro P,[Xo = y] = d.(y),

to
P.[X, =y ;PI[X() =y — —c(2)0.(y) + c(z)I(x,y).

co konczy dowod. O

Kolejne twierdzenie dostarcza pelnego opisu Sciezek procesu X pod P,. Dla uproszczenia zaktadamy, ze nie
ma stanéw pochtaniajacych, ale czytelnik latwo rozszerzy stwierdzenie na przypadek ogdlny.



Twierdzenie 0.4. Zakladamy, ze c(y) > 0 dla kazdego y € S i ze SUPycs c(y) < oo. Niech x € S. Wowczas,
P, p.n., czasy skoku T1 < Ty < T3 < ... sq skoriczone, a cigg Xo, X1, X1,,... pod P, jest dyskretnym
tanicuchem Markowa z macierzq przejscia 1 rozpoczetym w x. Ponadto, pod warunkiem (Xo, X1, X1y,...),
zmienne losowe Ty — Ty, To — 11, ... sqg niezaleine, a dla kaZdej liczby calkowitej i > 0, rozklad warunkowy
Ti+1 — T; jest wykladniczy z parametrem c(Xr,).

Proof. Zastosowanie silnej wlasnosci Markowa pokazuje, ze wszystkie czasy stopu 11,75, ... sa skonczone
P.-p.n. Nastepnie, niech y,z € S, a f1, fo: S — R. Uzywajac silnej wtasnosci Markowa w T;:

Eu[1ixp =y [1(T1) 1 xp, =2y fo(T2 — Th)] = Ex[1xy =gy f1 (T Ea[Lix,, =2y f2(T2 — Th)]]

o)) [ e st [ e 0 (sa)dse
0 0
Postepujac indukeyjnie, otrzymujemy dla kazdych yq,...,y, € Soraz fi,...,fp: S = R:
Eo[1x7, =y} 1 Xry=p2} - - Lixn, =y, p S1(T0) f2 (T2 = T1) o fp (T — Tpo1))]

= 1o )0, W) [ ([ Ao

i=1

gdzie yp = =. O

7 powyzszego twierdzenia wynika charakteryzacja tancucha Markowa w terminach ()-macierzy. Przez
FX = (FX); oznaczaé¢ bedziemy najmniejsza mozliwg filtracje, tj.

Fi=0(Xs : s<t).

Whniosek 0.1. Niech ¢ = (¢(z,Y))zyes bedzie Q-macierzq takq, ze sup,cg |q(x,x)| < co. Wiwczas istnieje
jedyna rodzina miar P taka, ze (P,FX) jest laricuchem Markowa stowarzyszonym z Q-macierzq q.
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