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Wyktad 1: Lancuchy Markowa w czasie cigglym
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Piotr Dyszewski

Celem tego rozdziatu jest skonstruowanie proceséw Markowa w czasie ciaglym na przeliczalnym (lub skonic-
zonym) zbiorze S w oparciu o jego opis infinitezymalny. W nastepnym rozdziale zbadamy problem konstrukeji
dla proceséw na bardziej ogdlnej przestrzeni stanow. Na razie ograniczamy nasza uwage do bardziej konkretne;j
sytuacji przeliczalnego S. W tym przypadku czesto uzywa sie stowa “laricuch” zamiast “proces”.

Przypomnijmy, ze lancuchem Markowa w czasie dyskretnym nazywamy proces stochastyczny { X, },en takie,
ze dla dowolnego n € N i dowolnych s, s1,...,s, € S takich, ze

PIXy—1=5n-1, Xn—2==5p-2,...,X0=350] >0
zachodzi
P[Xn = Sn | Xn1= Sn—1, Xn2= Sp—2y--- ,Xo = 80] = P[Xn = Sn | Xp1= Sn—l] .

Powyzsza wlasnos¢ jest bardzo czesto przytaczana jako wyjsciowa definicja lancucha Markowa. Mimo swojej
prostoty, ktora utatwia czytelnikom pierwsze zetkniecie z wlasnoscia Markowa, wlasno$¢ ta ma jedna wade,
ktora ujawnia sie przy bardziej zaawansowanych rozwazaniach teoretycznych.

Jezeli chcemy badaé tylko procesy na przeliczalnej przestrzeni stanéw, to jedno naturalne uogdlnienie ma
nastepujaca forme. Proces stochastyczny w czasie ciaglym {X(t)};cr, nazwiemy lancuchem Markowa w
czasie cigglym na przeliczalnej przestrzeni stanéw S, jezeli dla dowolnego n i dowolnych 0 <ty < t; < ... <t,
i dowolnych sg, s1,...,s, € S takich, ze

P[X(tnfl) = Sp—1, X(tnfz) = Sp—2,... ,X(to) = 80] >0
zachodzi
P[X(tn) = Sp, | X(tn_l) = Sn—1, X(tn_g) = Sp—2y--- ,X(to) = 50] = ]P[X(tn) = Sp, | X(tn_l) = Sn—l] .

Powyzsza wlasnosé nie jest zbyt przydatna, jezeli chcemy badaé procesy na nieprzeliczalnej przestrzeni standw.
Dla bardzo wielu naturalnych obiektéw zmienne losowe X (t) w badanym przez nas procesie mogg mieé
rozklad ciagly. Oznacza to, ze warunek powyzszy nie jest spelniony dla dowolnego wyboru parametréw.

W celu znalezienia bardziej elastycznego warunku zauwazmy, ze wlasnos¢ Markowa dla jednorodnego tancucha
Markowa {X,, }nen W czasie dyskretnym z macierza przejscia

p(i,j) =P[X1=j | Xo =1

zapisuje sie jako

gdzie F,, = o(Xo, X1,...,X,). Dokladne uzasadnienie powyzszej wlasnoséci pozostawiamy jako zadanie.
Podobnie, dla dowolnego m € N,
PXyim =31 Fnl = p(m)(Xnaj)7

gdzie (p™(9)); ;g jest m-ta potega macierzy przejécia

™4, 5) = P[X, = j | Xo = 1.



Oznacza to, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej f: S — R,
]E[f( n+m | -F Z f p(m )
seS
Powyzsza definicja wzglednie tatwo zapisuje sie¢ w czasie ciagtym
E[f(Xs+t) | Fs] Zf t) (Xn, ),
zeS

gdzie
P (y,z) = P[X; = 2| Xo = y).

Relacja powyzsza daje si¢ zapisa¢ w przypadku nieprzeliczalnej przestrzeni stanow jako

E[f(Xups) | F] /f O(X,, dz),

gdzie
PP (y, dz) = P[X; € dz|X, = y]

jest rozkladem X; pod warunkiem {Xy = y}. To niesie ze soba kolejne problemy, poniewaz jak wczesniej
zauwazylismy { X, = y} moze byé zdarzeniem o prawdopodobieristwie zero. Przedstawione podejscie jest do
uratowania pod katem formalnym przez odniesienie si¢ do regularnych rozkltadéw warunkowych.

Zamiast tego podejdziemy do problemu od innej strony. Naszym punktem wyjécia bedzie odpowiednia rodzina
miar. Jak zobaczymy wkroétce, to podejscie bedzie rowniez opieralo si¢ o odpowiednik powyzszej relacji.
Oznacza to, ze w rezultacie bedziemy opisywali te sama klase proceséw stochastycznych bez koniecznosci
obchodzenia sie z warunkowaniem po zdarzeniach niemozliwych.

Podstawowe definicje

Zaczynamy od prezentacji definicji trzech obiektéw, na ktérych sie skupimy w tym rozdziale. Przypomnijmy,
ze bedziemy definiowaé lanicuchy Markowa w czasie ciagltym na dyskretnej przestrzeni stanéw S. Topologia
na S to oczywiscie topologia dyskretna, wzgledem ktérej wszystkie funkcje sa ciagle.

Gléwnym obiektem naszych badan beda procesy stochastyczne. Ze wzgledéw technicznych pracowaé bedziemy
na bardzo konkretnej przestrzeni zdarzen elementarnych. Niech (2 bedzie zbiorem prawostronnie ciaglych
funkeji w: [0,00) — S ze skoriczona liczba skokéw w dowolnym skoriczonym przedziale czasowym. Dla kazdego
t € Ry = [0,400) rozwazmy funkcje X;: Q — S zadang przez

Xi(w) = w(t).

Niech o-cialo F na Q) bedzie najmniejszym takim, ze odwzorowanie w — w(t) jest mierzalne dla kazdego
t € Ry =[0,400). Niech wreszcie dla s € Ry oznaczmy przez 6, odwzorowanie {2 — ) zadane przez

Os(w)(t) = w(t + s).

W szczegdlnosci Xy o 0, = Xiqs. O odwzorowaniu 65 mozna mysleé jak o przesunieciu czasu o s. Zamiast
utozsamiaé wlasnos¢ Markowa z procesem stochastycznym X = {X(t)};er, , utozsamimy ja z rodzing miar
probabilistycznych na €2, wzgledem ktorej X bedzie procesem Markowa.

Definicja 0.1. Lanicuchem Markowa w czasie cigglym na przestrzeni stanéw S nazywamy pare uporzadkowang,
(P, F) taka, ze

(EM1) F = (Fi)ier, jest filtracja wazgledem ktérej X = (X(t)):er, jest adaptowalny i F; C F dla
kazdego t € Ry.

(EM2) P = {P,},cs. Dla kazdego = € S, P, jest miara probabilistyczna na Q taka, ze

P,[Xo=2]=Plwe:w(0) =2 =1.



o (EM3) Spelniona jest wlasnosé Markowa
E,[Y 00, F,] = Ex([Y] pn. P,
dla wszystkich x € S i wszystkich ograniczonych mierzalnych Y na €.

W powyzszej definicji E, jest wartoscig oczekiwang odpowiadajaca mierze probabilistycznej P, czyli
E.[Y] = / Y(w) P, (dw).
Q

O zmiennej losowej Y :  — R mozna mysle¢ jak o statystyce calej trajektorii procesu {X(t)}ier, . Zalézmy,
ze Y jest postaci

Y(w) = flw(tr),w(ta),...,w(ty)) = f(X(t1), X (t2),..., X(tn))
dla pewnej mierzalnej i ograniczonej funkcji f: R® — R (dla éwiczenia warto sprawdzié, ze Y powyzszej
postaci jest istotnie zmienna losowa, tj. jest mierzalna wzgledem F). Wéwczas

Yobs(w)=f(w(t1+9),w(ta+8),...,w(t, + ) = f(X(t1 +8),X(ta + 8),..., X(tn + 5)).

Wilasnosé Markowa w Definicji méwi zatem to, co powinna. Rozklad wektora losowego (X (1 + s), X (t2 +
$)y..., X(tn + 8)) pod warunkiem F, jest taki sam, jak rozklad wektora (X'(¢1), X'(t2),..., X (t,)) dla
X' ={X'(t)}+er, bedacym niezalezna kopia X, zapoczatkowang w Xj = X(s).

Naszym nadrzednym celem bedzie sprowadzenie powyzszej definicji do bardziej przystepnych terminéw.
Zanim jednak do tego przejdziemy, rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 0.1. Niech N = (NNV;)ier, bedzie jednorodnym procesem Poissona z intensywnosciag A > 0
okre$lonym na przestrzeni probabilistycznej (X, G, P). Przypomnijmy, ze oznacza to, ze t — N, jest pra-
wostronnie ciaggta oraz dla kazdego ¢ > 0 zmienna losowa N, ma rozktad Poissona z parametrem A > 0,

WA
PN, = k] =e AH’

i wreszcie dla t > s > 0, zmienna N; — N, jest niezalezna od o-ciala FYN = (N, : r < s).

Uzasadnimy, ze N jest procesem Markowa w sensie przyjetej przez nas definicji. Przestrzenia stanéw jest
S = N. Niech P,[A] =P[N +z € A] dla A € F. Tutaj  + N oznacza funkcje ¢ — N, + z. Pokazemy teraz,
ze spelniona jest wlasnos¢ Markowa.

Dla A € s mamy
Ey[Y 00, 14] =E[Y(N 00, + 2)1{neay] = E[Y (N 005 — Ny + Ny + 2)1{neay]
Skoro A € Fy, to {N € A} € F¥ (zadanie). Skoro N oy — Ny = (Nyjs — Ny)er, jest niezalezny od FY, to
E[Y(N ofs — Ns+ Ns + 2)1ineay|Fs] = Lineay - y(Ns + ),

gdzie
y(k) = E[Y (N 08, — N, + k)] = By [Y].
Podsumowujac,
Em[y 00 - 1A] = E[y(Ns + w)l{NeA}] = Ex[y(X(s))lA]

odwolujac sie teraz do definicji warunkowej wartosci oczekiwanej

Ex[Y o 03|]:s] = y(X(S)) = EX(S)[Y]'

Powyzszy przyklad pokazuje, ze uzasadnienie wlasnoéci Markowa wprost z definicji nie jest najprostszym
zadaniem. Przekonamy sie w przyszlosci, ze taka forma jest przydatna do teoretycznych rozwazan. Mimo to
przyda sie nam bardziej przystepny sposéb méwienia o tancuchach Markowa w czasie ciaglym. Odnoszac sie
do czasu dyskretnego, korzysta¢ bedziemy z funkcji przejscia.



Definicja 0.2. Funkcja przejscia nazywamy rodzine odwzorowan p = (p;)ier, , gdzie py: S x S — [0, 1]
zdefiniowanych dla ¢t > 0 takich, ze

pt(xvy) > 07 Zpt(xay) = ]-7 %E}%pt(‘rvx) = po(fE,CIJ) = ]-7
yeS
spelniajacych réwnania Chapmana-Kolmogorowa

Pste(@,y) = Y ps(w, 2)pi(2,y).
z€S

Interpretacja wartosci p:(z,y) jest prawdopodobienstwo, ze w czasie ¢t proces przejdzie ze stanu x do stanu y.
Innymi stowy,
pe(r,y) = Po[Xy =yl

Jak sie niebawem przekonamy, dzieki wlasno$ci Markowa pozwala ona jednoznacznie wyznaczy¢ rozklad
procesu, tj. jednoznacznie wyznaczy¢ miare P,.

Przyktad 0.2. Rozwazmy S =N, A > 0 oraz p;: S x S — [0,1] zadane przez

(AP

S ]

Liy>a}-

Wéwezas p jest funkcja przejécia. Wystarczy zauwazyé, ze pi(x) to prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa
o rozkladzie Poissona z parametrem At jest réwna y — . Réwnania Chapmana-Kolmogorowa wynikaja z
nastepujacej wlasnosci rozktadu Poissona: jezeli niezalezne zmienne losowe X i Y maja rozktady Poissona
odpowiednio z parametrami At i As, to X + Y ma rozklad Poissona z parametrem A(t + s).

Twierdzenie 0.1. Dia {avicucha Markowa (P,TF) poldimy
pi(2,y) = P.[X; = y]
dlat >0 oraz x,y € S. Wowczas:
a. pi(x,y) jest funkcjg przejscia,
b. pe(x,y) okresla miary P, jednoznacznie.

Proof.

a. Najpierw pokazemy, ze lim;_, pt(z, z) = 1. Przez prawostronna ciaglosé Sciezek, 7 = inf{t > 0: X; #
Xo} > 0 P, -p.w. dla dowolnego x z S. Poniewaz

pi(z,x) > Pyt >t — 1

przy t — 0, to istotnie lim;_,o p¢(z, ) = 1.

Réwnania Chapmana-Kolmogorowa wynikaja z wtasnosci Markowa. Aby to zobaczyé, rozwazmy Y =
1{x(t)=y}- Wlasnos¢ Markowa zapisuje si¢ jako

P, [ X5+t = y|Fs] = Px()[Xe = y] = pe(X(5),y) pn. Py.

Biorac wartosci oczekiwane wzgledem P, w tej tozsamosci, otrzymujemy rownania Chapmana-Kolmogorowa:

Px[Xt+s = y] = Er [Pz[Xert = y|]:8]] = EI [pt(X(S)7 y)] = Zpt(z7y)ps($7 Z)
zE€S

To dowodzi a. b. Uzyjemy wlasno$ci Markowa wielokrotnie, aby otrzymaé

P.[X(t1) =21,...,X(tn) = n] = Dty (@, 1) Dy, (T1,22) - Dty —t, 1 (Trm1, Tn)



dla0<t; <...<tyoraz z1,...,z, € .S. Aby to zobaczy¢ oznaczmy
Hp—1 = {X(tl) =21,... ,X(tnfl) = 33“,1} (S .7:,5"71.
7 wlasnosci Markowa
P,[X(t1) =z1,...,X(t,) = $n|-7:tn71] =P.[Hp 1, X(tn) = xn|-7:tn71]
=1y, P [X(tn) = 20| Fp, ] = 13y, Pu[X 00, (tn —tn-1) = 20| Ft,_, ]

= 17'ln—1PX(tn—1)[X(tn - tnfl) = !En} = 1Hn—1ptn*tn—1(xn*17xn)'
Biorac wartosci oczekiwane,

Px[X(tl) =T1,... aX(tn) = xn] = Pa:[anl]ptnftn,l (xnfly xn)

Postulowang réwnos¢ otrzymujemy przez iteracje powyzszej procedury. Udowodniona wlasnie réwnosé
uzasadnia, ze funkcja przejScia okresla rozklady skonczenie wymiarowe P,. Okresla réwniez pelna miare P,
poniewaz miary prawdopodobienistwa na (€2, F) sa okreslane przez ich skoniczenie wymiarowe rozklady w
Swietle twierdzenia m — A. Aby to zobaczy¢, zalézmy, ze p oraz v to dwie takie miary, ktore maja te same
skoniczenie wymiarowe rozklady, i niech P beda skoniczenie wymiarowymi zbiorami w (2, F) oraz

L={AeF:ulA)=v(A)}.
Wéwezas L jest A-ukladem zawierajacym mw-uklad P. Przez twierdzenie m — A, o(P) C L. Skoro o(P) = F,
to u(A) = v(A) dla wszystkich A € F.
O

Skoro X jest elementem (2, zbioru funkcji prawostronnie ciagltych o wartosciach w przeliczalnym S, to X jest
funkcjg kawatkami stala. W rezultacie do opisu X wystarczy sprecyzowaé, w jaki sposéb X zmienia wartosc.
Opis ten jest dokonywany w kategoriach (Q-macierzy.

Definicja 0.3. Q-macierzg nazywamy macierz (¢(z, y))q yes liczb rzeczywistych indeksowanych przez z,y € S,
ktore spelniaja

q(z,y) >0dlax#y oraz Zq(ﬂc,y) =0.
y

Poniewaz wyrazy diagonalne sg niedodatnie i odgrywaja specjalna role, naturalne jest uzycie specjalnego
oznaczenia dla nich:
c(x) = —q(z, ).

Przejscie od funkcji przejscia do @-macierzy jest trudniejsze niz przejscie od procesu do funkcji przejscia i
wymaga dokonania dodatkowych zaltozen. Zaczynamy od kilku wtasnoéci, ktére obowiazuja dla wszystkich
funkcji przejscia.

Twierdzenie 0.2. Zaldimy, Ze p jest funkcjg przejscia.
a. Wowczas pi(x,z) > 0 dla wszystkich t > 0 oraz x € S.
b. Jesli pi(z,xz) =1 dla pewnego t > 0 oraz x € S, wtedy p;(xz,x) = 1 dla wszystkich t > 0 oraz tego x.

c. Dla kazdego x,y € S, p:(x,y) jest jednostajnie ciggla wt. Dokladniej,
|pt($a ?J) - ps(x7 y)l S 1 - p|t75|($, Z‘)

Proof.

a. Najpierw zauwazmy, ze p;(z,z) > 0 dla malych ¢ zgodnie z przyjeta Definicja 0.2 Z réwnai Chapmana-
Kolmogorowa,
Ps+t(T, ) = ps(@, 2)pe (2, ),

wiec Scista dodatnios¢ rozciaga sie na wszystkie ¢.



b. Uzyjmy réwnania Chapmana-Kolmogorowa raz jeszcze, aby napisac

pSth(:E,{E) < ps(x,x)pt(x,x) + [1 —ps(x,x)] =1 _pS(x’I)[l _pt(‘rax)]'

Zatem, jeSli psi¢(z, ) =1, to pi(x,x) = 1, poniewaz ps(x, ) > 0 z czesci a. Stad {t > 0: py(z,z) = 1}
jest przedzialem zaczynajacym si¢ od 0. Z dowodu czeéci a. wynika, ze musi to by¢ cata dodatnia o$.

c. Ponownie uzyjmy réwnania Chapmana-Kolmogorowa, aby napisa¢
Pits(@,y) = pi(w,y) = pel@, y)[ps (2, 2) = 1]+ ps(w, 2)pe(2,y).
z#x

Pierwszy sktadnik po prawej stronie jest niedodatni, a drugi jest nieujemny. Warto$¢ bezwzgledna
kazdego z nich nie jest wieksza niz 1 — pg(x, ). To pociaga postulowana nieréwnosé, ktéra z kolei
pociaga jednostajng ciaglosc.

O

Twierdzenie 0.3. Zaldzimy, ze p jest funkcjq przejscia.

a. Dla kazdego x, prawostronna pochodna

d
co(z) = —q(z,x) = — &pt(as,x) € [0, o]
t=0
istnieje i speinia
pi(x,x) > e—c@)t,

b. Jesli c(x) < oo, wtedy dla tego x i dla wszystkich y # x, prawostronna pochodna

€ [0, 00)
t=0

d
Q(xay) = &pt(l” y)

istnieje oraz

> alz,y) <0.

yes

c. Jesli dla pewnego x € S, c¢(x) < 00 4 Zy q(z,y) = 0, to pi(x,y) jest rézniczkowalna w sposdd ciggly
wzgledem t dla tego x i kazdego y, oraz spelnia rownania retrospektywne Kolmogorowa:

Lprey) = 3 ale pzry).

dt .
Proof.
a. Niech f(t) = —logpi(z,x). Wobwczas f jest dobrze okreSlona i jednostajnie ciggla. Jest ona tez
subaddytywna. Zatem, zgodnie z Lematem Fekete,
L f)
c(z) = }gr(l) e € [0, o0

i spelnia f(t) < e(x)t.
b. Przypuéémy, ze c¢(x) < co. Z dowiedzionej wlasnie nieréwnosci,
1—py(z,x) <1—e @ < ¢(a)t,

i stad

> 2ed) <o)

yyF£T



Zatem,
P, y)

lim sup < 00

t—0
dla y # . Niech ¢(z,y) bedzie wartoscia powyzszej granicy gérnej. Aby pokazaé, ze granica rzeczy-
wiscie istnieje, wezmy § > 0 i dodatnig liczbe catkowita n. Macierz ps(z,y) mozna traktowaé jako
prawdopodobienstwa przejscia dla dyskretnego tancucha Markowa na S, a wtedy zgodnie z réwnani-
ami Chapmana-Kolmogorowa, odpowiadajace n-krokowe prawdopodobienstwa przejscia sa dane przez
pns(z,y). Rozkladajac zdarzenie, ze ten taficuch znajduje sie¢ w y w czasie n zgodnie z czasem pierwszej
wizyty w y, mamy dla y # z,

n—1

Prs(2,9) = > phs(@, 2)ps (@, v)P(n—1—1)5 (U, 9)-
k=0

Stad
Pns (J?, y) > ps (l‘, y) —c(z)né

e - 5 oglsrlgfnap5<y’ v)-

Teraz niech ¢ | 0 wzdluz ciagu realizujacego granice gérng w (2), tak ze

B y(ay)

Wybierzmy teraz n — oo tak, ze nd — t. Wowczas

pt(xa y) —c(x)t
>
P q(z,y)e nggtps(y, Y)

dla t > 0. Zatem,

. . pt(xay>
lim inf 28209 > .
im inf ———= > q(z,y)

Postulowana nier6wnosé¢ wynika teraz z lematu Fatou.

. Napiszmy

Prrs(@,y) = pe(e,y) _ 3 [ps(wvz) —po(, 2)

s S —q(z, 2)] pe(2,9)-

z

Kazdy wyraz w sumie dazy do 0, gdy s | 0, zgodnie z pierwszymi dwoma czesciami twierdzenia. Zatem
musimy kontrolowa¢ ogony sumy. Wezmy skoniczony zbiér T C S zawierajacy x i zauwazmy, ze

ps(z, 2)

D P PERIED DL e
z¢T z¢T 2¢T
=51 [1 - Zps(x,z)l - Z q(z,z) = =2 Z q(z, 2)
z€T 2€T z€T

gdy s | 0. Granice po prawej stronie mozna uczyni¢ dowolnie mata, wybierajac T' duze, poniewaz
>, q(x,z) = 0. Zatem prawa strona dazy do zera, gdy s | 0. To dowodzi, ze prawostronne pochodne
pe(x,y) istnieja i spelniaja zadana réwnos$é. Aby zobaczyé, ze obustronne pochodne rzeczywiscie istnieja,
wystarczy zauwazyc¢, ze prawa strona jest ciagla w ¢ i uzy¢ faktu, ze funkcja ciagla z ciagla prawostronng
pochodng jest rézniczkowalna.

O
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