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lista 3: procesy i półgrupy Fellera

1. Niech (P,F) będzie procesem Fellera. Pokaż, że odwzorowanie

x 7→ Ex

[
n∏

j=1

fj(Xtj)

]
(1)

jest ciągłe dla dowolnego n, dowolnych t1, . . . , tn ∈ R oraz dowolnych
f1, . . . , fn ∈ C0(S).

2. Niech S = Z. Pokaż, że łańcuch Markowa w czasie ciągłym (P,F) jest
procesem Fellera wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego y ∈ S i każdego
t ∈ R+,

lim
|x|→∞

Px[Xt = y] = 0.

3. Niech T = (Tt)t∈R+ będzie półgrupą Fellera. Pokaż, że ∥T (t)f∥ ≤ ∥f∥
dla wszystkich f ∈ C0(S).

4. Niech T = (Tt)t∈R+ będzie półgrupą Fellera. Pokaż, że że funkcja t 7→
T (t)f z [0,∞) do C0(S) jest ciągła.

5. Niech S = R i B = (Bt)t∈R+ będzie ruchem Browna.

(a) Pokaż, że Tt zdefiniowane przez

Ttf(x) = E[f(Bt + x)]

jest półgrupą Fellera.

(b) Wyjaśnij, dlaczego T nie jest mocno ciągła jako półgrupa opera-
torów na C(S).

6. Niech U(α) będzie rezolwentą półgrupy Fellera T = (Tt)t∈R+ . Pokaż, że
dla każdego f ∈ C0(S),

lim
α→∞

αU(α)f = f.

7. Niech U(α) będzie rezolwentą półgrupy Fellera T = (Tt)t∈R+ . Pokaż, że

TtU(α)f(x) =

∫ ∞

0

e−αsTt+sf(x)ds
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