
SMUO 2024
lista 6: Kilka zaginionych faktów

1. Niech T = (Tt)t∈R+ będzie półgrupą Fellera na S. Pokaż, że dla każdego x ∈ S i każdego t ≥ 0 istnieje
miara µt,x na S taka, że

Ttg(x) =
∫

g(y) µt,x(dy).

Wskazówka: Rozważ jednopunktowe uzwarcenie S.

2. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, że ∥Tt∥ ≤ 1.

3. Niech T = (Tt)t∈R+ będzie półgrupą Fellera. Pokaż, że dla każdego t ≥ 0,

inf
x∈S

Ttf(x) ≥ inf
x∈S

f(x).

4. Niech (P,F) będzie procesem Fellera. Rozważmy ograniczoną funkcję mierzalną φ : R+ ×Ω → R. Pokaż,
że dla F-czasu zatrzymania τ zachodzi

Ex [φ(τ, θτ )|Fτ ] = Φ(τ, Xτ ) Px − p.w.

gdzie
Φ(t, x) =

∫
Ω

φ(t, ω)Px(dω).

5. Pokaż, że jeżeli A : C0(S) → C0(S) jest ograniczonym operatorem, to R(I−ϵA) = C0(S) dla dostatecznie
małych ϵ > 0.

6. Niech (L, D(L)) będzie generatorem infinitezymalnym. Dla ϵ > 0 rozważmy

Lϵ = L(I − ϵL)−1, Tϵ(t) =
∞∑

n=0

tnLn
ϵ

n! .

Pokaż, że Tϵ jest półgrupą Fellera z generatorem Lϵ.
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