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Stochastyczne modele ukladéw
oddziatujacych

Notatki te powstaty na potrzebe kursu o tym samym tytule prowadzonym w
Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego zima 2024. Zain-
spirowany Complex analysis autorstwa Juan Carlos Ponce Campuzano oraz
Collision Detection Jeffreya Thompsona chciatem zbada¢ mozliwosci tworzenia
interaktywnych podrecznikéw. Wierze, ze wchodzenie w interkacje z czytel-
nikiem pozwala mu lepiej zrozumie¢ prezentowany material. Jednym z na-
jlepszych sposobow na zrozumienie nawet najbardziej zawitych procesow jest
zobaczenie ich w akcji.

Notatki te w dalszym ciggu sg we wstepnej fazie i niestety nie sa dolne od
btedéw. Goraco zachecam do zglaszania wszystkich problemoéw, btedéw i
niedociagnie¢ na github.

Do napisania ksigzki wykorzystatem biblioteke bookdown z pakietu R. Symu-
lacje zostaly napisane z wykorzystaniem p5.js.

Wroctaw, grudzien 2024
Piotr Dyszewski


https://complex-analysis.com/
https://www.jeffreythompson.org/collision-detection/index.php
https://github.com/pdyszewski/ips/issues
https://bookdown.org/
https://p5js.org/

Sylabus

Dane dotyczace przedmiotu

Nazwa przedmiotu: Stochastyczne modele systeméw oddziatujacych
Jednostka oferujgca przedmiot: Instytut Matematyczny

Zalozenia: Teoria prawdopodobienstwa 2 (28-MT-S-tTPrawd?2)

Strona www: https://sites.google.com/site/piotrdyszewski/teaching/SMUO
Forma zajeé: wyktad + ¢wiczenia

Punkty ECTS: 6

Skrécony plan wyktadu

W trakcie wyktadu poruszymy nastepujace zagadnienia:

e A) Procesy Markowa: tancuchy Markowa w czasie ciggtym, procesy
Fellera, potgrupy operatoréw, generatory infinitezymalne, martyngaty,
rozktady stacjonarne, ruch Browna i procesy pokrewne

« B) Uklady czastek: konstrukcja, ergodycznosé, model glosowania,
model epidemii, exclusion process

Podstawowa literatura do wyktadu:

o Liggett, Thomas Milton. Continuous time Markov processes: an intro-
duction. Vol. 113. American Mathematical Soc., 2010.

o Liggett, Thomas Milton, and Thomas M. Liggett. Interacting particle
systems. Vol. 2. New York: Springer, 1985.

o Liggett, Thomas M. Stochastic interacting systems: contact, voter and
exclusion processes. Vol. 324. Springer Science & Business Media, 2013.


https://sites.google.com/site/piotrdyszewski/teaching/SMUO

Szczeglétowy plan wykladu

Wstepny plan tematéw poruszanych na poszcezegdlnych wyktadach:

1.

Ol WD

© 0N

10.
11.
12.
13.
14.
15.

bLancuchy Markowa w czasie ciagltym

Procesy Fellera, potgrupy i generatory

Od procesu do poétgrupy i generatora

Od generatora do procesu

Konstrukcje generatoréw, zagadnienie martyngatowe, rozktady
stacjonarne

Procesy dualne

Zaburzenia ruchu Browna

Konstrukcja systeméw oddziatujacych

Ergodyczno$é systemow oddziatujacych

Kilka narzedzi

Model gtosowania: przypadek rekurencyjny

Model gtosowania: przypadek tranzytywny

Model epidemii: reprezentacja graficzna i addytywnos¢
Model epidemii na drzewie jednorodnym

Exclusion process

Efekty ksztalcenia

Po wyktadzie student:

1.

Formutuje podstawowe obiekty z zakresu teorii proceséw Markowa (A);

2. Podaje przyktady stochastycznych systemow oddziatujacych wraz z ich

podstawowymi wlasnosciami (B);
Formutuje zwigzki miedzy generatorami, potgrupami oraz procesami

Markowa (A);

. Analizuje dowody prostych twierdzen z wyktadu z uzasadnieniem

poszczegdlnych ich zalozen (A);

. Formuluje gltéwne twierdzenia teorii proceséw Markowa (A);
. Analizuje dowody najwazniejszych twierdzen z wyktadu z uzasadnieniem

poszczegdlnych ich zatozen (A, B);

Formutuje gtéwne twierdzenia z zakresu teorii systeméw oddziatujacych
(B);

Stosuje teorie proceséw Markowa w przykladach (A).



Sposéb weryfikacji efektéw ksztalcenia
Na zaliczenie sktadac sie beda:

o Aktywnos¢ na ¢wiczeniach;
o Zadania domowe.

Metody i kryteria oceniania

Zaliczenie ¢wiczen na podstawie zadan domowych i aktywnosci w czasie zajec.
Ocena z egzaminu wystawiona jest na podstawie egzaminu ustnego.

Warunkiem zaliczenia przedmiotu jest:

o Ugzyskanie 30% punktéw za zadania stanowigce biezaca weryfikacje
efektéw ksztatcenia;

o Uzyskanie pozytywnej oceny z egzaminu stanowigcego koncowg wery-
fikacje efektéw ksztatcenia.

Kryteria ocen:

 (dst) student realizuje punkty 1-2 efektéw ksztalcenia
 (db) student realizuje punkty 1-5 efektéw ksztatcenia
 (bdb) student realizuje punkty 1-8 efektéw ksztalcenia

Wroctaw, wrzesien 2024
Piotr Dyszewski



Wyktad 1: Lancuchy Markowa
w czasie cigglym

2024-10-03
Piotr Dyszewski

Celem tego rozdziatu jest skonstruowanie proceséow Markowa w czasie ciggtym
na przeliczalnym (lub skonczonym) zbiorze S w oparciu o jego opis infinitezy-
malny. W nastepnym rozdziale zbadamy problem konstrukcji dla procesow
na bardziej ogélnej przestrzeni stanéw. Na razie ograniczamy nasza uwage
do bardziej konkretnej sytuacji przeliczalnego S. W tym przypadku czesto
uzywa si¢ stowa “tancuch” zamiast “proces”. clcl

Przypomnijmy, ze tancuchem Markowa w czasie dyskretnym nazywamy pro-
ces stochastyczny {X,}nen takie, ze dla dowolnego n € N i dowolnych
S0, 81, .. .,8, € S takich, ze

P[anl = Sp—-1, Xp2= Sn—2; - - - 7X0 = 50] >0
zachodzi
]P[Xn = Sy | anl = Sn—1y «-- 7X0 = 50] = P[Xn = Sy ‘ anl = Snfl] .

Powyzsza wlasnosé jest bardzo czesto przytaczana jako wyjéciowa definicja
tanicucha Markowa. Mimo swojej prostoty, ktora utatwia czytelnikom pierwsze
zetkniecie z wlasnoscia Markowa, wlasnosé ta ma jednag wade, ktéra ujawnia
sie przy bardziej zaawansowanych rozwazaniach teoretycznych.

Jezeli chcemy badac tylko procesy na przeliczalnej przestrzeni stanéw, to
jedno naturalne uogolnienie ma nastepujaca forme. Proces stochastyczny w



czasie cigglym {X(¢) };er, nazwiemy ltancuchem Markowa w czasie ciggltym
na przeliczalnej przestrzeni stanéw S, jezeli dla dowolnego n i dowolnych
0<ty<t;<...<t,idowolnych sg,s1,...,s, €S takich, ze

P [X(tnfl) = Spn—1, X(tn,Q) = Sp—2,.-- ,X(to) = 50] >0
zachodzi

P [X(tn) = S, | X(tn,1> = Sp—1, X(tn,Q) = Sp—2,.-- ,X(to) = 80]
=P [X(tn) = Sp, ‘ X(tn_1> = Sn—l] .
Powyzsza wtasnos¢ nie jest zbyt przydatna, jezeli chcemy badaé procesy na
nieprzeliczalnej przestrzeni stanéw. Dla bardzo wielu naturalnych obiektow
zmienne losowe X (t) w badanym przez nas procesie moga mie¢ rozktad ciagty.

Oznacza to, ze warunek powyzszy nie jest spetniony dla dowolnego wyboru
parametrow.

W celu znalezienia bardziej elastycznego warunku zauwazmy, ze wlasnosé
Markowa dla jednorodnego taiicucha Markowa { X, },en W czasie dyskretnym
Z macierzg przejscia

p(i,j) = P[X1 = j | Xo =]

zapisuje sie jako

gdzie F,, = 0(Xo, X1,...,X,). Dokladne uzasadnienie powyzszej wlasnosci
pozostawiamy jako zadanie. Podobnie, dla dowolnego m € N,

P[Xnim = j | Fal = " (Xn, ),
gdzie (p™#9), ;s jest m-ta potega macierzy przejicia

p™ (i, §) = PlXm = 5| Xo = ).
Oznacza to, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej f: S — R,

seS

Powyzsza definicja wzglednie tatwo zapisuje sie w czasie ciggltym

Elf(Xoe) | Fo] = Zf me)

€S

8



gdzie
Py, x) = P[X; = 2| Xo = y].

Relacja powyzsza daje sie zapisa¢ w przypadku nieprzeliczalnej przestrzeni
stanow jako

E[f(Xor) | Fi) = [ F@)p? (X, de),

gdzie
P (y,dz) = P[X, € dz|X, = y]

jest rozktadem X; pod warunkiem {X, = y}. To niesie ze soba kolejne prob-
lemy, poniewaz jak wczesniej zauwazylismy {X, = y} moze by¢ zdarzeniem o
prawdopodobienstwie zero. Przedstawione podejscie jest do uratowania pod
katem formalnym przez odniesienie sie do regularnych rozktadéw warunk-
owych.

Zamiast tego podejdziemy do problemu od innej strony. Naszym punktem
wyjscia bedzie odpowiednia rodzina miar. Jak zobaczymy wkroétce, to podejs-
cie bedzie rowniez opierato sie o odpowiednik powyzszej relacji. Oznacza to, ze
w rezultacie bedziemy opisywali te sama klase procesoéw stochastycznych bez
koniecznosci obchodzenia si¢ z warunkowaniem po zdarzeniach niemozliwych.

Podstawowe definicje

Zaczynamy od prezentacji definicji trzech obiektéw, na ktorych sie skupimy
w tym rozdziale. Przypomnijmy, ze bedziemy definiowa¢ tancuchy Markowa
w czasie ciaglym na dyskretnej przestrzeni stanow S. Topologia na S to
oczywiscie topologia dyskretna, wzgledem ktorej wszystkie funkcje sg ciagte.

Gléwnym obiektem naszych badan bedg procesy stochastyczne. Ze wzgledow
technicznych pracowac¢ bedziemy na bardzo konkretnej przestrzeni zdarzen
elementarnych. Niech €2 bedzie zbiorem prawostronnie cigglych funkcji
w: [0,00) — S ze skoriczong liczbg skokéw w dowolnym skoniczonym przedziale
CZasowym.



Stan

#i#
#i#
#i#
#it
#it
#i#

Przykladowa funkcja z Omega dla S={1,2, ... 10}

10

6 -
5 -
4 - - - —
3 - — - ——
2 - — - -
1 - —
0.0 25 5.0 7.5
Czas
List of 1

$ plot.margin: 'margin' num [1:4] Omm 25mm Omm Omm
..— attr(x, "unit")= int 7

- attr(x, "class")= chr [1:2] "theme" "gg"

- attr(*, "complete")= logi FALSE

- attr(*, "validate")= logi TRUE

Dla kazdego t € Ry = [0, +00) rozwazmy funkcje X;: Q — S zadana przez

X (w) = w(t).

Niech o-ciato F na ) bedzie najmniejszym takim, ze odwzorowanie w — w(t)
jest mierzalne dla kazdego t € Ry = [0,4+00). Niech wreszcie dla s € R,
oznaczmy przez 0, odwzorowanie {2 — (2 zadane przez

W

Os(w)(t) =w(t+ s).

szczegolnosci X; o 0, = X;15. O odwzorowaniu 65 mozna mysle¢ jak o

przesunieciu czasu o s. Zamiast utozsamiaé¢ wlasno$é¢ Markowa z procesem
stochastycznym X = {X(t)}ser, , utozsamimy ja z rodzing miar probabilisty-
cznych na €2, wzgledem ktérej X bedzie procesem Markowa.

10



Definicja 0.1. Lancuchem Markowa w czasie cigglym na przestrzeni standéw
S nazywamy pare uporzadkowana (P, F) taka, ze

o (EM1) F = (Fi)ier, jest filtracja wzgledem ktérej X = (X (t))icr, jest
adaptowalny i F; C F dla kazdego t € R,

o (EM2) P ={P,},cs. Dla kazdego x € S, P, jest miara probabilisty-
czng na §) taka, ze

P, [Xo=2]=P,jweQ:w)=2]=1

« (EM3) Spelniona jest wlasnosé Markowa
E,[Y 00,|F,] = Ex(»)[Y] pn. P,
dla wszystkich x € S i wszystkich ograniczonych mierzalnych Y na (2.
W powyzszej definicji E, jest wartoscig oczekiwang odpowiadajaca mierze
probabilistycznej P, czyli
E,[Y] = /Q Y (@) Py(dw).

O zmiennej losowej Y : 2 — R mozna myslec¢ jak o statystyce catej trajektorii
procesu {X (t) }ier, . Zalézmy, ze Y jest postaci

Y(w) = f(w(t1)7w(t2)v tet ’w(tn)) = f(X(tl)vX(t2)a s 7X(tn))

dla pewnej mierzalnej i ograniczonej funkcji f: R™ — R (dla éwiczenia warto
sprawdzi¢, ze Y powyzszej postaci jest istotnie zmienna losowa, tj. jest
mierzalna wzgledem F). Woéwczas

Yols(w)= flw(ty +s),w(ta+5s),...,w(t, + 5))
= f(X(ti +5), X(ta +5),...,X(t, + 5)).

Wrtasnos$¢é Markowa w Definicji moéwi zatem to, co powinna. Rozktad wektora
losowego (X (t1 + s), X(t2 +5),..., X(t, + s)) pod warunkiem F; jest taki
sam, jak rozktad wektora (X'(t1), X'(t2),..., X'(tn)) dla X' = {X"(t) }ser,
bedacym niezalezng kopia X, zapoczatkowana w X = X(s).

Naszym nadrzednym celem bedzie sprowadzenie powyzszej definicji do bardziej
przystepnych terminéw. Zanim jednak do tego przejdziemy, rozwazmy
nastepujacy przyktad.

11



Przyktad 0.1. Niech N = (N;)er, bedzie jednorodnym procesem Poissona
z intensywnoscia A > 0 okreslonym na przestrzeni probabilistycznej (2, G, P).
Przypomnijmy, ze oznacza to, ze t — N, jest prawostronnie ciggta oraz dla
kazdego t > 0 zmienna losowa N; ma rozktad Poissona z parametrem A\ > 0,

AE
PN, =k]=e AH’

i wreszcie dla t > s > 0, zmienna N; — N, jest niezalezna od o-ciata .7-"5\[ =
o(N, 1 <s).

Parametr lambda w procesie Poissona jest odpowiedzialny za tempo jego
wzroztu. Dla maltych warto$ci parametru lambda, odstepy miedzy skokami
sg duze i proces porusza sie wolno. Dla duzych wartosci parametru lambda
odstepy sa mniejsze i proces prosusza sie szybciej. Za pomoca ponizszego
suwaka mozesz ustawi¢ waretos¢ parametru lambda w zakresie od 0.1 do 1.

Uzasadnimy, ze IV jest procesem Markowa w sensie przyjetej przez nas definicji.
Przestrzenia stanéw jest S = N. Niech P,[A] = P[N +z € A] dla A € F.
Tutaj x + N oznacza funkcje ¢t — N; + x. Pokazemy teraz, ze spelniona jest
wlasnos¢ Markowa.

Dla A € F; mamy
Ex[YOHS'].A] = E[Y(NO@S—FSL’)].{NGA}] = E[Y(NOHS—Ns—i-Ns—l-x)l{NeA}].

Skoro A € F;, to {N € A} € FV (zadanie). Skoro N o0, — Ny = (N s —
Ny)ter, jest niezalezny od FYN, to

E[Y(N o6, — N, + N, + m)l{NeA}|fs] = l{neay - y(Ns + ),

gdzie
y(k) = B[Y (N 00, — N, + k)] = By[Y].

Podsumowujac,
Ex[Y o 95 : ]-A] = E[y(Ns + x)l{NEA}] = Ex[y(X(S))]-A]
odwotujac sie teraz do definicji warunkowej wartosci oczekiwanej

E.[Y 0 0, F] = y(X(s)) = Exo[Y].

12



Powyzszy przyktad pokazuje, ze uzasadnienie wlasnosci Markowa wprost z
definicji nie jest najprostszym zadaniem. Przekonamy si¢ w przysztosci, ze
taka forma jest przydatna do teoretycznych rozwazan. Mimo to przyda sie
nam bardziej przystepny sposéb méwienia o tancuchach Markowa w czasie
ciagltym. Odnoszac si¢ do czasu dyskretnego, korzysta¢ bedziemy z funkcji
przejscia.

Definicja 0.2. Funkcjg przejscia nazywamy rodzine odwzorowan p = (pi)ier,
gdzie p;: S x S — [0, 1] zdefiniowanych dla ¢ > 0 takich, ze

pt(‘ray) 2 07 Zpt<x7y) = 17 llj%pt($7$) :po(l’,l’> - 1?
yes

spethiajacych réwnania Chapmana-Kolmogorowa

Pote(T,y) = Z;gps(% 2)pe(z, ).

Interpretacja wartosci py(z,y) jest prawdopodobiefistwo, ze w czasie t proces
przejdzie ze stanu x do stanu y. Innymi stowy,

pe(z,y) = P[Xy =]

Jak si¢ niebawem przekonamy, dzicki wtasnosci Markowa pozwala ona jed-
noznacznie wyznaczy¢ rozktad procesu, tj. jednoznacznie wyznaczy¢ miare

P..
Przyklad 0.2. Rozwazmy S = N, A > 0 oraz p;: S xS — [0, 1] zadane przez

-t ()\t)y_z 1
(y — 2)! {y>a}-

Woéwcezas p jest funkcja przejscia. Wystarczy zauwazyé, ze py(r) to praw-
dopodobienstwo, ze zmienna losowa o rozktadzie Poissona z parametrem At
jest rowna y —x. Rownania Chapmana-Kotmogorowa wynikajg z nastepujacej
wtasnosci rozktadu Poissona: jezeli niezalezne zmienne losowe X i Y maja
rozktady Poissona odpowiednio z parametrami A\t i As, to X 4+ Y ma rozktad
Poissona z parametrem A(t + s).

Twierdzenie 0.1. Dla taricucha Markowa (P,F) poldzmy

pe(z,y) = Po[ X, = ]

dlat >0 oraz x,y € S. Wowczas:

p(z,y) =e

13



a. pi(x,y) jest funkcjqg przejscia,

b. pi(z,y) okresla miary P, jednoznacznie.

Proof.

a. Najpierw pokazemy, ze lim;_,o p;(z, x) = 1. Przez prawostronng ciagtosé
sciezek, 7 = inf{t > 0: X; # X} > 0 P,-p.w. dla dowolnego z z S.
Poniewaz

pe(z,x) > Pulr >t — 1

przy t — 0, to istotnie lim; o pi(z, ) = 1.

Réwnania Chapmana-Kolmogorowa wynikaja z wtasnoéci Markowa. Aby to
zobaczy¢, rozwazmy Y = 1{x )=y Wlasnos¢ Markowa zapisuje si¢ jako

P:r:[Xs-i-t = y"’rs] = PX(S)[Xt = y] = pt(X(S)vy) p-n. Pa:

Biorac wartosci oczekiwane wzgledem P, w tej tozsamosci, otrzymujemy
rownania Chapmana-Kolmogorowa:

Px[XtJrs = y] =E, [Px[Xert = y‘fsn =E, [pt(X(S)v y)] = Zpt(zv y)pS(mv Z)'

z€eS

To dowodzi a. b. Uzyjemy wtasno$ci Markowa wielokrotnie, aby otrzymac
P.[X(t1) =21,...,X(t,) = xn] = pt, (@, 21)pry—t, (X1, T2) - Dty —t,, (Tn—1, Tp)
dla0<t; <...<t,oraz x1,...,x, € S. Aby to zobaczyé¢ oznaczmy
Ho ={X(t1) =21,..., X(tn1) =xpn 1} € Fpy_,-
Z wtasnosci Markowa
P.[X(t)) =21,...,X(tn) = xu|Fi,, ] = Po[Hpo1, X(tn) = xn| Fr, ]

= 1y, P [X(tn) = vl Fr, ] = 13y, Po[X 00, (tn —tn1) = 20| Fy,_)]
= 1H7L71PX(tn71)|:X<tn - tnfl) = SCn] =13, \Dt,—t, 4 (xnfla SL’n)

Biorac wartosci oczekiwane,

PI'[X(tl) = T1y--- 7X(tn> = xn] = Pm [Hn—l]ptn—tn,1 (xn—la xn)

14



Postulowana réwno$é otrzymujemy przez iteracje powyzszej procedury.
Udowodniona wtasnie rownosé uzasadnia, ze funkcja przejscia okresla
rozktady skonczenie wymiarowe P,. Okresla réwniez pelng miare P,
poniewaz miary prawdopodobienstwa na (2, F) sa okre$lane przez ich
skonczenie wymiarowe rozklady w $wietle twierdzenia m — A. Aby to zobaczy¢,
zalézmy, ze p oraz v to dwie takie miary, ktére maja te same skonczenie
wymiarowe rozktady, i niech P beda skonczenie wymiarowymi zbiorami w
(Q,F) oraz
L={AecF:ulA)=v(A)}.

Wowczas L jest A-uktadem zawierajagcym m-uktad P. Przez twierdzenie m — A,
o(P) C L. Skoro o(P) = F, to u(A) = v(A) dla wszystkich A € F.

O
Skoro X jest elementem €2, zbioru funkcji prawostronnie ciggtych o wartosciach
w przeliczalnym S, to X jest funkcjg kawatkami stata. W rezultacie do opisu

X wystarczy sprecyzowac, w jaki sposoéb X zmienia wartos¢. Opis ten jest
dokonywany w kategoriach )-macierzy.

Definicja 0.3. ()-macierza nazywamy macierz (¢(x,y))syes liczb rzeczy-
wistych indeksowanych przez z,y € S, ktére spetniaja

g(z,y) >0dlaz #y oraz » q(z,y)=0.
y

Poniewaz wyrazy diagonalne sa niedodatnie i odgrywaja specjalng role, natu-
ralne jest uzycie specjalnego oznaczenia dla nich:
c(z) = —q(z, ).

Przejscie od funkcji przejscia do -macierzy jest trudniejsze niz przejécie
od procesu do funkcji przejscia i wymaga dokonania dodatkowych zatozen.
Zaczynamy od kilku wtasnosci, ktére obowiazuja dla wszystkich funkcji
przejscia.

Twierdzenie 0.2. Zaloimy, Ze p jest funkcjq przejscia.
a. Wowcezas pi(z,x) > 0 dla wszystkich t > 0 oraz x € S.
b. Jesli pi(z,x) =1 dla pewnego t > 0 oraz x € S, wtedy py(x,z) =1 dla

wszystkich t > 0 oraz tego x.
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c. Dla kazdego x,y € S, pi(x,y) jest jednostajnie ciggla w t. Dokladniej,
pe(x,y) = ps(,9)] < 1= pu—s/(, 2).

Proof.
a. Najpierw zauwazmy, ze p;(x,z) > 0 dla maltych ¢ zgodnie z przyjeta
Definicja 0.2 Z réwnan Chapmana-Kotmogorowa,
p8+t(xa :L‘) Z ps(m7 x)pt(xa "L‘)7
wiec Scista dodatnios¢ rozcigga sie na wszystkie t.

b. Uzyjmy réwnania Chapmana-Kolmogorowa raz jeszcze, aby napisac

sz, ) < ps(x, 2)pe(x,2) + [1 — ps(z, x)] = 1 — ps(x, z)[1 — pe(z, x)].

Zatem, jesli psii(x,z) = 1, to pi(x,z) = 1, poniewaz ps(x,z) > 0 z
czesci a. Stad {t > 0: py(x,x) = 1} jest przedzialem zaczynajacym sie
od 0. Z dowodu czesci a. wynika, ze musi to by¢ cata dodatnia o$.

c. Ponownie uzyjmy réownania Chapmana-Kolmogorowa, aby napisa¢
Prs(2.y) = pe(2,y) = polx, ) [ps(z, 2) — 1]+ 3 psl@, 2)pe(z, y).-
z#T

Pierwszy sktadnik po prawej stronie jest niedodatni, a drugi jest nieu-
jemny. Warto$¢ bezwzgledna kazdego z nich nie jest wieksza niz
1 — ps(x,z). To pociaga postulowang nieréwnosé, ktéra z kolei pocigga
jednostajna ciggtosc.

O
Twierdzenie 0.3. Zaloimy, Ze p jest funkcjg przejscia.

a. Dla kazdego x, prawostronna pochodna

(o) = —a(w, ) = = Spwa)| € [0,o0)

istnieje i spelnia
pelz,z) > e~c@t,
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b. Jesli c(x) < oo, wtedy dla tego x i dla wszystkich y # x, prawostronna

pochodna
d
q(z,y) = Lpla,y)) €1[0,00)
t=0
1stnieje oraz
> q(z,y) <0.

yeS

c. Jesli dla pewnego v € S, c¢(x) < o0 i 3, q(x,y) = 0, to p(x,y) jest
rozniczkowalna w sposob ciggly wzgledem t dla tego x i kazdego y, oraz
spetnia rownania retrospektywne Kotmogorowa:

c?tpt(% y) =D q(z,2)pi(2,y).

Proof.

a. Niech f(t) = —logpi(x,x). Wowczas f jest dobrze okreslona i jednos-
tajnie ciggta. Jest ona tez subaddytywna. Zatem, zgodnie z Lematem
Fekete,

o f®)
c(z) = 11337 € [0, oc]

i spetia f(t) < c(x)t.

b. Przypusémy, ze c(x) < co. Z dowiedzionej wlasnie nieréwnosci,

1—pi(z,2) <1—e @ < ¢(2)t,

i stad
Z pt(a';y) S C(l‘)
yy£T
Zatem,
lim sup Pz, y) < 00
t—0

dla y # x. Niech ¢(z,y) bedzie warto$cia powyzszej granicy gérnej.
Aby pokazaé, ze granica rzeczywiscie istnieje, wezmy ¢ > 0 i dodat-
nig liczbe catkowita n. Macierz ps(x,y) mozna traktowaé jako praw-
dopodobienstwa przejscia dla dyskretnego tancucha Markowa na S,
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a wtedy zgodnie z réwnaniami Chapmana-Kolmogorowa, odpowiada-
jace n-krokowe prawdopodobienistwa przejscia sa dane przez pps(z,y).
Rozktadajac zdarzenie, ze ten tancuch znajduje sie w y w czasie n
zgodnie z czasem pierwszej wizyty w y, mamy dla y # z,

n—1
Pas(x,y) >3 pis(@, 2)ps (2, ) P15 (Y, y).-
k=0
Stad
Pna(%w pls(x?y) —c(z)nd
>
525 ¢ Ognjnéps(y Y).

Teraz niech 6 | 0 wzdtuz ciagu realizujacego granice gorng w (2), tak ze

pé(fsvy) —>q(x,y).

Wybierzmy teraz n — oo tak, ze nd — t. Wowczas

pt<x7y)

x t
o 2 (@ y)e”™ inf pi(y,y)
dla t > 0. Zatem,
pi(,y)
lim inf === > q(z,y).

Postulowana nieréwnos$¢ wynika teraz z lematu Fatou.

. Napiszmy

Pets(®,y) — ez, y) - Z [ps(x,z) ~mo(2,2) —q(z,2)| pi(2, ).

s 2 s

Kazdy wyraz w sumie dazy do 0, gdy s | 0, zgodnie z pierwszymi
dwoma cze¢sciami twierdzenia. Zatem musimy kontrolowa¢ ogony sumy.
WezZmy skonczony zbior T' C S zawierajacy x i zauwazmy, ze

>

2¢T

ps(, 2)
s

pe(z,y) <Zps +quz

2¢T z¢T

—q(z,2)

- Snen)| - Sawa - 2 Tate

z€T zeT zeT
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gdy s | 0. Granice po prawej stronie mozna uczyni¢ dowolnie mata,
wybierajac T' duze, poniewaz Y. ¢(x, z) = 0. Zatem prawa strona dazy
do zera, gdy s | 0. To dowodzi, ze prawostronne pochodne p;(z,y)
istniejg i spekliajg zadang rownosé. Aby zobaczyé, ze obustronne
pochodne rzeczywiscie istnieja, wystarczy zauwazy¢, ze prawa strona
jest ciagta w t i uzy¢ faktu, ze funkcja ciagta z cigglta prawostronna
pochodng jest rézniczkowalna.

]
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Wyktad 2: Mocna wtasnosc¢
Markowa

2024-10-10
Piotr Dyszewski

Pojecie czasu zatrzymania odgrywa kluczowsg role w teorii procesow stochasty-
cznych. Sa to losowe momenty adaptowalne do z géry zadanej filtracji. Jest
to kluczowa koncepcj w silnej wlasnosci Markowa. Bedziemy korzystaé¢ z
cigglej filtracji F = (F})ser, -

Czasy zatrzymania

Przypomnijmy, ze w czasie dyskretnym definicja czasu zatrzymania 7 jest
taka, ze {T = n} € F, dla kazdego naturalnego n. Jest to réwnowazne z
warunkiem, ze {7 < n} € F,, dla kazdego naturalnego n. W czasie ciagtym
ta réwnowazno$é nie zachodzi, poniewaz [0, 00) nie jest przeliczalne. Warunek
analogiczny do tego drugiego jest naturalny do uzycia w czasie cigglym,
poniewaz zazwyczaj zdarzenie {7 = t} ma zerowe prawdopodobienstwo dla
kazdego t.

Definicja 0.4. Zmienna losowa 7 : Q — [0, 00] nazywana jest F-czasem
zatrzymania, jesli {7 < t} € F; dla kazdego t > 0.

W niektérych kontekstach filtracja IF, z ktora pracujemy, jest na tyle regularna,
ze utatwia to weryfikacje, czy zmienna jest czasem zatrzymania.

Definicja 0.5. Powiemy, ze filtracja F = (F;)icr, jest prawostronnie ciagta,
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jezeli
Fi=Fi, gdzie Fip = ﬂ Fs

s>t

dla kazdego t € R,.

Zadanie 0.1. Zalézmy, ze filtracja F jest prawostronnie ciagta. Wéowcezas 7
jest czasem zatrzymania wtedy i tylko wtedy, gdy {7 < t} € F; dla kazdego
teR,.

Zadanie 0.2. Pokaz, ze jesli 7y i 75 sg czasami zatrzymania, to rowniez 7 ATy,
71V 7o 11 4+ 79 S§ czasami zatrzymania.

Zadanie 0.3. Udowodnij, ze jesli {7, },en jest ciagiem czasow zatrzymania,
ktore maleja do 7, to 7 jest czasem zatrzymania.

Wiasnosé Markowa dotyczy warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem F;
dla ustalonego s.

Mocna wlasnos¢ Markowa jest analogiczna, ale warunkowanie odbywa sie
wzgledem o-algebry F,, gdzie 7 jest czasem stopu. Sklada sie ona ze zdarzen,
ktore sa okreslone przez przesztosé az do czasu 7.

Definicja 0.6. Dla czasu zatrzymania 7 ktadziemy

Fr={AeF:An{r <t} e F dlakazdegot € R, }.

Zadanie 0.4. Pokaz, ze:

a. J, jest o-algebra,
b. Zal6ézmy, ze [ jest prawostronnie ciggta. Pokaz, ze

Fr={A:An{r <t} € F; dla kazdego t > 0}.

Oto niektére podstawowe wtasnosci F.
Twierdzenie 0.4. Jesli T, 7,,, n € N sq czasasmi zatrzymania, to:

a. T jest mierzalny wzgledem F.
b. Jesli T, | T, to Fr =N, Fr,-
c. 11 < 1o implikuje F., C F.,.

Proof. Zadanie. O]
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Mocna wlasnosé¢ Markowa

Twierdzenie 0.5. Niech (P,F) bedzie taricuchem Markowa na przeliczalnej
przestrzeni stanow S. Zatoimy, ze Y jest ograniczong zmienng losowq oraz
ze T jest czasem zatrzymania. Wowczas dla kaZdego x € S,

E,[Y 00,|F.] = Exn[Y] P, — prawie na pewno na {7 <oo}. (1)

Silna wlasno$¢ Markowa jest zazwyczaj uzywana w nastepujacy sposob:
Przemnoéz réwnosé (1) przez li;<}, a nastepnie zastosuj E,. Wynik, z
uwzglednieniem, ze {7 < oo} € F,, to:

E, |V 00:1(rco0}| = Ex [Ex(r) [Y] Lreoq}] -

Twierdzenia 0.5. Najpierw zalézmy, ze T przyjmuje wartosci z przeliczalnego
zbioru 0 < t; <ty < ... oraz co. W tym przypadku silna wlasno$¢ Markowa
sprowadza si¢ do wtasnosci Markowa, jak teraz pokazemy.

Zauwazmy, ze prawa strona (1) jest mierzalna wzgledem F,. Musimy wiec
sprawdzi¢, ze jesli A € F, oraz A C {1 < o0}, to

E.[Y 00,1, = E, [Ex(;) [Y]14]

Aby to wykazaé, napiszmy:

Em [Y o (971A] = Z Ex [Y e} thlAm{T:tn}}

neN

= Z E, [EX(tn) Y] ]-Aﬂ{’r:tn}} =E, [EX(T) [Y]IA} )

neN

W drugim kroku skorzystalismy z wtasnosci Markowa, poniewaz
An{r=t,} € R,

zgodnie z definicja F.
W drugim kroku uzasadnimy tez¢ dla dowolnych 71 Y postaci

V() =[] fiet), ©)
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dla pewnego m € N, ty,...,t, € R, oraz ograniczonych funkcji
fiooo s fm: S — R

Czas T przyblizamy go od géry czasami stopu {7, }nen zdefiniowanymi przez
E+1 k kE+1
Tn:; jesli —§T<i.
2n 2n 2n

dla dostatecznie duzych k. Wezmy teraz A € F, C F,, takie, ze A C {7 < oo}.
Z pierwszej czesci dowodu,

E.[Y 00,14 = E, [Ex([Y]14]
Musimy przejs¢ do granicy, gdy k& — oco. Po prawej stronie, 7, | 7 i z pra-
wostronnej ciagtosci X (1) — X (7) w S, czyli X (1) = X (7) dla dostatecznie
duzych k. Po lewej stronie, napiszmy

(Y 00,) Hfm (o + 7)) = 11 fn(ltn +7)) = (V 06) ().

m=1

kiedy k — oo, dz1@k1 prawostronnej ciggtosci Sciezek. To pokazuje teze:
E. [V 00,14] = B, [Ex([Y]14].

W ostatnim kroku dowodu pokazemy teze dla dowolnego Y. Dla dowolnego
m € N oraz t,...,t, € Ry rozwazmy 7, ¢, : {2 = R™ dane wzorem

,,,,,

,,,,, tm (W) - (w(t1)7w(t2)> o aw(tm))'
Woéwezas dla dowolnych Ay, Ay, ..., A, C S,

—1 tm[Al XAQ X oo, XAm] :{WEQ : (,d(tl) EAl,...,w(tm) GAm}

B={m! s A1 x Ay x ... xAn] : meNt, .ty €Ry, Ay, Ay CS)

oraz A-uktad
L= {Gef . P[0, € G, A =E, {PX(T) [G] 1,] dlaAefT, AC {r<oo}}.

AAAAA

Z lematu o m-\ ukladach mamy F=0(B)CL. Czyh dla kazdego G € F,
P, (0. € G, Al = E, [Px() [G] 14]

dla kazdego A € F, takiego, ze A C {7 < co}. Jest to réwnowazne naszej
tezie dla Y = 1g. 7 liniowosci teza jest zatem prawdziwa dla kazdego
Y przyjmujacego skonczenie wiele wartosci. Zastosowanie standardowego
twierdzenia granicznego dowodzi tezy dla dowolnego ograniczonego Y. [
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Charakteryzacja

Zauwazmy, ze kazda funkcja w € €2 musi by¢ nastepujacego typu: Istnieje
t1 € (0, 00], taki ze w(t) = w(0) dla kazdego t € [0, t;), nastepnie, jesli ¢, < oo,
istnieje to € (t1, 00] taki, ze w(t) = w(t1) # w(0) dla kazdego t € [t1,t2), i tak
dalej. Powyzsze czasy tq,ts, ... zalezg oczywidcie od wyboru w. Dla kazdego
w € (), istnieje zatem cigg

To(w)=0<Ti(w) <Th(w) <Ti(w) <--- < o0,

taki, ze X;(w) = Xo(w) dla kazdego ¢t € [0,T1(w)) oraz dla kazdej liczby
catkowitej ¢ > 1, warunek 7T;(w) < oo implikuje T;(w) < Tiy1(w), Xryw)(w) #
X1 1wy (W) 1 Xi(w) = Xpy ) (w) dla kazdego t € [T;(w), Tiy1(w)). Co wiecej,
T, (w) 1 o0, gdy n — oo. Nietrudno jest sprawdzié, ze Ty, T, T, . . . sa czasami
stopu. Na przyktad,

(I <t} ={X®)#X0O0)}u U {X,#Xo}eF.

q€(0,1)NQ

Przypomnijmy, ze dla A > 0, dodatnia zmienna losowa U ma rozktad wyktad-
niczy z parametrem \, jegli P[U > r] = e~ dla kazdego r > 0. W ponizszym
lemacie przyjmujemy konwencje, ze zmienna losowa wyktadnicza o parametrze
0 jest rowna oo prawie na pewno.

Lemma 0.1. Niech x € S. Istnieje rzeczywista liczba c(x) > 0, taka Ze
zmienna losowa T\ ma rozktad wyktadniczy z parametrem c(z) pod P,. Co
wiecej, jesli c(x) > 0, to Ty i Xy, sq niezalezne pod P,.

Proof. Niech s,t > 0. Mamy
P.[Th > s +t] = E[1i1,50P 0 0y,
gdzie ®(w) = Liy(r)=w(0), vreo,q}- Uzywajac wlasnosci Markowa, dostajemy
P.[T) > s+ t] = E,[1{p 5 E,[P]]
= E.[1(1,55)P.[Th > t]] = P.[Th > s]P, [T} > 1],
co implikuje, ze T} ma rozktad wyktadniczy pod P,.

Zaltézmy teraz, ze c(x) > 0. Wowcezas 17 < oo, P, prawie na pewno. Dla
kazdegot > 0iy € S,

Paz[Tl > t7XT1 = y] = Ex[]-{T1>t}\Ij o 915]7
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gdzie dla w € Q, ¥(w) = 0 jesli w jest state, a w przeciwnym razie ¥(w) =
1y (w)=y}, gdzie 71 (w) jest wartoScia w po jego pierwszym skoku. Zatem
mamy

Px[Tl > 25-74)(1111 = y] = Ex[l{Tl>t}Ex[\I]H =
E; 1750 P [ X7, = y]] = Po[Th > t]P.[X7, = y],

co daje pozadang niezalezno$c. O]

Punkty, dla ktérych c¢(x) = 0, sa stanami pochlaniajacymi dla procesu
Markowa, w tym sensie, ze P,[X; = z, Vt > 0] = 1. Dla kazdych z,y € S
definiujemy
P.[ X1, =9y] c(x)>0
(x,y) = !
o ={ "5 20

Zauwazmy, ze II(x,-) jest miara prawdopodobienstwa na S.

Twierdzenie 0.6. Niech (P,F) bedzie taricuchem Markowa w czasie cigglym
takim, ze sup,.gc(x) < co. Wowczas

d

T P.[X: = yll,—o = c(z)I(z,y).

lim
t—0 t

Zatézmy teraz, ze c(x) > 0. Najpierw zauwazmy, ze
P,[T <t =0 (#) (3)
gdy t — 0. Rzeczywiscie, uzywajac silnej wtasnosci Markowa w 7117,
P.[Ty <t] <Pz[Th <t, Ty <T\ +1t] = B [1yy <y Ex, [Th < 1],
i mozemy oszacowaé

Py, [Ty <t] <supP,[T1 <t] <supc(y),
yeS y€S
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co daje oczekiwany wynik, poniewaz mamy réwniez P, [T} < t] < c¢(x)t. Z (3)
wynika, ze
Pa:[Xt = y] = Px[Xt =Y, Ty > t] + P:c[XT1 =Y, Ty < t] + O(tz)

— buy)e @+ (1 - ) TI(a, ) + O(E),
uzywajac niezaleznosci Ty 1 X, oraz definicji II(z, y). Dochodzimy do wniosku,
ze skoro P, [ Xy = y| = d.(y), to

P.[Xi = y] = Pu[Xo = y]
t
co konczy dowdd. O

= —c(2)0,(y) + c(2)l(z, y).

Kolejne twierdzenie dostarcza pelnego opisu $ciezek procesu X pod P,. Dla
uproszczenia zaktadamy, ze nie ma stanéw pochtaniajacych, ale czytelnik
tatwo rozszerzy stwierdzenie na przypadek ogélny.

Twierdzenie 0.7. Zakladamy, ze c(y) > 0 dla kazdego y € S i Ze
sup,esc(y) < oo. Niech x € S. Woéwczas, P, p.n., czasy skoku
Ty <1y <T5 < ... sq skoniczone, a cigg Xo, X1, X1y, ... pod P, jest dyskret-
nym tancuchem Markowa z macierzq przejscia 11 rozpoczetym w x. Ponadto,
pod warunkiem (Xo, X1, X1,,...), zmienne losowe Ty — Ty, Ty — Ty, ... sq
niezalezne, a dla kazdej liczby catkowitej i > 0, rozkliad warunkowy T;y1 — T;
jest wyktadniczy z parametrem c(Xr,).

Proof. Zastosowanie silnej wlasnosci Markowa pokazuje, ze wszystkie czasy
stopu 11, T5, . .. sg skoniczone P,-p.n. Nastepnie, niech y,z € S, a f1, fo: S —
R. Uzywajac silnej wlasnosci Markowa w 77:

Eo[Lixr, = [1(T1) 1 x0,=21 (T2 — T1))]
= Ew[l{XT1=y}f1 (Tl)Egc[]-{XT2:z}f2(T2 - Tl)]]

= H($7y)H(yv Z)/O e_c(z)81f1(31)d31/0 G_C(y)52f2<82)d52.

Postepujac indukcyjnie, otrzymujemy dla kazdych yi,...,y, € S oraz
fi,oo o fpr S—= R

Eo[Lix =y Yxr,=po} - - - L, =gt S1(T0) fo (T2 = T1) - o [ (T, — Tp-1)]

= U(z, y)(y1, y2) - - 1L(yp—1, Yp) lj (/OOO ec(yil)sfi(S)ds> ,
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gdzie yo = x. ]

7 powyzszego twierdzenia wynika charakteryzacja tancucha Markowa w termi-
nach Q-macierzy. Przez FX = (F/X); oznaczaé bedziemy najmniejsza mozliwg
filtracje, tj.

Fi=o0(Xs : s<t).

Wnhniosek 0.1. Niech ¢ = (¢(x,Y))syes bedzie Q-macierzq takq, ze
Sup,cg |q(z, )| < oo. Wowczas istnieje jedyna rodzina miar P taka, ze
(P,FX) jest taricuchem Markowa stowarzyszonym z Q-macierzq q.

Symulacja tancucha Markowa w czasie cigglym

W tej sekcji przedstawimy, jak zaimplementowacé i zwizualizowaé tancuch
Markowa w czasie ciggltym z 5 stanami.

# Funkcja do symulacji taficucha Markowa w czasie cigglym
simulate markov_chain <- function(Q, initial state, time_horizon) {
states <- nrow(Q)
state <- initial state
time <- 0
times <- c(0)
trajectory <- c(state)

while (time < time_horizon) {
rate <- -Q[state, state]l] # Intensywno3é opuszczenia stanu
if (rate == 0) {
break
}
waiting time <- rexp(l, rate) # Czas do nastepnego zdarzenia
time <- time + waiting_time
if (time > time_horizon) {
break
}

times <- c(times, time)

# Prawdopodobiefistwa przejsé do innych standw
probs <- Q[state, ]
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probs[state] <- 0 # Usuwamy intensywnoSé wtasng
probs <- probs / sum(probs)

state <- sample(l:states, 1, prob = probs) # Nowy stan
trajectory <- c(trajectory, state)

return(data.frame(time = times, state = trajectory))

}

# Macierz przejsé (gemerator ()
Q <- matrix(c(-2, 1, 1, 0, O,
1, -3, 1, 1, O,

, =3, 0, 1

b

, 1, 1, -2), byrow = TRUE, nrow = 5)

3 b

|
N
'_\

b 3

O O =
O = =

3

# Symulacja taficucha Markowa

set.seed(42) # Ustalenie ziarna dla powtarzalnosci wynikow
initial_state <- 1

czas_horyzont <- 10

data <- simulate_markov_chain(Q, initial_state, czas_horyzont)

# Przygotowanie danych do wykresu kawalkami statego
prepare_data_for_step <- function(data) {
result <- data.frame(
X_start = head(data$time, -1),
x_end = tail(data$time, -1),
state = head(data$state, -1)
)
return(result)

b

# Przygotowanie danych
step_data <- prepare_data_for_step(data)

# Tworzentie wykresu kawatkami statego
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ggplot(step_data, aes(x = x_start, y = state)) +
geom_segment (aes(xend = x_end, yend = state), size = 1) +
scale_y_continuous(breaks = 1:5) +

labs(
title = "Symulacja *ancucha Markowa w czasie ciagtym",
x = "Czas",
y = IlStanll

) <

theme_minimal ()

Symulacja lancucha Markowa w czasie ciaglym

5 -_— - — — —_—

0.0 2.5 5.0 75
Czas
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Wyktad 3: procesy i polgrupy
Fellera

2024-10-17
Piotr Dyszewski

W tym rozdziale S jest oSrodkowa, lokalnie zwarta przestrzenia metryczna, a
C'(5) jest przestrzenia ciagtych funkcji rzeczywistych na S. Przez Cy(S) oz-
naczaé bedziemy klase funkcji z C'(S) znikajacych w nieskoriczonosci. Doktad-
niej Cy(.S) to zbior funkeji f z C(S) takich, ze dla kazdego dodatniego e
istnieje zwarty K C S taki, ze |f(z)| < edlax € S\ K. Zauwazmy, ze jezeli S
jest zwarta, to Co(S) = C(S). Dodatkowo kazda f z Cy(S) jest jednostajnie
ciggla, tj. dla kazdego dodatniego € istnieje dodatnia ¢, taka, ze dla kazdych
x,y €8,
d(z,y) <6 = [flz) = fly)l <e

Tutaj d jest metryka na S. W obu przestrzeniach C(S) i Cy(S) uzywamy
normy jednostajnej

If1] = sup | f ()],
€S

co czyni Cy(S) przestrzenig Banacha. Gléwnym powodem stosowania ciagtych
funkcji zanikajacych w nieskonczonosci zamiast ograniczonych ciggtych funkeji
w przypadku lokalnie zwartym jest to, ze jednostajna ciagtos¢ jest wymagana
w wielu argumentach. Ograniczone funkcje ciagle nie sg zwykle jednostajnie
ciagte, podczas gdy ciggle funkcje zanikajace na nieskonczonosci sg. Innym
powodem jest to, ze Cy(.S) jest osrodkowa, co nie jest ogdlnie prawdziwe dla
przestrzeni wszystkich ograniczonych ciagtych funkcji na S.
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Proces

Zaczynamy od opisu sktadnikéw potrzebnych do definicji gtéwnego obiektu
zainteresowania w tym rozdziale. Konstrukcja bedzie analogiczna do
tancuchéw Markowa w czasie ciaglym. Niech Q2 = DJ[0, c0) bedzie zbiorem
funkcji prawostronnie ciagltych$ w : [0,00) — S z lewymi granicami w
kazdym punkcie. Tak jak poprzednio dla s, € R, polézmy tez

Xi(w) = w(t) oraz (Gsw)(t) = w(t + s).
Niech F bedzie najmniejszym o-cialem podzbioréw 2 wzgledem ktérego
wszystkie X; dla t € R, sa mierzalne.

Definicja 0.7. Procesem Fellera na S nazywamy pare uporzadkowana (P, F)
taka, ze

e (PF1) P = {P,}.cs, gdzie dla kazdego = € S, P, jest miara proba-
bilistyczna na (€2, F) taka, ze

P, [Xo=12]=P,lw : w(0) =2z2]=1. (4)

(PF2) F = {F,}icr, jest filtracja na 2, wzgledem ktorej zmienne losowe
X (t) sa adaptowane.

(PF3) Odwzorowanie

z— E, [f(X})] jest w Co(S) dla wszystkich f € Co(S)it>0. (5)

(PF4) Spelniona jest wlasnos¢ Markowa
E,[Yob,|F]=Exgl[Y] P,-prawie wszedzie (6)

dla wszystkich = € S oraz wszystkich ograniczonych mierzalnych ¥ na

Q.

Wtasnosé (5) znana jest jako wlasnos$¢ Fellera. Innym sposobem przedstaw-
ienia czesci ciagloscei, ktory wydaje sie catkiem naturalny, jest to, ze x,, — =
w S implikuje, ze rozktad X dla procesu rozpoczynajacego sie w x,, zbiega sie
stabo do tego dla procesu rozpoczynajacego sie w . Wtasnosé Fellera (razem
z prawostronna ciaglodcia trajektorii) implikuje silng wtasno$é Markowa.
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Twierdzenie 0.8. Kazdy proces Fellera ma silng wiasnosé Markowa. Jezeli
(P,F) jest procesem Fellera, to dla kazdej ograniczonej zmiennej Y : @ — R
oraz F-czasu zatrzymania 7 i kazdego x,

E,[Y 00, | F | =Ex[Y] prawie na pewno P,

na zdarzeniu {1 < co}.

Zadanie 0.5. Niech (P, F) bedzie procesem Fellera. Pokaz, ze odwzorowanie

z— E,

H fj(th)] ™)

jest ciggte dla dowolnego n, dowolnych tq,...,t, € R oraz dowolnych
f17 s 7fn € CU(S)

Twierdzenia 0.8. Rozumowanie przebiega identycznie jak w przypadku
tanicuchéw Markowa w czasie ciagtym. W miejscu, w ktorym wymagana jest
ciaglo$é odwzorowan x — E,[Y] nalezy powotaé sie na teze Zadania 0.5. [

Przyktad 0.3. Niech B = (B;)icr, bedzie standardowym ruchem Browna
okreslonym na przestrzeni probabilistycznej (3, G, P). Przypomnijmy, ze
oznacza to, ze

1. By =0 P-p.w.

2. Dla dowolnych ¢, s € Ry, t > s zmienna B; — B ma rozktad normalny
N(0,t — s) o éredniej zero i wariancji ¢ — s.

3. Dla dowolnych ¢t,s € R,, t > s zmienna B; — By jest niezalezna od
sigma ciala GZ = o(B, : r <s).

4. Odwzorowanie t — B, jest ciagte.
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Ruch Browna

0.8
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Ruch Browna
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Czas

Pokazemy, ze ruch Browna jest procesem Fellera w mysl przyjetej przez
nas definicji. Potézmy F; = (X, : s < t). Niech S = R. Dla z €
S zdefiniujmy P, jako rozklad ruchu Browna (rozumianego jako funkcji
R, — R) zapoczatkowanego w punkcie =, dokladniej dla A € F niech
P.[A] = P[B + x € A]. Tutaj przez B + x rozumiemy funkcje ¢t — By + x.

Spelniona jest wlasno$é¢ (PF1), poniewaz
P.[Xo=2]|=PBy+x=x]=1.

Wiasnosé (PF2) jest spetniona wprost z definicji filtracji F. Aby uzasadnié
whasnosé Fellera (PF3) ustalmy f € Cy(S). Ciaglosé

z = B, [f(X3)] = E[f (B + z)]

wynika z ciggltosci f oraz twierdzenia o zbieznosci ograniczonej. Aby uzasadnic,
ze powyzsze odwzorowanie jest klasy Cy(S) nalezy pokazaé, ze

lim E,[f(X;)] = 0.

|z|—o00
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Wystarczy w tym celu rozwazy¢ oszacowanie

[ELf (B +2)Il < IFIP[IB:| > [z[/2] + sup [f(y)]-

ly[>|=|/2

Oba sktadniki po prawej stronie zbiegaja do zera, przy czy zbieznos¢ tego
drugiego wynika z f € Cy(R). Wlasnosé Markowa uzasadniamy doktadnie w
taki sam sposob, w jaki zrobiliémy to dla procesu Poissona w Przyktadzie 0.1.

Zadanie 0.6. Niech S = Z. Pokaz, ze tancuch Markowa w czasie ciagtym
(P,TF) jest procesem Fellera wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y € S i
kazdego t € Ry,

lim P,[X; =y]=0.

|z| =00

Pélgrupa

Chcemy teraz przedstawi¢ odpowiednik funkcji przejécia na nieprzeliczalnej
przestrzeni stanéw. W naturalny sposob nasuwa sie rozwazenie rozktadéw
P.[X; € dy]. Jednak na dtuzsza mete jezyk rozktadéw jest nieporeczny. O
wiele bardziej praktyczny jest jezyk pélgrup. Aby umotywowaé nastepna
definicje, rozwazmy przeliczalng przestrzen stanow Sy oraz funkcje przejscia p
na Sy. Funkcje przejécia mozna zakodowaé¢ w kategoriach rodziny operatoréw

Tof(x) =Y plz,y) f(y), (8)

yE€So

dla f € Cy(Sp). Jasne jest, ze znajac T;, a wiec znajac wartosci T,f dla
wszystkich f € Cy(Sp), znamy tez funkcje przejscia p;(x,y). Wykorzystujac
rowniania Chapmana-Kolmogorowa dostajemy dla s, > 0,

Toref () = > prrs(@, ) fy) = D > pel, 2)ps(2,9) f ()

z; p(, 2) 2; ps(2,9)f(y) = ZS: pi(@, 2)(Tef)(2) = Ti(T(f)) ()-

Wszystkie powyzsze manipulacje sa dozwolone poniewaz f € Cy(Sp) jest
ograniczona. Powyzsza tozsamos¢ zapisuje sie jako T, T, = T, o Ty = Ty s.
Oznacza to, ze (T})i>0 tworza pélgrupe.

Definicja 0.8. Potgrupa Fellera to rodzina cigglych operatoréw liniowych
T = {Ti }ier, na Cy(S) speliajacych nastepujace wlasnosci:
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Tof = f dla wszystkich f € Cy(95).

Dla kazdego f € Co(95), limyo T1f = f w Cy(5).

Tivsf =TT, f dla kazdego f € Cy(S).

Tif > 0 dla kazdego nieujemnego f € Cy(S).

Istnieje rodzina f,, € Cy(S), n € N taka, ze sup,, || fu| < oo, oraz T f,
zbiega punktowo do 1 dla kazdego t > 0.

o 0 T

Cze$¢ c. to analogia réwnan Chapmana-Kolmogorowa i nazywana jest wlas-
noscia pétgrupy. Jedna z jej konsekwencji jest to, ze T'(t) i T'(s) komutuja,
tj. T,Ts = Tys = Tory = TsTy. 7 czesdci d. ie. wynika, ze ||[T(¢)f|| < ||f| dla
wszystkich f € Cy(5), tak wiec kazdy ||T]] < 1. Wlasnosé b. jest znana jako
mocna ciggtosé. Wraz z c. i wlasnoécig kontrakeji, implikuje to, ze funkcja
t—T(t)f z[0,00) do Cy(S) jest ciagla.

Oto wazny przyktad - pétgrupa Gaussa—Weierstrassa. Czes¢ b. tego ¢wiczenia
ilustruje powody przyjmowania funkcji w Cy(S) zanikajacych na nieskonc-
ZONoSsci.

Zadanie 0.7. Niech S =R i B = (By)cr, bedzie ruchem Browna.

a. Pokaz, ze T, zdefiniowane przez

Tif(x) = E[f(Bi + )]

jest potgrupa Fellera.
b. Wyjasnij, dlaczego T" nie jest mocno cigglta jako potgrupa operatoréw
na klasie Cy(S) ograniczonych funkcji z C'(.5).

Dziatanie potgrupy Gaussa-Weierstrassa na funkeji f(z), zdefiniowanej jako
sin(z) na przedziale [—m, 7| i 0 poza nim. Funkcja wynikowa T,f(z) jest
wyznaczana jako splot f z jadrem Gaussa dla zadanego parametru ¢.

W tym rozdziale konieczne bedzie catkowanie funkcji ciaglych przyjmujacych
wartosci w C(S) wzgledem ¢. Rachunek takich funkcji jest analogiczny
do rachunku funkcji rzeczywistych. W tym duchu wiazemy z poltgrupa jej
transformata Laplace’a

Ula)f = /OOO T f A, a >0, 9)

ktéra nazywana jest rezolwenta pétgrupy. Funkcje U(a)f mozna interpre-
towaé jako catke Bochnera pojawiajaca sie po prawej stronie (9). Mozna tez
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rownowaznie mysle¢, ze jest to funkcja S — R zadana przez

Ula)f(z) = / YT (o) dt, x €S,

0

W kazdym razie catka w (9) jest dobrze okreélona, poniewaz funkcja ¢ —
e T, f jest ciggla oraz

le™™ Tl < e™I£1-
Zauwazmy tez, ze U(«) jest operatorem liniowym na Cy(S) i spelnia

1U(@) fII < If1l/a

Zadanie 0.8. Pokaz, ze dla kazdego f € Cy(95),

lim aU(a)f = f.

a—00

Wtasnosé¢ potgrupy przektada sie na nastepujaca uzyteczna relacje, znana
jako réwnanie rezolwenty:

Uler) = U(B) = (B — a)U(a)U(B). (10)
Aby to sprawdzi¢, wezmy « # (3 i zapiszmy
V@U@ = [T mu@ = [Tet ([T s ds)ar

0
e’} r co p—ar _ ,—pr
— / / e=0te=B0=0) 4T, fdr = / € T Tdr (1)
o Jo 0 b —

Jedna z konsekwencji (10) jest to, ze U(«) i U(/5) komutuja.
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Wyktad 4: Generatory

2024-10-24
Piotr Dyszewski

Do tej pory te definicje powinny by¢ do$é¢ intuicyjne. Kolejna definicja
moze wydawacé si¢ mniej oczywista, jednak okazuje si¢ by¢ odpowiednim
odpowiednikiem definicji macierzy Q.

Aby nakredli¢ analogie, biorac macierz () na przeliczalnym zbiorze Sy, niech
p bedzie funkcja przejscia zadang jako
t S
p=e= Z Eq .
k=0 "

Z ta funkcja wigzemy potgrupe

Tif(x) = >_ plz,y)f(y),

y€So

a takze rezolwente

Ula)f(x) = /OO e T f(z) dt = /OOO e el f(z)dt = /OOO e el dt f(x).

0

Ostatnie przejscie wynika z faktu, ze mamy tutaj do czynienia z mnozeniem
wektora przez macierz. Zauwazmy, ze

(q—al) /OO e etdt = /OO(C] —al)e e dt = /OO ge_o‘tetq’ dt = —1I.
0 0 o dt

Oznacza to, ze

Ula)f(z) = (ol —q)" f(2).
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Z wlasnosci rezolwenty wiemy, ze

‘(I - ;Q)_l

Ostatnia wtasnos$é¢ rezolwenty, z ktérej tutaj skorzystaliSmy, wynika z kon-
traktywnosci operatoréw w poétgrupie T' (|| 1] < 1).

= [laU(a)]| < 1.

Definicja 0.9. Generator infinitezymalny na Cy(.S) to para uporzadkowana
(L,D(L)) taka, ze:

e (GI1) D(L) jest gesta podprzestrzenia liniowa Cy(.S).
(GI2) L: D(L) — Cy(S) jest operatorem liniowym.
(GI3) Jesli f € D(L), A\ >0,i f—ALf =g, to

inf f(z) > inf g(x).

(GI4) R(I — AL) = Cy(S) dla wszystkich dostatecznie matych A > 0.
(GI5) Dla dostatecznie matych dodatnich A istnieje ciag f, € D(L)
(ktéry moze zaleze¢ od \) taki, ze g, = f, — ALf, spelnia warunek
sup,, ||gnl| < o0, 1 zaréwno f,, jak i g, zbiega punktowo do 1.

Zauwazmy, ze wlasnosé (GI3) ma nastepujaca konsekwencje:
fFEDL),A>0,f=ALf=g = |[f]l < gl (12)
Aby to zobaczy¢, napiszmy:

inf g(z) < inf f(z) <sup f(z) < supg(z),
eSS zeSs z€S z€S

gdzie ostatnia nieréwnos$¢ wynika z (GI3), gdy zastapimy f i g odpowiednio
przez —f i —g. Oznacza to, ze operator I — AL jest réznowartosciowy.
Rzeczywiscie, dla f —ALf = g = h—ALh, mamy ||f —h| < ||g—g|| = 0. Tak
wiec, dla dostatecznie matych dodatnich X, (I — AL)™! jest dobrze okreslona
kontrakcja, ktéra odwzorowuje funkcje nieujemne na funkcje nieujemne.

Poniewaz Definicja 0.9 jest doé¢ abstrakcyjna, pomocne moze by¢ rozwazenie
nastepujacego przyktadu, ktory okazuje sie by¢ generatorem procesu na
prostej, poruszajacego sie w prawo z jednostkowg predkoscia. Zauwazmy, ze
najtrudniejsza wlasnoscia do sprawdzenia jest (GI4). Zazwyczaj tak bywa.

Zadanie 0.9. Przypu$émy, ze S = R,
D(L) == {f € Co(R) : f/ € C()(R)},
oraz Lf = f'. Pokaz, ze para (L, D(L)) jest generatorem infinitezymalnym.
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Od procesu do pélgrupy i generatora

Oto pierwszy krok w przejsciu od procesu Fellera do jego generatora.
Twierdzenie 0.9. Niech dany bedzie proces Fellera (P,TF). Dlat > 0 zdefini-
ujmy

Tif(z) = B, [f(X(1))] (13)
dla f € Co(S). Wtedy T = (1})i>0 jest potgrupg Fellera.

Proof. Wtasnosci a., d. i e. z Definicji 0.8 sa natychmiastowe. Wtasnosé
polgrupy c. wynika z wtasno$ci Markowa:

Torif(2) = Eof(X(s+1)) = Eo[Ex (o f(X ()| Fs] = Eo[11f (X (s))] = TTof ().

/////

sprawdzi¢ wymagang jednostajno$¢ w tej zbieznosci, uzyjemy rezolwenty

Ua)f(x) = /OOO e T, f(z)dt = E, [/OOO e M f(X,)dt|.

W dowodzie réwnania rezolwenty (10), uzyliSmy wspomnianej jednostajnosci,
poniewaz calki byly interpretowane jako catki funkcji o wartosciach w Cy(5).
Jednak te same obliczenia stosuja sie do réwnania rezolwenty bez tej jed-
nostajnosci, jesli catki sa interpretowane jako zwykte catki dla ustalonego
x. Aby uzasadni¢ zamiane kolejnosci catkowania, zauwazmy, ze T, f(x) jest
jednostajnie ograniczone, prawostronnie ciggte w ¢ dla kazdego x, a takze
ciagte w x dla kazdego t, zatem jest wspolnie mierzalne wzgledem x i t.

Zbior L = R(U(«)) jest niezalezny od «. Z réwnania rezolwenty mamy
bowiem

Ula)f =UB) (f + (B —a)UB)f).
Jesli f =U(a)g € L, to

T.f = / e~ T, g ds = / e~ 0T g dr,
0 t

co zbiega jednostajnie do f gdy ¢ | 0. Poniewaz kazde T} jest kontrakcja, mamy
IT.f — fl| = 0 dla wszystkich f w mocnym domknieciu cl(£). Pokazemy
teraz, ze wspomniane mocne domknigcie jest réwne stabemu domknieciu:

wel(£) = {f € Co(S) : I fudn € L, 2(f) — x(f), Y € Co(S)*} .
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Skoro zbiezno$¢ w normie implikuje zbieznosé staba, to cl(£) C wel(L).
Wezmy f ¢ cl(£). Poniewaz L jest wypukty, z twierdzenia Hahna-Banacha
istnieje funkcjonat liniowy p oddzielajacy f od cl(L£), taki ze

u(f) < ,Inf 1(9)-

Funkcjonat ten dowodzi, ze f ¢ wel(L).

Pozostaje pokazaé, ze stabe domkniecie £ jest réwne catemu Cy(S). Jest
tak, poniewaz aU(a)f zbiega punktowo do f gdy a — oo dla kazdego
f e Cy(S). O
Nastepnie zobaczymy, jak przej$é¢ od potgrupy do generatora.

Twierdzenie 0.10. Przypusémy, ze (T})i>o0 jest polgrupg Fellera. Zdefiniujmy

T@)f—-f

Lf =lim

i " (14)

dla f z
D(L)={f € C(S):przy t = 0 granica (Trf — f)/t istnieje}.

Wtedy para (L, (L)) jest generatorem infinitezymalnym. Ponadto:
a. Dla dowolnego g € Cy(S) oraz a > 0,
[ =aU(a)g wtedy i tylko wtedy, gdy f € D(L) i spetnia f—a 'Lf = g.
(15)

b. Jesli f € D(L), to Ty f € D(L) dla wszystkich t > 0, jest funkcjq cigglq,
rozniczkowalng wzgledem t, i spetnia

d
ST = TLf = LT.f. (16)

Pochodna pélgrupy Gaussa-Weierstrassa na funkeji f(x), zdefiniowanej jako
sin(z) na przedziale [—m, 7] i 0 poza nim. Funkcja wynikowa to (T,f(z) —
f(z))/t dla zadanego parametru t.
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Proof. Przypuéémy, ze f = aU(«a)g dla pewnego a > 0 oraz g € Cy(S5).
Korzystajac z wtasnosci pétgrupy i zmieniajac zmienne jak w dowodzie
Twierdzenia 0.9, mamy:

T _ at _ 1 [e’e) 1 t
oS =] = Oze / e Tygds — a— / e *Tygds
t t t t Jo

— a*U(a)g — ag = af — ag,

gdy t | 0. Przy przejéciu do granicy skorzystaliSmy z wtasnosci b. z Definicji
0.8. To dowodzi jednej implikacji w (15), jak réwniez (GI4) w Definicji 0.9.

Poniewaz aU(«a)g € D(L) i aU(a)g — g gdy o — oo, zbiér D(L) jest gesty
w Co(S). To uzasadnia (GI1).

Dla t > 0 oraz f € D(L) zdefiniujmy
A A A
w=(143) £ 5100 = 1= 300s - )
Wtedy limyjgg: = f — ALSf i

. AL . A .
L+ /1) inf f(z) 2 - mf T(¢)f(2) + inf g(2) = + inf f(2) + inf g:(2),

wiec wlasno$é (GI3) z Definicji 0.9 jest spelniona. Druga nieréwnosé po-
zostawiamy jako zadanie.

Teraz przypusémy, ze f —a 'L f = g dla pewnego f € D(L) oraz a > 0. Przez
dowiedziong juz implikacje w (15), h = aU(a)g spelia h — a~'Lh = g, wiec
f =hz(12). Aby sprawdzi¢ whasno$é (GI5) z Definicji 0.9, przypusémy, ze
gn € C(S) spetniaja sup,, ||gn| < oo, oraz ze g, i T'(t)g, sa zbiezne punktowo
do 1 dla kazdego t. Zdefiniujmy f,, € D(L) przez g, = fn — ALf,. Wtedy
fn=aU(a)g, z (15). Poniewaz T'(t)g, — 1 punktowo, to f,, — 1 punktowo
przez definicje U(«) oraz twierdzenie o zbieznosci ograniczone;j.

Aby udowodnié¢ punkt (b) twierdzenia, zauwazmy, ze

iT(t)f A U ) e A 07 S T(t) <T(S>Sf_f

dt s—0 S 5—0

) _ TW)LS = LTS,

pod warunkiem, ze ktérakolwiek z granic istnieje, poniewaz wyrazenia w
srodku granic sg identyczne. Srodkowa granica rzeczywiscie istnieje, poniewaz
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f € D(L) oraz T'(t) jest kontrakcja. W zwiazku z tym pozostate granice
rowniez istnieja.
Skoro istnieje trzecia granica, to T(t)f € D(L) oraz (16) zachodzi. Srodkowe

wyrazenie w (16) jest ciagte wzgledem ¢, wiec T'(¢) f jest ciagle i rézniczkowalne.
0
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Wyktad 5: od generatora do
polgrupy

2024-10-31
Piotr Dyszewski

O notacji stéw kilka

Twierdzenie 0.11. Przy oznaczeniach Twierdzenia 0.10, dla f € Cy(S) oraz
t>0,

lim (1—;L) “romr

n—0o0

Proof. Sprawdzamy indukcyjnie, ze
(I — oz_lL) = a"Ua)f = /OO as" e T (s) f ds.
0

Stad
t —-n
(1-2L) F=ET((&++&)/m) /. a7
gdzie &1, &5, . . . sa niezaleznymi zmiennymi o standardowym rozktadzie wyktad-

niczym. Zauwazmy, ze funkcja (s,xz) — T'(s)f(x) jest ciagla, wiec wartos¢
oczekiwana w (17) jest dobrze okreslona.
Jesli f € D(L), to

d
ath = Tth
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co w notacji catkowej zapisuje sie¢ jako

t
Tf=T.f = [ T.Lfdr
Skoro ||T;|| < 1, to ostatnia nieréwnos¢ implikuje, ze
1T@)f =T () fIl < ILfIJt = s].
Wracajac teraz do (17) otrzymujemy

<L |

|K[—;L>nf—T@f

‘1*
Rezultat dla f € D(L) wynika teraz z prawa wielkich liczb. Jest on prawdziwy
dla wszystkich f € Cy(.S), poniewaz wszystkie rozwazane operatory sa kon-

trakcjami. O

Remark. Formalnie, T; = exp(tL). Kiedy L jest ograniczone, istnieja przyna-
jmniej trzy sposoby definiowania tego wyktadnika:

> (t], k t n t -n
> (L) ,  lim <I+ L) , i lim (I — L) :
P k! n—o0 n n—00 n

Ostatni z nich jest jedynym, ktéry ma sens w przypadku nieograniczonym.

Teraz rozwazmy kilka przyktadow.

Zadanie 0.10. Rozwazmy proces Fellera polegajacy na jednostajnym ruchu w
prawo. Niech S = R i niech P, jest punktowa masa na Sciezce w, danej przez
w,(t) = z+t, lub réwnowaznie, proces z poétgrupa T'(¢) f(x) = f(x+t). Pokaz,
ze generatorem L tego procesu jest ten opisany w Zadaniu~?7?. Upewnij sie,
ze dziedzina dana jest dokladnie przez dziedzing L.

Przyktad 0.4. W przypadku ruchu Browna, mozna zweryfikowac, ze

UNF) = [unly = 2)f () dy

gdzie
2

00 —x 1
uy(y—x) = /0 (27t) % exp <_|y 5 )\t> dt = ﬁexp(—\y—xhﬂ)\).
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Elegancki sposob na uzyskanie tej ostatniej rownosci polega na uzyciu wzoru
Ele=*T] = e~ V2 dla transformaty Laplace’a czasu trafienia a > 0 przez
rzeczywisty ruch Browna rozpoczety z 0. Rézniczkujac wzgledem A, otrzymu-
jemy
a
E [T,e o] = ——e V2,
T = 7

i uzywajac gestosci T,, aby przeksztalci¢ E[T,e~*=] dokladnie znajdujemy
catke, ktora pojawia sie w obliczeniach uy(y — x).

Wiemy, ze pétgrupa operatorow zwigzana z ruchem Browna jest polgrupa
Fellera. Znajdziemy jej generator L. WidzieliSmy, ze dla kazdego A > 0 i

€ Cy(R),
U@ = [ =

Jesli h € D(L), wiemy, ze istnieje f € Cy(R) takie, ze h = U(A)f. Przyjmujac
A =1/2, mamy

exp(—V2Aly — z|) f(y) dy.

hw) = [ exp(~ly — ) f(y) dy.

Roézniczkujac pod znakiem catki (pozostawiamy uzasadnienie jako zadanie),
otrzymujemy, ze h jest rézniczkowalna na R, i

W(w) = [ sen(y - 2)exp(~ly - 2l) f(y) dy

gdzie sgn(z) = lr.s0p — liz<oy (Wartod¢ sgn(0) jest nieistotna). Pokazmy
réwniez, ze h' jest rozniczkowalna na R. Niech xy € R. Nastepnie, dla x > z,

W(x) — h'(zo) = /R (sgn(y — x) exp(—ly — z|) — sgn(y — xo) exp(—|y — xo|)) f(y) dy

_[" (—exp(—|y — x|) —exp(—|y — x0|)) f(y) dy

Zo

T oo "B~ 20) (XP(=ly = 2]) — exp(=ly — x0])) fy) dy.

Wynika stad, ze
h'(z) — I (z0) alzo,

r — Xy

Otrzymujemy te sama granice, gdy = 1 xg, i stad uzyskujemy, ze h jest
dwukrotnie rézniczkowalna oraz h” = —2f + h.

45



Z drugiej strony, poniewaz h = U(1/2)f,

(oo
stad Lh = —f + h/2 = h" /2. Podsumowujac, uzyskaliSmy, ze

D(L) c{h € C*(R):hih" € Cy(R)}
ize, jesli h € D(L), mamy Lh = h" /2.

Ostatnie zawieranie jest w rzeczywistosci rownoscia. Aby to zobaczy¢, mozemy
postapi¢ nastepujaco. Jesli g jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna taka,
ze g oraz ¢” naleza do Co(R), wtedy przyjmujemy f = (g — ¢") € Co(R),
a wiec h = U(1/2)f € D(L). Z poprzedniego argumentu wynika, ze h jest
dwukrotnie rézniczkowalna oraz h” = —2f + h. Stad (h — g)" = h — g.
Poniewaz funkcja h — g nalezy do Cp(R), musi zanikaé tozsamosciowo, co
daje g = h € D(L).

Patrzac na Zadanie 0.9 i Przyktad 0.4, mozna by sie zastanawia¢, czy pochodne
wyzszego rzedu moga by¢ generatorami infinitezymalnymi. OdpowiedZ brzmi,
ze nie moga. Gléwny problem polega na tym, ze gdy gtadka funkcja osiaga
minimum w punkcie wewnetrznym swojej dziedziny, pierwsza pochodna jest
zerowa, a druga pochodna jest tam nieujemna. Nic nie mozna powiedzie¢ o
znakach innych pochodnych w tym miejscu.

Zadanie 0.11. Pokaz, ze nie istnieje generator prawdopodobienstwa, ktorego
ograniczenie do gtadkich funkcji jest dane przez Lf = f".

Od generatora do procesu

W calym tym rozdziale L bedzie generatorem infinitezymalnym. Naszym
pierwszym zadaniem jest skonstruowanie odpowiadajacej potgrupy praw-
dopodobienstwa. Aby to zrobi¢, wprowadzamy aproksymacje L. do L dla
matego dodatniego € przez

L= L(I —eL)™".

Zauwazmy, ze jest to dobrze zdefiniowane z definicji generatora infinitezymal-
nego, poniewaz R(I —eL) = D(L). To tatwo zobaczy¢ z

f—eLf=g jestréownowaine f=(I—eL) 'g.
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Ponadto A+ lgll 2
+ 1lg
Ll = 127 < WIS < 2,

T €

wiec L. jest ograniczonym operatorem. To pozwala zdefiniowaé T.(t) przez

Zadanie 0.12.
« (a) Pokaz, ze dla kazdego f € Cy(S5),

(I —eL) 'f —eLf = f. (18)

o (b) Uzyj czesci (a), aby pokazaé, ze L. jest generatorem infinitezymal-
nym oraz ze T(t) jest poétgrupa prawdopodobieristwa, ktérej genera-
torem jest L. w sensie Twierdzenia 0.10.

Twierdzenie 0.12. Dia f € Cy(S),
T#)f =UmT.(t)f

e—0

jednostajnie na ograniczonych przedziatach t. Definiuje to potgrupe Fellera,
ktorej generatorem jest L w sensie Twierdzenia 0.10.

Najpierw sprawdzamy, ze L. i Ls komutuja dla €,6 > 0. Wynika to z
@ref{eq:3-19} oraz

(I —el)*(I 0Ly ' =T —0L) (I —eL)™,
co jest prawdziwe, poniewaz
(I —eL)™ (I —0L)'f =g jest rtéwnowazne f =g — (e+0)Lg+ eSL?g,

co jest symetryczne w € i 4.
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Wyklad 6: od generatora przez
polgrupe do procesu

2024-11-07
Piotr Dyszewski

W calym tym rozdziale (L, D(L)) bedzie generatorem infinitezymalnym.
Naszym pierwszym zadaniem jest skonstruowanie odpowiadajacej mu pot-
grupy Fellera. Aby to zrobi¢, wprowadzamy aproksymacje L. zadang przez

Le=L(I—¢eL)™ "
Zauwazmy, ze L. jest dobrze okreslone poniewaz
fe€D(L), f—eLf =g jest réwnowazne f = (I—eL) 'g.
Ponadto, przy oznaczeniach jak wyzej,

LA+ gl
€

2
[Legll = LA < < —lgll

, wiec L, jest ograniczonym operatorem. To pozwala zdefiniowaé¢ T (t) przez

Zadanie 0.13.
» Pokaz, ze dla kazdego f € Cy(S5),

(I —eL) 'f —eL.f = f. (19)
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o Uzyj czedci (a), aby pokazaé, ze L. jest generatorem infinitezymalny,,
oraz ze T.(t) jest pétgrupa Fellera, ktérej generatorem jest L..

Twierdzenie 0.13. Dia [ € Cy(S),
T)f =UmT.(t)f

e—0

jednostajnie na ograniczonych przedziatach t. Definiuje to polgrupe Fellera,
ktorej generatorem jest L.

Proof. Najpierw sprawdzamy, ze L. i Ls komutuja dla €,6 > 0. Aby to
sprawdzi¢ zauwazmy najpierw, ze

(I —el)*(I 0Ly ' =T —0L) (I —eL)™,
co z kolei jest prawdziwe, poniewaz
(I —eL)™*(I —0L) 'f =g jest rtéwnowazne f =g — (e+0)Lg+ eSL%g,
co jest symetryczne w € i §. Korzystajac teraz z (19) napiszmy
edLcLs = ((I—eL)™ = 1I) ((I=0L)™" —1) =
((r=0L)y™ = 1) ((I —eL)™ = I) = e Ls L.
Zauwazmy, ze dzieki temu operatory Lg, L., T.(t) i T5(t) réwniez komutuja.

Chcac pokazad, ze T.(t) przy € — 0 rzeczywiscie zbiegaja bedziemy chcieli
opiera¢ si¢ na zbieznosci L. przy € — 0. Uzasadnimy teraz nieréwnos¢, ktéra
uzasadni, ze takie wnioskowanie jest mozliwe. Stosujgc zasadnicze twierdzenie
rachunku rézniczkowego i catkowego otrzymujemy, ze dla kazdej f € Cy(5),

t

td
LOf~T5(0)f = | ()Tt =s))fds = [ Ts)To(t = s)(Le = Ly)f ds.
Skoro || T.(s)]], || T5(t — s)|| < 1 udowodniona wilasnie nieréwno$¢ implikuje, ze

[Te(t)f = Ts(0)fI] < tl[Lef — Lo f]-

Wystarczy pokaza¢ zatem, ze L. zbiegaja. Spodziewamy sie, ze (I—eL)™! — I,
co z kolei powinno implikowaé, ze L. — L. Sprawdzimy teraz formalnie to
rozumowanie. Dla f € D(L) mamy

(I —el)'f—f=ell—eL) 'Lf
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Skoro ||[(I —eL)™t|| <1, to
I(1 —eL)™" f = fIl < ellLf].
W szczegdlnosei, dla f € D(L),
. _ —1 _
lim (/' —el)™"f = .

Skoro (I — eL)™! jest ciagle a D(L) geste w Cy(S), powyzsza zbieznosé ma
miejsce dla wszystkich f € Cy(S). Poniewaz

Lf = (I —eL)'Lf
dla f € D(L), to
lim L f=Lf (20)

dla f € D(L). Tak wiec przez Qref, granica w (0.13) istnieje jednostajnie
na ograniczonych zbiorach t dla f € D. Poniewaz zbiér D(L) jest gesty w
Co(S) 1 T(t) jest kontrakcja, ten sam wniosek jest prawdziwy dla wszystkich
f € Co(S). Z udowodnionej wtasnie zbieznosci wynika, ze a T'(t) spelnia
wtasnosé potgrupy oraz wszystkie postulaty procesu Fellera z wyjatkiem
ostatniego.

Aby uzasadnié, ze (1})icr, spelnia ostatnig wlasno§é pokazemy najpierw, ze

(I -al)'=a /oo e~ Tydt.
0
Ustalmy w tym celu A > 0 tak male, ze R(I — A\L) = Cy(S), i wybierzmy «
tak, ze a\ = 1. Ustalmy g € Cy(S). Chcac uzasadni¢
(I —aL)lg= a/ e “'T,gdt
0

odwotamy sie do aproksymacji L i T'(t) przez odpowiednio L. oraz T.(t).
Niech -
fo=(I—-aL) g =aU/(a)g = a/ e T, (t)g dt.
0

7 (0.13),
im f.=f, f=a / e~ (1) dt.
e—0t 0
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Potézmy h, = (I — eL)™! f.. Wéwezas z (19), lim_,0 he = f. Niech wreszcie
h = (I — AL)"'g. Naszym aktualnym celem () we wprowadzonej wlagnie
notacji jest pokazac, ze f = h. 7 definicji L.,

e} o0 d
ALh. = L.f. = a / e LT.(1) fdt = a / e ST (1) fat
0 0

—ag+a® [T T fdt = a(f.— ) > alf — g)
gdy € — 0. Dlatego,
il (e — ) = AL (e = )] = 0
z czego z kolei wynika, ze h, — h — 0. Stad f = h. Zastosowanie () do g, i
fn= (I —AL) g, z Definicji 0.9 widzimy, ze

lim oz/ooo e “U(T(t)g,)(x)dt = lim f,(r) =1

n—0o0 n—o0

dla kazdego x € S. Niech i, bedzie miarg zdefiniowana przez

T (@) = [ @)y,

Skoro T'(t) jest ograniczonym operatorem, to miara g, jest skonczona. Jako,
ze g, — 1 punktowo, to twierdzenia o zbieznosci ograniczonej mamy wiec

T(t)gn(x) = prrz(S5).
Stad
1= 04/0 e 1y, (9)dt.

Innymi stowy transformata Laplace’a funkcji ¢t — ;. (S) jest @« — 1/a.
Widzimy wiec, ze p,(S) = 1. Czyli T'(t)g, — 1 punktowo. Oznacza to, ze
spetniona jest ostatnia wlasnos¢ w Definicji 0.9.

Wreszcie, sprawdzamy, ze ta potgrupa Fellera (73);cr, ma generator L. Mamy

T(0)f - 7= [ STAs)ds = [ T(s)Lfds

Jesli f € D(L), to (0.13), (20) oraz wlasnosé kontrakeji T, (¢) implikuja, ze
mozna przejs¢ do granicy w tym réwnaniu, aby uzyskaé

Tt)f—f= OtT(s)Lfds.
1
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Zatem

L TS = f
t—0 t

= Lf dla f € D(L).

Pokazalismy wtasnie, ze

D(L) C D(L) = { f € ColS) = 1m(T(t)f — f)/t istnicje }
Wiemy, ze obie pary (L, D(L)) oraz (L, D'(L)) sa generatorami infinitezymal-
nymi. Niech f € D'(L). Rozwazmy g = (I — AL)f. Istnieje h € D(L) takie,
ze g= (I — AL)h. Stad (I — AL)(f —h) =0 a co za tym idzie f = h € D(L).
Pokazalismy wtasnie, ze D(L) = D'(L). O

Twierdzenie 0.14. Jesli (Ti);>0 jest polgrupg Fellera, to istnieje proces
Fellera (P,F) spelniajgcy

E.f(X(1)) = T.f(x)
dla x € S;t >0, oraz f € Co(95).

Proof. Ustalmy x € S. Pokazemy najpierw, ze istnieje proces Y (t),t € QT na
pewnej przestrzeni probabilistycznej, ktéry ma pozadane rozktady skonczenie
wymiarowe oraz Y (0) = x.

Dla dowolnego n € N i dowolnych 0 < t; <ty < ... < t, definiujemy rozktad
Uty .+, na S™ poprzez nastepujacy wymoég: dla dowolnych fi, ..., f,, z Co(S5)

(21)
Funkcje o rozdzielonych zmiennych fi(y1) fa(y2) - - - fu(yn) sa liniowo geste w
C'(S™). Miara pu, 4, jest wiec dobrze okreslona (istnieje doktadnie jedna
spehiajaca zadany warunek). Aby powotaé sie na twierdzenie Kolmogorowa
o istnieniu procesu nalezy uzasadni¢, ze skonstruowane w ten sposéb miary

sg zgodne. Doktadniej, ze dla dowolnego j < n, i dowolnych borelowskich
A,..., A, €5,

Pyt (AL X X Ai X S X Ajyy X o Ay) =
A,

[ty oty oty ot (A1 X XA X Ay X
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Wynika to z (21) dla f; = 1 i zastosowaniu wlasnosci potgrupy (73)ser, -
Zastosowanie twierdzenia Kolmogorowa pozwala wywnioskowaé istnienie
procesu o zadanych rozktadach skonczenie wymiarowych. Jednakze nie daje
ono zadnej kontroli nad regularnoscia trajektorii. Dlatego jestesmy zmuszeni
przeprowadzi¢ dodatkows konstrukcje.

Stosujac konstrukcje w poprzedniego paragrafu dla wymiernych ¢ otrzymu-
jemy proces (Y;](l’) : ¢ € Q4) o rozktadach zadanych rozkladach skoriczenie
wymiarowych:

P, € Ay, Y € A = gy (A X -+ X Ay)

oraz taki, ze IF’[YO(QU) = x| = 1. Proces ten ma wlasno$¢ Markowa. Z definicji

MIATY flt,,... 4,5
[fl( t1 ) fn( tn )] [fl( t1 ) fn—l( tn—1) tn_tnflfn< n—l)]
Powyzsze implikuje
E[fu(Vy)YD, g < taa] = Ty, fu (V)

W analogiczny sposéb uzasadniamy wtasnos¢ Markowa.

Jesli f € Cp(S) jest nieujemna, to

(DU () f = / T e (s) fds < U(a)f.

t

Stad wynika, ze e"*U(a)f(Y (t)) jest (ograniczonym) supermartingalem
wzgledem filtracji {F;,t € QT }, gdzie F; jest generowana przez

(Y(s),s € QnJ0,1]).
Rzeczywiscie mamy
Ele U (@) f(Yirs) [F) = e *TITU () f(Ya) < e U(a) f(Y2).

Wowcezas prawdopodobienstwem jeden, prawostronne i lewostronne granice
tego supermartingatu wzdtuz liczb wymiernych istnieja w kazdym t € [0, 00).

Dowdd twierdzenia o zbiezno$ci nadmartynggaléw sprowadza sie pokazania,
ze w prawdopodobienstwem jeden liczba przejs¢ w dot przez kazdy przedziat
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o koncach wymiernych jest skonczona. Kazda funkcja zmiennej rzeczywistej
o tej wlasnosci musi mie¢ lewostronng i prawostronna granice w kazdym
punkcie.

Dla kazdej « i kazdej nieujemnej f proces e~ *U(«) f(Y:) ma lewostronne
i prawostronne granice. Oczywiscie, zbiér o prawdopodobienstwie zero, na
ktérym to sie nie udaje, moze zaleze¢ od f i a. Musimy wiec ograniczy¢ nasza
uwage do gestego, przeliczalnego zbioru f i «, aby stwierdzi¢ istnienie pra-
wostronnych i lewostronnych granic procesu Y'(s) samego w sobie. Poniewaz
aU(a)f — [ gdy a — o0, oraz Cy(S) jest osrodkowa przestrzenia metryczna,
mozemy po prostu uzy¢ funkcji U(a) f, gdzie « jest liczba catkowita, oraz f
jest wziete z pewnego przeliczalnego gestego zbioru w Cy(.5).

Istnieje nadal jeden problem, ze te prawostronne i lewostronne granice
moga by¢ jednopunktowa kompaktyfikacja S, i wykluczenie tego przypadku
wymaga dodatkowego argumentu. Chodzi o to, zeby uzasadni¢, ze Y
nie ucieka do nieskonczonosci. Niech f € Cy(S) bedzie $cisle dodatnie.
Rozwazmy supermartingat M (t) = e VMWV ®) | To jest $cigle dodatnie, wigc
inf cqnpo,g M (s) > 0 prawie na pewno dla kazdego ¢t > 0 (zadanie). Oznacza
to, ze z prawdopodobienstwem jeden Y; dla s < t sa zawarte w zbiorze
zwartym.

Wiemy teraz, ze z prawdopodobienstwem jeden, Y (s) ma prawostronne i
lewostronne granice w kazdym ¢ € [0, 00). Wiec mozemy zdefiniowaé

X(t) = ligl Y (s).
s€Q
To jest automatycznie prawostronnie ciggle i ma lewostronne granice.
Poniewaz skoriczenie wymiarowe rozktady odpowiadajace T'(t) sa stabo ciagte,
X (t) ma poprawne skoniczenie wymiarowe rozktady. O
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Wyktad 7: Rozklady
stacjonarne, zaburzenia ruchu
Browna

2024-11-14
Piotr Dyszewski

Rozklady stacjonarne

Interesowac nas bedzie asymptotyczne zachowanie procesow Fellera. Podobnie
jak w przypadku tancuchow Markowa w czasie dyskretnym rozktady graniczne
s3 niezmiennicze ze wzgledu na funkcje przejscia. Przez ¥ oznaczaé¢ bedziemy
o-ciato zbioréw borelowskich S, czyli najmniejsze o-ciato zawierajace wszys-
tkie otwarte podzbiory S. Skoro S jest osrodkowa, to ¥ jest generowane przez
wszystkie kule otwarte.

Dla Procesu Fellera (P, F) oraz rozktadu prawdopodobienstwa p na S defini-
ujemy miare probabilistyczna P, na (5, %) wzorem

P[] :/SPx[A} u(dz), A€ F.

W tym miejscu zachecamy czytelnika do wprawdzenia, ze odwzorowanie
x — P,[A] jest mierzalne dla A € F. Miara P, to rozktad procesu Markowa
przy rozktadzie poczatkowym .

Definicja 0.10. Niech (P,F) bedzie procesem Fellera Rozklad praw-
dopodobienstwa 7 na (5, ) nazywamy rozkladem stacjonarnym jezeli

P, [X(t) € A] = 7(A)
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dla kazdego A € X..

Chcielibysmy wiedzie¢, jak okresli¢ na podstawie generatora, czy miara praw-
dopodobienstwa na S jest stacjonarna dla procesu Fellera. Z tego powodu
przepiszemy powyzsza definicje w terminach potgrupy. Jesli p jest miara praw-
dopodobienstwa na S, rozktad procesu w czasie t, gdy rozktad poczatkowy
jest p, oznaczamy przez uT'(t). Spehia on zaleznosé

[ £AuT(®) = [ T(0)F du = B, [F(X(0)]

dla f € Co(S). Tutaj E, to warto$¢ oczekiwana odpowiadajaca P,.
Rownowaznie

E,[Y] = [ B[] p(da)
dla kazdej ograniczonej zmiennej losowej Y: Q2 — R.

Definicja 0.11. Miara prawdopodobienstwa g na S jest stacjonarna dla
procesu Fellera z pétgrupa T'(t), jesli uT'(t) = p dla wszystkich ¢ > 0, tzn.
jesli

/ T(t)f du = / fdu dla wszystkich f € Co(S) it > 0.

Zadanie 0.14. Pokaz, ze jesli u jest miarg prawdopodobienstwa na S i
uT'(t) = v, to v jest stacjonarna.

Twierdzenie 0.15. Miara prawdopodobienstwa p na S jest stacjonarna dla
odpowiadajgcego procesu wtedy i tylko wtedy, gdy

/Lf dpu =0 dla wszystkich f € D.

Proof. Przypusémy, ze p jest stacjonarna, i wezmy f € D(L). Wtedy

/Lfdu:/%%Wduzlime(t)fd“_ffd“:0.

t—0 t

Przeciwnie, przypusémy, ze [ Lfdu = 0 dla wszystkich f € D(L) i jesli
fe€D(L)oraz f — ALf =g, to [ fdu = [gdu. Tterujac to, otrzymujemy

/(1 —AL)"gdp = /gdu'
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Biorac A = t/n i przechodzac z n — oo wnioskujemy, ze

/T(t)g dp = /gdu'

Oto wystarczajacy warunek na istnienie rozktadu stacjonarnego.

Twierdzenie 0.16. Jesli S jest przestrzenig zwartg, to istnieje miara
stacjonarna.

Proof. Rozwazmy proces Fellera z dowolnym rozkltadem poczatkowym .
Niech v, bedzie rozktadem zmiennej Zdefiniujmy miare v, na S poprzez
warunek

[ 7 ww(dy) = BB (Xl = E [ [ T f(9) n(dy)]

Dla f € Cy(S), wlasnosé pdlgrupy daje

[T @ valdy) =B | [ Tt () utay)|
akie
/ fdv, — / T(6)f dv, = / fdu, — / FAd(waT (1))
:;[/Ot/ST(r)fdudr—/nm/ST(r)fdudr]. (22)

Prawa strona (22) dazy do zera gdy n — oo.

Teraz, poniewaz S jest zwarty, twierdzenie Prochorowa, implikuje, ze istnieje
podciag v, taki, ze
Up, =V

dla pewnej miary prawdopodobienstwa v na S. Zatem, poniewaz T'(t)f €
C(S), mozemy przejsé¢ do granicy w (22) wzdtuz ciagu v, , aby otrzymac

/fdu: /T(t)fdz/.

Poniewaz to zachodzi dla wszystkich f € Cy(S), wynika stad, ze vT'(t) =
V. ]
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Zaburzenia ruchu Browna

Przyktad 0.5. Rozwazmy ruch Browna na [0, c0) z absorpcja w 0.

Ruch Browna zapoczatkowany w 1/3 z absorpcja w O

0.3

Ruch Browna
0.2

0.1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Czas

Niech 7 bedzie czasem pierwszego uderzenia w 0. Zdefiniujmy

X, (1) = X(t) jeslit<m,
“7 0 jedli t > T,

oraz oznaczmy przez L, i T,(t) odpowiednio generator i pétgrupe. Dla
I € Cy[0,00), niech f, bedzie ,nieparzystym” przedtuzeniem f na R:

) f(z) jesli x > 0,
fol@) = {Zf(O) — f(—x) jesliz <0.

Z zasady odbicia dla kazdej g € Cy[0, 00),

E, [9(X()1pzn ] = Be [9(=X () 1pzn)] -
BiOI‘QC g = fm

E, [fo(X () Luzn] = o [fo(=X (1) Luzn) -
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Obie te wielkosci sa réwne

SEL[(FX0) + £ X ()T
Ostatnie wyrazenie, z definicji f, jest réwne
fOP,(t = 7).
Podsumowujac dla x > 0,

Tu()f(x) = By [f(X (D) Ljary] + FO)Po(t > 7) = By fo(X (1)),
Oczywiscie f, ¢ C(R) o ile f(0) = 0. Niemniej jednak, skoro
wo= I Tl
wtedy f”(0) = 0 jest potrzebne, aby f” bylo ciagte. Wynika z tego, ze

D(La) ={f € Co[0,00) : f" € C[0,00), f(0) = 0},
adla f € D(Ly), Laf = 11"

Przyktad 0.6. Rozwazmy ruch Browna na [0, c0) z odbiciem w 0.

Ruch Browna zapoczatkowany w 1/3 z odbiciem w O

0.8
]

0.6

Ruch Browna
0.4

0.2

0.0
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Czas
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Proces ten jest zdefiniowany jako
X (t) = |X ()],

a jego generator i pélgrupa beda oznaczane odpowiednio przez L, i T,(t).
Jedli f € ([0, 00), niech f, bedzie parzystym przedtuzeniem f na R:

) f@)  jeslix >0,
Jole) = {f(—a:) jesli z < 0.

Wtedy
T,(t)f(x) = E. [f(IX(£)])] = Eofe(X(t)) dlaz > 0.

Zatem,

feDL,) < f.€D(L).
Wymnika z tego, ze
D(Ly) ={f € C[0,00) : ', f" € C[0,00), ['(0) = 0},
adla f € D(L,), L.f = %f”.

Przyklad 0.7. Zaprezentujemy teraz ruch Browna na [0, 00) z lepkim 0. Dla
¢ > 0, rozwazmy operator L. zdefiniowany jako L.f = % f” na

D(Lc) ={f € Col0,00) : f" € C[0,00), f'(0) = ¢f"(0)}-

Zauwazmy, ze graniczne przypadki ¢ | 0 i ¢ T co odpowiadaja odpowiednio
odbiciu i absorpcji w 0. Jest to generator prawdopodobienstwa — dowodd jest
pozostawiony jako ¢wiczenie. Oto weryfikacja whasnosci (d) w Definicji 2:
Dla g € (5[0,00) i A > 0, musimy rozwiazaé f — AL.f = g dla f € D(L,).
Niech f, € D(L,) oraz f, € D(L,) beda rozwiazaniami

fa—ALofo=¢g oraz f.—AL.f. =g.

Poniewaz wszystkie trzy generatory sa réwne % f” na swoich dziedzinach,

f:’)/fa‘i‘(l_’}/)fr

jest wymaganym rozwiazaniem, pod warunkiem ze f’(0) = c¢f”(0). Ma to
miejsce, gdy v spetnia

71a(0) = c(1 =) £7(0).
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Aby znalezé wartosé v, f1(0) i f/(0) musza mieé¢ ten sam znak. Aby to
sprawdzi¢, rozwazmy h = f, — f.. Wtedy h — %h” = 0, wiec, poniewaz h jest
ograniczone,

h(z) = h(0)e~ "V,

Wymnika z tego, ze

oraz

wiec maja ten sam znak, i

B 2c
T et VN

Aby powiedzie¢ co$ o zachowaniu tego procesu, gdy odwiedza 0, napiszmy

f = OZUC(O./)g7

gdzie a = A7, a U, jest rozwigzaniem dla procesu X.(t) z generatorem L.
Mozna to zapisa¢ jako

_ 2efu(@) + VDA (2)
2¢ +/2\

Zastosujmy te tozsamosé do ciggu funkcji g, ktore sg nieujemne i rosng do
L(0,00)- Odpowiadajace im f, f,, oraz f, rosng odpowiednio do

f(x) =a4“a¢mmXﬁ»w.

a / TP (X () > 0)dE, @ / TP, (X (1) > 0) dt
0 0

oraz 1. Biorac z = 0, otrzymujemy
1
14+ ev2a

Zatem miara Lebesgue’a zbioru {t > 0: X (t) = 0} jest dodatnia, w przeci-
wienstwie do przypadku procesu odbijanego, ktory odpowiada ¢ = 0.

EO/O Oze_atl{Xc(t)>0} dt =
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Wyktlad 8: Uklady spinowe

2024-11-21
Piotr Dyszewski

Motywacje

Aby umotywowac nasze przyszte dzialania przedyskutujemy kilka przyktadow.
Od tej pory niech G = (V, E') bedzie przeliczalnym grafem prostym o ogranic-
zonym stopniu. Doktadniej zaktada¢ bedziemy, ze zbior jego wierzchotkéw V
jest skonczony badz przeliczalny oraz, ze

sup deg(z) < oo.
eV

Rozwazmy nastepujace trzy procesy na G.

Przyktad 0.8. (Voter model). Przypu$émy, ze na G sa dwie wzajemnie
zwalczajace sie frakcje (mozna mysle¢ o republikanach i demokratach). Na
kazdy wierzcholek jednej frakcji oddziatuja (poprzez indoktrynacje) sasiedzi z
frakeji przeciwnej. Na skutek czego niektore wierzchotki zmieniaja frakcje na
przeciwng. Dokladniej kazdy x € V' zmienia frakcje w intensywno$cig roéwna

c(x) =#{y € V x ~y, y jest z innej frakcji niz z}.

Jest to réwnowazne z nastepujacym opisem.

« Dla kazdej pary sasiednich wierzchotkow x ~ y pochodzacych z réznych
frakcji losujemy niezaleznie dwie liczby E,_,, oraz E,_,, z rozkladu
wyktadniczego z parametrem jeden. E,_,, interpretujemy jako czas,
jaki potrzebuje x aby przekabacié¢ y.
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o W momencie, w ktorym ktorykolwiek z wierzchotkéw przeciggnie sgsiada
(powiedzmy y) na swoja strone, losujemy nowe wagi dla sasiadéw y
(wedtug nowego uktadu obu frakeji).

Oczywiscie powyzsza, naiwna konstrukcja ma sens tylko, gdy graf G jest
skonczony. W przypadku graféw nieskonczonych wymagana jest odpowiednia
konstrukcja, ktérg opiszemy niebawem.

Przyktad 0.9. (Contact process). Zaltézmy, ze na grafie G panuje epidemia.
Niech A > 0 bedzie ustalonym parametrem. Proces rozwija sie wedtug
nastepujacych zasad.

o Chore wierzchotki niezaleznie zarazaja swoich zdrowych sgsiadow z
czasem wyktadniczym z parametrem .

o Chore wierzchotki zdrowieja niezaleznie z czasem wyktadniczym z
parametrem jeden.

Ponownie powyzszy opis ma sens jedynie w przypadku, gdy G jest skonc-
zony. Dla nieskonczonych graféow G bedziemy postugiwaé sie rownowazng
charakteryzacja

o Kazdy chory wierzchotek zdrowieje z intensywnoscig 1

o Kazdy zdrowy wierzchotek x choruje z intensywnoscig
M{y ~x : y chory}.

Przyktlad 0.10. (Exclusion process). Rozwazmy zjawisko migracji na grafie G.
Zalozmy, ze pewne wierzchotki G sa zajmowane przez osobnikéw ustalonego
gatunku (przyktadowo krowy). Kazdy osobnik czeka niezaleznie wyktadniczy
czas z parametrem jeden, po czym podejmuje probe przemieszczenia sie.

o Jezeli osobnik zajmuje wierzcholek x € V', to losuje wierzchotek y z
prawdopodobienstwem p(z,y).

o Jezeli wierzchotek y nie jest zajety, to osobnik przechodzi do y.

W kazdym z powyzszych przyktadow stan uktadu w chwili ¢ mozna zakodowaé
przy pomocy 1; € {0,1}V. Okazuje sie, ze wowczas n = (1;)cr, Staje sie
procesem Fellera. Aby sie o tym doktadnie przekonaé¢ musimy przeanalizowaé
generatory wynikajace z przyktadow.
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Systemy spinowe

Wtasciwoscia, ktora odréznia systemy spinowe od innych proceséow Fellera
na {0,1}%, jest to, ze poszczegdlne przejécia obejmuja tylko jedng lokalizacje.
Niech c¢: V x {0,1}¥ — R, bedzie ograniczong funkcja taka, ze dla kazdego
r eV, c(x,)): {0,1}V — R, jest ciggta. c(z,n) interpretowaé bedziemy jako
intensywnos¢, z jaka stan n zmienia sie poprzez zmiane wartosci w x. Dla
x €V oraz n € {0,1}V definiujemy n® € {0,1}" wzorem

1) { L—n(z), y=x
Dla f pochodzacego z odpowiedniego podzbioru Cy({0,1}Y) chcemy potozyé
L) = el [f (n™) - r(m)]. (23)
eV

Okazuje sie, ze doktadne napisanie dziedziny jest problematyczne. Aby obejsé
te trudnos¢ rozwazmy

D= {7 et Il i=su |7 (1) s <o} (2

Naszym celem jest pokazanie, ze zdefiniowanie L na D wystarcza do zdefin-
iowania procesu.

Dygresja analityczna

Generator infinitezymalny nie nalezy do najprostszych obiektow w teorii
procesow Fellera. Jednym z powodéw jest koniecznosé uwzglednienia dzieciny
ktora, jak sie juz przekonaliémy, ma istotny wplyw na ksztatt generowanego
procesu. Rzadko si¢ jednak zdarza, ze dziedzing mozna opisa¢ jawnie. Dlat-
ego czesto definiuje sie proponowany generator na wygodnej podprzestrzeni
dziedziny, a nastepnie bierze si¢ domkniecie.

Definicja 0.12. Operator liniowy (L, D(L)) na Cy(S) nazywany jest domknie-
tym, jesli jego wykres

(L) ={(f,Lf): f € D(L)}
jest domknietym podzbiorem Cy(.S) x Cy(S).
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Operator L jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy f,, € D(L) sa takie, ze
fo — foraz Lf, — h,to f € D(L) oraz h = Lf.

Definicja 0.13. Operator liniowy (L,D(L)) nazywany jest domykalnym,
jezeli domkniecie jego wykresu I'(L) jest wykresem operatora liniowego. W
takiej sytuacji definiujemy domkniecie L operatora L poprzez

I'(L) =T(L).

Operator L jest domykalny wtedy i tylko wtedy, gdy f, — 0 oraz Lf, — h
implikuja h = 0. Nie kazdy operator liniowy ma domkniecie. Na przyktad,
przypusémy, ze S = [0,1] i

D(L) ={f € C(S): f(0) istnieje} i Lf(z)= f(0)x dla f € D(L).

Wtedy domkniecie wykresu L nie jest wykresem operatora liniowego. Jednakze
w kontekscie Definicji 0.9 taka sytuacja nie wystepuje.

Fakt 0.1. Niech (L, D(L)) bedzie operatorem liniowym na Cy(S).

o Przypusémy, ze L spelnia (GI11)-(GI13) z Definicji 0.9. Wtedy L jest
domykalny, a jego domkniecie spelnia (GI1)-(GI3).

o Jesli L spelnia (GI1)- (G14) z Definicji 0.9, wtedy L jest domkniety.
o Jesli L spelnia (GI3) i (G1}), to

R(I — AL) = Co(S) dla kazdego A > 0.

o Jesli L jest domkniety i spetnia (GI3), to R(I — \L) jest domknietym
podzbiorem Cy(S).

Proof. Dla pierwszego stwierdzenia, musimy udowodnié, ze f,, € D(L), f, —
0, oraz Lf, — h implikuje h = 0. Aby to zrobié¢, wybierzmy g € D(L).
Korzystajac z (12),

(I = AL)(fo +A9) = Ifn + Agll, A >0.

Biorac n — oo i nastepnie dzielac przez A, dostajemy

lg —h — XLg|| > ||g]|-
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Jezeli teraz wybierzemy A — 0, to otrzymamy

lg =2l = gl

Skoro g € D(L) jest wzigte z gestego zbioru otrzymujemy i = 0. Domknigcie
L spehia wtasnosci (GI1) i (GI2), poniewaz jest rozszerzeniem L. Aby

sprawdzié¢, czy spelnia wlasnosé (GI3), przypusémy, ze f € D(L),A > 0 i
f—ALf = g. Przez definicje domknigcia, istnieja f, € D(L), takie ze f, — f
i Lf, — Lf. Przez wtasno$¢ (GI3) dla L,

nf ful@) = 1l gu(@),

gdzie g, = f, — AL f,. Teraz niech n — co. Dostajemy

inf f(x) > inf g(z),

zeSs zeS

czyli wlasno$é (GI3) dla L.

Dla dowodu drugiej czeéci faktu, niech L bedzie domknieciem L. Jesli f €
D(L) i A > 0 jest mate, przez wlasnos¢ (GI4) istnieje h € D(L) takie ze

h—ALh = f— \Lf, (25)

czyli (h—f) = AL(h— f)=0. Z (12), h = f, a wtedy Lf = Lh z (25). Wigc,
L = L zgodnie z tezg.

Przechodzac do trzeciego stwierdzenia, wystarczy sprawdzi¢, ze dla 0 < A < 7y
warunek R(I — AL) = Cy(S) implikuje R(I — vL) = Co(S). Zalézmy, ze
g € Co(9), i zdefiniujmy I' : C(S) — D(L) przez
YTh=AI —AL) 'g+ (y = A)(I — AL) 'h.
Definicja ta jest poprawna, poniewaz zatozylismy R(I — A\L) = Cy(S). Mamy
YIThy = Thall = (v = NI = £) 0 = Bl < (3 = Ml — o]l

Stad I' jest odwzorowaniem zwezajacym, a wiec z Twierdzenia Banacha o
punkcie staltym posiada jedyny punkt staly f. Wéwczas f € D(L) oraz

YT =AL)f = Ag+ (v =N f.
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Co mozna przeksztalci¢ do postaci f —yLf = g. Czyli g € R(I — L), co
nalezato uzasadnic.

Aby udowodnié ostatnie stwierdzenie, zatézmy, ze g, € R(I — AL) i g, — g.
Wtedy mozemy zdefiniowaé f,, € D(L) przez

Wowcezas

a zatem || fr, — fuull < llgn — gml|- Poniewaz {g, }nen jest ciagiem Cauchy’ego,
to {fn}nen rowniez. Niech f = lim, . f,. Poniewaz f, — fi g, — g, to
z (26) wynika, ze lim,_,, Lf, rowniez istnieje. Poniewaz L jest domkniete,
granica jest Lf, a wiec f — ALf = g, co oznacza, ze g € R(I — AL), czego
nalezalo dowies¢. O

Konstrukcja systeméw spinowych

Naszym pierwszym celem jest znalezienie naturalnych warunkow na c(x,n),
ktére gwarantuja, ze domkniecie (L, D), gdzie L i D sa dane odpowiednio
przez (23) oraz (24) jest operatorem infinitezymalnym. Warunki (GI1), (GI2),
(GI3) i (GIb) sa tatwe do sprawdzenia i nie wymagaja dodatkowych zalozen.
Prawdziwym wyzwaniem jest (GI4).

Dla warunku (GI2), uzywamy twierdzenia Stone’a-Weierstrassa: D jest alge-
bra funkcji ciagtych na zbiorze zwartym, ktéra rozdziela punkty. Istotnie, dla
n # ( istnieje x € S takie, ze n(x) # ((x). Funkcja f(§) = £(x) rozdziela n i
. Algebra D zawiera funkcje state, wiec D = C'({0,1}V).

Dla (GI3), zalézmy f € D, A > 0, oraz f — ALf = g. Poniewaz {0, 1}V jest
zbiorem zwartym i f jest ciagla, istnieje takie n, dla ktorego f osiaga swoje
minimum. Wtedy Lf(n) > 0, wiec

min £(C) = /(1) = g(n) > ming(0).

Warunek (GI5) wynika z faktu, ze 1 € D oraz L1 = 0.
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wyktad 9: Konstrukcja
systemow spinowych

Piotr Dyszewski
28-11-24
Dla z € V oraz n € {0,1}V definiujemy n® € {0,1}" wzorem

o ={12 20

Dla f pochodzacego z odpowiedniego podzbioru Cy({0,1}Y) chcemy potozyé

Lf() =Y c(z,n) |f (n“) = f(m)] .

zeV

Okazuje sie, ze doktadne napisanie dziedziny jest problematyczne. Aby obejs¢
te trudno$é¢ rozwazmy

D= { e ctio.): Wl s= s X7 (5) - s < .

Konstrukcja systeméw spinowych cd.

Aby sprawdzi¢ (GI4) musimy wyprowadzi¢ ograniczenie dla rozwiazan réwna-
nia f — ALf = g. Niech

€= inﬂc(u, 77) + C(U, nu)] oraz ’7(1'7 U) = Sup |C(‘T7 nu) - C([E, 77)|
Uy n
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Zauwazmy, ze y(x,u) mierzy stopiefl, w jakim intensywno$¢ zmiany w miejscu
x zalezy od konfiguracji w miejscu u. Niech ¢; (V') bedzie przestrzenia Banacha
funkcji a : V' — R, ktore spelniajg

el =) Ja(z)| < oo

Macierz 7 definiuje operator I' na ¢,(S) przez

Pa(u) = Y alz)y(z, ).

AU

Operator ten jest dobrze zdefiniowany i ograniczony, pod warunkiem ze

M :=sup » ~(z,u) < oo,

T wwutw
a wtedy ||I'|]| = M.
Dla f € C({0,1}V) i x € S, niech
Aflw) = supf (57) = f(o)].

Wtedy || fllo = [|Af|[ivy- Oto oszacowanie, ktérego potrzebujemy.
Fakt 0.2. Zaloimy, Ze spelniony jest jeden z warunkow

- feD,

o f jest ciggla i

c(x,-) =0 dla wszystkich opricz skoriczonej liczby x € V. (27)

Wowczas jesli f — ALf =g € D, A >0, oraz A\M < 1+ Xe, to
Af <[(1+Xe)I — A7 Ag, (28)

gdzie nierownosc¢ zachodzi wspotrzedna po wspdlrzednej, a odwrotnosc jest
zdefiniowana przez nieskonczony szereq

- A\
14X =\ ta= —— I a. 2
(1+ I = AL a me;)(me) o (29)
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Proof. Zauwazmy, ze szereg w (29) jest zbiezny dla o € ¢,(V) na mocy
zatozenia AM < 1 + Xe. Piszac f — ALf = g w punktach n oraz n,
odejmujac i zauwazajac ze (n™)® = g, otrzymujemy
[F0™) = F)I[L + Ae(u,m) + Ae(u, n™)] = [g(n™) — g(n)]
+A > {ela ™)™ ) = F™)] = e(z, ) [F () = Fm)]} . (30)

T:xFU

Poniewaz wartosci f(n™) — f(n), gdy 1 zmienia sic a u jest ustalone, tworza
zbidr symetryczny, a ta réznica jest funkcja ciagla n, dla kazdego u istnieje
takie n, ze

f') = f(n) = Sup F(E™) = F(Q = Af(w).

Stad,
FIC) = £(O) < ™) = f(n)

dla kazdej ¢. Stosujac to dla ¢ = (™ i przeksztatcajac, otrzymujemy

SNy = f(™) = fF((") ) = f(n™) < F(™) = f(n),

Uzywajac tej nieréwnosci w (30),

Af(u)(1+ Xe) < Af(u)[1 + Ae(u, n) + Ae(u,n™)]
<Ag(u)+ A Y elw,n™) = e(w,m)| [f(f®) = f(n)]

T:xFU
< Agw)+ A Y y(mwAf(). (31)

T:rH#uU

Jedli (27) zachodzi, to tylko skoniczona liczba wyrazéw po prawej stronie
jest niezerowa, wigc przy ktéregokolwiek z zatozen faktu I'A; jest dobrze
okreslona. Dlatego (31) mozna zapisa¢ jako

(14+ X\)Af < Ag+ ATAF.

Iteracja tej nieréwnosci prowadzi to do

1l 2\ A\
< k n+1 .
Af_1+/\ez<1+)\e> FA9+<1+AE> ar

k=0

Jezeli rozwazymy teraz n — oo, dostaniemy (28). ]
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Twierdzenie 0.17. Zaléimy, e M < oo. Wtedy L jest generatorem in-
findtezymalnym potgrupy Fellera T = (T'(t))ier, . Ponadto,

AT(t)f < e " e"Af. (32)
W szczegolnosci, jesli f € D, to Ty f € D oraz
IT(E) fllo < e[| £]]o- (33)

Proof. Wlasnoéci (GI1), (GI2), (GI3) i (GI5) z Definicji ?? zachodza dla

(L, D) sa i sa dziedziczone przez L z Faktu 0.1. Aby sprawdzi¢ warunek (GI4)
wezmy wstepujacy ciag V,, C V taki, ze U,, V,, = V. Niech

Lof(m) =Y elw,n) [f(n®) = f)],  feC({0,1}") (#eq : 4.10)

eV

To jest generator dla systemu spinowego, w ktérym wspotrzedne

(n(z) -z & V2)
sg state w czasie. Poniewaz L,, jest ograniczonym generatorem, spetnia
R(I = ALy) = C({0,1}")

dla dostatecznie matych A > 0. Dla g € D, mozemy zdefiniowac f, €
C({0,1}V) przez f, — AL, f, = g. Poniewaz L, spelia (27), jesli \ jest
wystarczajaco male, tak ze AM < 1+ Xe, wtedy f,, € D zgodnie z Faktem 0.2.
W zwiagzku z tym mozemy potozyé

gn = fn— ALfn € R(I — AL).

Niech K = sup,, c¢(x,7n) < 0o, wtedy z Faktu 0.2,

¢V

<AK Y [(1+ )] — AT Ag(x). (34)
¢ Vy,

Poniewaz Ag € ¢,(V), prawa strona (34) dazy do zera, gdy n — oo, wiec
gn — g. Stad g € cl(R(I — AL)), wiec wnioskujemy, ze D C cl(R(I — AL)).
Poniewaz D jest geste w C({0,1}V), widzimy, ze R(I — AL) jest réwniez
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geste. Zgodnie z Faktem 0.1, R(I — AL) musi by¢ domknietym podzbiorem
C({0,1}V). Zatem
R(I —AL) = C({0,1}")

To konczy weryfikacje, ze L jest generatorem infinitezymalnym.

Przechodzac do drugiego stwierdzenia, zapiszmy (28) jako
Agoapy-1g < [(1+Xe)] = AT Ag,
a nastepnie iterujmy, aby uzyskac
Du—sryrg < [(1+ te) I- tr] g
" n n

Przechodzac do granicy otrzymujemy (32). O
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Wyktad 10: Procesy dualne

Piotr Dyszewski
12-12-2014

Procesy dualne

Czesto zdarza sie, ze wartos¢ oczekiwang zwiazang z jednym skomplikowany
procesem jesteSmy w stanie wyrazi¢ jako wartos¢ oczekiwang zwigzang z
innym procesem, ktory jest o wiele poostrzy. Tego typu relacje pozwalaja na
przydatne reprezentacje wielkosci wystepujacych w procesach Fellera.

Definicja 1. Niech X; = (X(t))ser 1 Xo = (X2(t))ser beda procesami Fellera
odpowiednio na przestrzeniach S; i So. Dla mierzalnej i ograniczonej funkcji
H na S7 x S5, procesy te sg nazywane dualnymi wzgledem H, jesli

B, [H (X1 (1), 22)] = o, [H (21, X5(1))]

dla kazdego t > 0 oraz z; € 5;.

Powyzsze pojecie w zupetnej ogélnosci jest problematyczne. Naturalnym jest
oczekiwaé, ze () méwi co$ o relacji miedzy X; oraz Xs. Zauwazmy, ze kazde
dwa procesy sg dualne wzgledem funkcji statej. Jednakze charakter relacji
miedzy X; a Xy zalezy bardzo mocno od konteksty i podyktowany jest prze
funkcje H.

Niech X, oraz X, beda ruchami Browna na S; = Ss = [0, +00) odpowiednio
zabitymi i odbitymi w zerze. Procesy te sa dualne wzgledem funkcji

H(Z‘, y) - 1{m§y}‘
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Wéwezas relacja () zapisuje sie jako
P, [X1(t) < 23] =Py, [11 < Xo(t)].
W przypadku wspomnianych wersji ruchu Browna
P,[X.(t) <y| =Pylx < X,.(t)].
Oba prawdopodobienstwa sg rowne
P[B; >z —y] + P[B; > = + o],

gdzie B = (By)iwcr, jest standardowym ruchem Browna na R. Doktadne
sprawdzenie wspomnianej rownosci pozostawiamy jako zadanie.

Zatézmy teraz, ze H jest ciggta. W $wietle definicji procesy Fellera X; oraz
X, z pétgrupami Fellera odpowiednio Tt = (T1(t))ier, oraz 1o = (T5(t))icr,
sg H-dualne wtedy i tylko wtedy, gdy

Ti(t)H (-, s2)(s1) = To(t) H (51, ) (52)

dla wszystkich t > 0, s; € Sy oraz sy, € S5. W przypadku, gdy definiujemy
procesy Fellera przez ich opis infinitezymalny wygodniejsze jest kryterium
wyrazone w terminach generatoréw.

Twierdzenie 3. Niech X; i X, beda generowane odpowiednio przez
(L1, D(Ly)) oraz (Lo, D(Ls), Zatbézmy, ze dla kazdych s; € Sy oraz sy € Sy

H(-,s9) € D(Ly) oraz H(s1,-) € D(Ls).

Jezeli dodatkowo
L1H(', 82)(51) = L2H(81, ')(82)

dla wszystkich x; € Sy oraz zo € S5. Wowcezas X i Xs sg dualne wzgledem
H.

Proof. Rozumowanie przeprowadzimy jedynie w przypadku przeliczalnej Sy
i ograniczonego Lo. Wowczas X5 jest tancuchem Markowa z ¢g-macierza
q = (q¢(z,9))zyes,. Przypomnijmy, ze wéwczas

Ty(t)f(s2) = Eg, [f(X2(t)] = D P, [Xa(t) =yl f (y)-

YyES2
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Generator Lo zadany jest wowczas przez

Ly f(s2) = (i ) T(t)f(s2) = Y —| Pu[Xa(t)=ylf(y) = D a(s2,9)f(y).

Rozwazmy
u(t,xy,x9) = Ep H(X1(t), x9) = T1 () H (-, x2) (1)

Na mocy Twierdzenia 0.10,

(iu(t, Xy, {L'Q) = T1 (t)LlH(, 1'2)(5131) = T1 (t)LgH(ZEl, )(ZEQ)

=2 a(z2, ) i H( y) (1) = D gz, y)ult, 71,y) = Lou(t, 21, ) (2).

y€ESa
Dodatkowo u(0, 1, x2) = H(x1,x2). Z drugiej strony funkcja
v(t, 1, 2) = To(t)H (1, -)(22)

réwniez spetnia v(0, z1, x9) = H(xq,x2). Wystarczy zatem uzasadni¢ jedynos$é
tego zagadnienia. Rozwazmy w tym celu h = v — u. Wowczas

¢
h(t,z1,xs) :/ Loh(s,xq,-)ds
0
Niech
h*(t>xl) = sup h’($7mlax2)'

s<t,x2€S2
Wowcezas

t
B (t, 1) g/o Lo || 1" (s, 21)ds.

Powyzsza nieréwnos¢ zwija sie do
d ¢
4 —||L2||t/ B d ) <o.
4 (e [rsam)
Co po catkowaniu daje
t
e’”LQHt/ h*(s,z1)ds < 0.
0

Skoro lewa strona jest niewatpliwie nieujemna, to h = 0 za co za tym idzie
u = v. Ostatnie réwnos¢ jest rownowazna z dowodzong teza. O]
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Przyklad 4. Niech X; i X, beda spacerami losowymi na Z z ¢g-macierzami
odpowiednio

qlr,z+1) =06, qz,z—1)=9§
oraz

@r,c+1)=0, q(z,x—1)=p

The Voter model

Niech V' bedzie przeliczalnym zbiorem z topologia dyskretng. Chcemy mode-
lowacé proces rozwoju opinii wérod osobnikow reprezentowanych przez elementy
V. Zaktadaé¢ bedziemy, ze w kazdej chwili czasu t > 0 kazdy osobnik z € V'
reprezentuje jedna z dwoch opinii n;(x) € {0, 1} na zadany temat. Zatézmy,
ze dane sa nieujemne liczby ¢(z,y) dla x # y. Wielkos$¢ ¢(x,y) bedzie inten-
sywnoscia z jaka x przejmuje opini¢ y o ile oba osobniki reprezentujag roézne
opinie. Zaktadaé¢ bedziemy, ze

M =sup > q(z,u) < co.

€V ity

Model glosowania (the Voter model) 7, to system spinowy z

clz,n) = Y. qlz,y).

yn(y)#n(x)

Innymi stowy jest to proces Fellera generowany przez

L) =3 e(en) (£ (1) = f()).
eV
Techniczne szczegdly zwigzane z dziedzing L zostaly przedyskutowane w
poprzednim rozdziale. Najwazniejsze jest, ze z Twierdzenia @ref(thm:4.3)
wiemy, ze proces ten jest dobrze okreslony (domkniecie L jest generatorem
infinitezymalnym).

Przyklad 5. Zatézmy, ze V jest wyposazone w strukture grafu o ogranic-
zonym stopniu. Chcemy modelowaé¢ przypadek w ktérym kazdy z wierz-
chotkéw x € V moze wchodzi¢ w interakcje jedynie ze swoimi bezposrednimi
sasiadami (i to od nich zapozycza opinie). Rozwazmy ¢(z,y) = 1,.,. Wéwczas

M =sup > q(z,u) = supdeg(z) < co.
eV WURET zeV
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Zauwazmy, ze model glosowania posiada dwa stany stacjonarne n = 1 oraz n =
0. Naszym gtéwnym celem jest sprawdzenie, czy istnieja inne (nietrywialne)
rozktady stacjonarne.

Aby tego dokonaé postuzymy sie procesem dualnym do (7;);. Ustalmy ¢ > 0 i
x € V. Skoro przy zmianach opinia w x jest zapozyczana od innych osobnikdéw,
cheace zbadaé warto$é n,(z) rozwazmy ¢;-moment ostatniej zmiany opinii przez
x, czyli

tr = sup{r.—(z) # n.(x)}

Jezeli zbiér czaséw pod kresem goérnym jest pusty, to z nie zmienit zdania na
odcinku czasu [0, t], wiec () = no(x). W chwili ¢1, x przyjal te sama opinie
co pewien z; (co si¢ dzieje z intensywnoscia q(x,x1)), czyli n:(x) = n, (x1).
Chcac ustali¢ wartosé ny, (z1) rozwazamy ostatni moment, w ktérym x; zmienit
opinie

ty = ililf{ﬁs—(xl) # 1ns(21)}

Jezeli zbior pod kresem gérnym jest pusty, to x; na przedziale czasowym
[0,¢1] nie zmienit zdania i n,(x) = m—1(x1) = no(x1). Postepujac iteracyjne
dostajemy ciag czasoéw t > t; >ty > ... >ty taki, ze

ne(x) = n (1) = ... =y (xn) = no(zN).

Przy czym przejscie z ), do xpy; dzieje sie z intensywnoscia q(zy, Try1-
Skonstruowana w ten sposéb Sciezka (z,x1,...,xy) ma taki sam rozklad
jak $ciezka tancucha Markowa Y, = (Y ())icr, z ¢-macierza (q(z,y))syev-
Oznacza to, ze

d
(@) = mo(Ya(t)).

Cheac zbadaé teraz rozktad taczny (n,(z), n:(y) dla z,y € V mozemy wykonaé
podobng konstrukcje na podstawie zmian opinii ktéregokolwiek z elementéw
pary. Dostaniemy w ten sposéb ciag czaséw t > s; > so > ... > s); > 0 taki,
V1S

() = 16, (21) = - = 0y, (2ar) = n0(201).
oraz

() = 16 (Y1) = - = Mo, (War) = M0 (yar)-

Kluczowa jest nastepujaca witasnos¢. Jezeli x; = y; dla pewnego j > 1, to
xr = Yy dla wszystkich k£ > j. Istotnie, jezeli j jest najmniejszg taka liczba,
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ze x; = y;, to oznacza to ze x;_1 przejat opini¢ x;. Po czym zanim x; zmienit
opinie, to y;_1 przejat opini¢ ;. Oznacza to, ze

(m (), () = (0 (Y2 (1)), m0(Yy (1)),

gdzie Y, i Y, s tancuchami Markowa na V' z zadang g-macierzg takimi, ze
jezeli w pewnym momencie sie spotkaja, to od tego momentu zaczynaja
sie poruszaé sie razem. Podobny komentarz mozemy napisa¢ dla wektora
n.(t) dowolnej dtugosci: jego rozklad bedziemy mogli wyrazi¢ przez kolekcje
spacerow losowych na V', ktore sie zlewaja w momencie spotkania.

Powyzej znajduje sie symulacja zlweajacych sie spacerow losowych na

torusie dyskretnym. Czasteczki poruszaja sie wedlug symetrycznego spaceru
losowego.

Aby wprowadzié¢ ten proces bardziej formalnie, rozwazmy Sa(N) - zbi6r wszys-
tkich A C V o liczebno$ci nie wigkszej niz N. Rozwazmy {Q(A, B)}a pes,
dane przez

QA (AN {z}) U{y}) = q(z,y), €A y¢A;

oraz

QA A\{z}) = > dq(zy), zecA

yeEAyF#T
Taki wybdr instancyjnosci przejs¢ odpowiada doktadnie zlewajacym sig
spacerom losowym. Generator takiego procesu jest ograniczony z norma

> QA B) =YY qla,y) < MN.

B#A z€EA yF#x

Pokazemy, ze zlewajace sie spacery losowe A = (A;)ier (proces o inten-
sywnosciach danych powyzej) jest dualny do modelu glosowania (7;)icr 2
funkcja

H(U’A) = H 77(3:) = 1{7]=1 on A}s

TEA

Trajektorie |A;| sa nierosnace, co czyni go bardzo uzytecznym w badaniu
modelu glosowania,

Twierdzenie 6. Procesy (n;); i (A4;); sa dualne wzgledem H(n, A).
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Proof. Sprawdzimy, ze zachodzg zatozenia Twierdzenia 3. Niech L bedzie
generatorem modelu gtosowania. Poniewaz H(n, A) zalezy od n tylko poprzez

{n(z),= € A},

LH(-, A)(n) = AZ q(z, y)[H (12, A) — H(n, A)]
n(y)sﬁﬁf)

= > qlz )l —2n@)H(n A\ {z})

xz€A,YyeS
n(y)#n(z)

= > qlz,y)Hmn, A\ {z})n(y) — n(z)]

r€AYES

= > a@y)Hm (A\{z}) U{y}) - H(n, A)]

= q(A,B)[H(n,B) — H(n, A)).

]
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Wyktad 11: The voter model:
przypadek rekurencyjny

2024-12-19
Piotr Dyszewski

Zobaczymy teraz korzysci ptynace z udowodnionej wtasnie dualnosci. Jezeli
(74 )eer, jest uktadem spinowym, to dla A C V oraz miary probabilistycznej
w na {0, 1} prawdopodobienstwo

P,[n =1 na A

zalezy od pu w skomplikowany sposéb. W przypadku modelu glosowania,
mozemy wykorzystaé¢ proces dualny do wyznaczenia wygodnej reprezentacji

Py [ =1na A = [B,H(, A) p(dn) = [Bat(n, 4) p(dA)

oy [z P4, = BIH(, B>] p(dn) = S PulA, = Blufn: n = 1 ua BY.

Dlatego rozktad taczny (n:(z)).ea zalezy tylko od rozktadéw |A| wspéhrzed-
nych wzgledem rozktadu poczatkowego p. Zaldézmy teraz, ze poczatkowy
rozklad dla modelu glosowania to miara produktowa v, dla p € [0, 1] wzgle-
dem ktérej wszystkie wspdlrzedne sa niezalezne i maja rozktad (1 — p)dg + pd;.
Wéwezas

v{n:n=1na A} = pHl.

Mamy

P, [n(x) =1 =P, [n=1na{z}] = Puy[A ={y}lp=0p

yeVv
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oraz

P, [m(x) =n(y) =1 =P, (n =1 na {z,y})
= PPy (| A = 1]+ p°Pryy[| A = 2].

Opinie n;(z) i n:(y) staja sie zgodne w granicy t — oo wtedy i tylko wtedy,
gdy dwie niezalezne kopie tancucha spotykaja sie z prawdopodobienstwem 1.
Te ogblng zasade zilustrujemy na przykladzie V = Z4.

The Voter model na Z¢

Naszym gtownym zastosowaniem dualnosci bedzie znalezienie wszystkich
rozktadéw stacjonarnych dla modelu gltosowania. Podobna analiza moze by¢
uzyta do okreslenia jego asymptotycznego zachowania, gdy t — oo. Dla
uproszczenia, zaktadamy od tej pory, ze S = Z?. Zakladaé tez bedziemy,
ze kroki stowarzyszonego tancucha sg niezmiennicze na przesuniecia, czyli
przejscia z x; € Z¢ oraz przejécia z 1o € Z% dzieja sie z takimi samymi
intensywnosciami. Woéwczas q(z,y) = ¢q(0,y — x). Niech X; = (X;(t)er,
dla ¢ € N beda niezaleznymi btadzeniami losowymi z intensywno$ciami
przej$é q(x,y) i punktami poczatkowymi xy,zs,.... Analiza dzieli sie na
dwa przypadki, w zaleznosci od tego, czy symetryzowane btadzenie losowe
Z(t) = X1(t) — Xa(t) jest rekurencyjne czy przejéciowe, poniewaz odpowiada
to sytuacji, czy Xi(t) i X2(t) spotykaja sie z prawdopodobienistwem jeden.

Przypadek rekurencyjny

Zaczniemy od przypadku rekurencyjnego, w ktérym model gtosowania jest
prostszy w analizie. Niech g i 6; beda miarami probabilistycznymi na
uktadach na Z? skupionymi na odpowiednio n = 0 oraz n = 1.

Twierdzenie 0.18. Zaloimy, Ze symetryzowane blgdzenie losowe Z jest
rekurencyjne.

o Dla kazdego n oraz x,, x5 € 77,

Jim Py [ (21) # mi(22)] = 0.

o KazZda miara stacjonarna dla (1;)ier, jest postaci Aoy + (1 — X)dg dla
pewnej A € [0, 1].
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 Dla miary probabilistycznej u oraz X € [0, 1],

Jm Pu[(ne(25)) j<n = (€j)j<n] = M= =ei=1} + (1 = M= =, =0}
(35)
dla kazdych x; i €;, wtedy i tylko wtedy, gdy

Jim > iz, y)ud{n :n(y) = 1} = X dla kazdego x € Z%,  (36)
v

gdzie pi(x,y) sq prawdopodobieristwami przejscia dla X;(t).

Punkt (a) méwi, ze dla dowolnego skoniczonego A C Z< opinie (17:(x))zeca
staja sie zgodne z bardzo duzym prawdopodobienstwem. Oznacza to, ze
jedyne mozliwe uktady graniczne sa state (punkt (b)). Prawdopodobienstwa
wystapienia w granicy poszczegolnych uktadow statych sa scharakteryzowane
w punkcie (c¢). W szczegdlnosci pierwsza granica w punkcie (c) istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje druga. Warunek (35) jest réwnowazny

Jim Pyl € ] = A () + (1 — Ao ()
w sensie stabej zbieznosci miar. Dokladniej dla kazdej f € C'({0,1}2",

lim B, [f(n)] = \(1) + (1 = ) £(0).

t—o00

Dzieje sie tak, poniewaz topologia stabej zbieznosci na przeliczalnym produkcie
jest scharakteryzowana przez zbieznos¢ rozktadéw skonczenie wymiarowych.

Proof. Aby uzasadni¢ punkt (a) rozwazmy
T=inf{t > 0: Xy(t) = Xo(t)} = inf{t > 0: Z(t) = 0}.
Wiéwezas dla dowolnej konfiguracji poczatkowej 7,

Pylne(z1) 7 ne(w2)] = Pln(Xa (1) # n(Xa(1))), 7 > 1] < Plr > ],

co zbiega do zera, gdy t — 00, z zalozenia rekurencyjnosci Z.

Dla czesci (b), wezmy 7 stacjonarna dla (1;)er. Wtedy

7l s n(@1) # n(2)] = Paln(ar) # n(a)] = [ Pulnlar) # mles)]plan),
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co zbiega do zera, gdy t — o0, z czedci (a). Dlatego n jest stala m-prawie
wszedzie. Dla dowodu czedci (¢) wezmy dowolny rozktad poczatkowy p. Cheac
pokazac, ze rozktad graniczny jest staly wystarczy porownaé go z dowolnym
ustalonym punktem. Dla z; € Z9,

Dla dowolnego skoniczonego A C Z% takiego, ze x1 € A,

Pyl (1) = 1]=Pu[n. =1 na A] = /Pn[m(wl) = 1]=Py[n: = 1 na AJu(dn).
Co z czesci (a) zbiega do zera. Mamy zatem

> vz, y)p(n :n(y) =1) = o(1) + Pyln = 1 na Al

Stad (35) oraz (36) istotnie sa réwnowazne. O

Remark. Biorac pod uwage stwierdzenie z czedci (a), mozna przypuszczaé, ze
n¢(x) zmienia wartosci tylko skoriczona liczbe razy dla kazdego x. Nie zawsze
jest to prawda. Zalézmy na przyktad, ze d =1, q(z,y) = 1 jesli |x — y| = 1,
a q(zx,y) = 0 jesli |z —y| > 1. Jesli poczatkowa konfiguracja ma forme
... 111000. . ., to konfiguracja w czasie ¢ ma ten sam tym, z doktadnoscia do
lokalizacji najbardziej wysuniectej na prawo jedynki, ktéra porusz si¢ zgodnie
z prostym symetrycznym spacerem losowym na Z. Poniewaz to bladzenie
losowe jest rekurencyjne, 7;(x) zmienia wartosci nieskoniczona liczbe razy.

Symulacja modelu glosowania w jednym wymiarze. Warunek poczatkowy jest
postaci 11110000. W momencie, w ktérym caly zakres staje sie monochro-
matyczny jest on automatycznie rozszerzany na prawo o 0000 i lewo o 111111.
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