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Stowo wstepne

Notatki te powstaja na potrzeby kursu o tym samym tytule, zaplanowanego w semestrze
zimowym roku akademickiego 2026/2027 w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroclaw-
skiego.

Notatki maja charakter roboczy i (jak wszystko we wstepnych fazach rozwoju) moga zawieraé
btedy. Bede wdzieczny za zgloszenie kazdej usterki znalezionej w tekscie.

Notatki sg przygotowywane w Quarto, otwartym systemie do tworzenia publikacji naukowych i
technicznych. Wiecej informacji o Quarto mozna znalezé na stronie https://quarto.org/.


https://quarto.org/

Sylabus

Dane dotyczgce przedmiotu

Nazwa przedmiotu: Rachunek Prawdopodobienstwa (AI)
Jednostka oferujgca przedmiot: Instytut Matematyczny
Zalozenia:

Strona www:

Forma zajeé: wyklad + ¢wiczenia + laboratorium
Punkty ECTS: 8

Sprawdziany pisemne: 26.11.2026 i 28.01.2027

Skrécony plan wyktfadu

W trakcie wyktadu poruszymy nastepujace zagadnienia:

A) Przestrzen probabilistyczna: aksjomatyka rachunku prawdopodobienstwa, praw-
dopodobienstwo warunkowe, prawdopodobienstwo catkowite, wzor Bayesa, niezaleznosé
zdarzen;

B) elementy losowe: zmienne losowe, wektory losowe, niezalezne zmienne losowe;

C) rozklady prawdopodobienstwa: rozklady zmiennych losowych, dystrybuanty,
rozktady dyskretne i absolutnie ciagle;

D) parametry rozkladéw: wartosé oczekiwana, wariancja, kowariancja;

E) twierdzenia graniczne: prawo wielkich liczb, centralne twierdzenie graniczne.

Podstawowa literatura do wyktadu:

Mitzenmacher, M, Upfal E. (2017) Probability and Computing, Cambridge University
Press

Isaac, R. (2000). The Pleasures of Probability. Springer.

Blitzstein, J. K, Hwang, J, (2019) Introduction to Probability, Taylor & Francis
Grimmett, G, Stirzaker, D. (2001) Probability and Random Processes, Oxford University
Press



Szczegotowy plan wyktadu

Wstepny plan tematéow poruszanych na poszczegdlnych wykladach:

© 0N oo W

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Aksjomatyka rachunku prawdopodobienstwa (7.10.2026)

Prawdopodobienistwo klasyczne i prawdopodobienstwo warunkowe (14.10.2026)
Niezaleznos$¢ zdarzen (21.10.2026)

Zmienne losowe i ich rozklady. Wartosc oczekiwana (28.10.2026)

Wariancja. Wektory losowe (4.11.2026)

niezalezno$¢ zmiennych losowych (18.11.2026)

Rozklady warunkowe, warunkowa warto$¢ oczekiwana i niezalezno$¢ warunkowa.
Regresja liniowa, ilorazy wiarygodnosci

Nieréwnoéci zwigzane z momentami, nieréwnosci koncentracyjne, stabe prawo wielkich
liczb

Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a

Zmienne losowe o ciaglych rozktadach

Centralne twierdzenie graniczne

Wielowymiarowy rozktad normalny

Lancuchy Markowa

Zbieznosé do rozktadu stacjonarnego, MCMC

Efekty ksztafcenia

Po wykladzie student:

1.
2.

Wymienia i definiuje podstawowe obiekty teorii prawdopodobienistwa (A, B, C, D );
Podaje zwigzki miedzy podstawowymi obiektami teorii prawdopodobienistwa (A, B, C,
D );

. Wykorzystuje narzedzia teorii prawdopodobienstwa do opisu zmiennych losowych w

terminach ich rozktadu i ich parametréw (B, C, D);
Formutuje twierdzenia graniczne (D);

. Stosuje twierdzenia graniczne do analizy ciagéw zmiennych losowych (B, E);

Sposob weryfikacji efektow ksztatcenia

Na zaliczenie skladac sie beda:

Aktywno$¢ na éwiczeniach;
Kartkéwki na kazdych éwiczeniach;
Dwa kolokwia;



Metody i kryteria oceniania

Zaliczenie ¢wiczen na sprawdziandéw pisemnych. Aktywnosci w czasie zajeé¢ podnosi ocene z
¢wiczen o 1 lub 0.5. Ocena z egzaminu wystawiona jest na podstawie egzaminu pisemnego.

Warunkiem zaliczenia przedmiotu

o Uzyskanie 50% punktéw za zadania stanowiace biezaca weryfikacje efektéw ksztalcenia;
e Uzyskanie pozytywnej oceny z egzaminu stanowigcego koricowa weryfikacje efektow

ksztalcenia.

Kryteria ocen:

o (dst) student realizuje punkty 1-3 efektéw ksztalcenia
o (db) student realizuje punkty 1-4 efektéw ksztalcenia
e (bdb) student realizuje punkty 1-5 efektéw ksztalcenia

Wroctaw, pazdziernik 2026 Piotr Dyszewski
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1 Wstep

Sztuczna inteligencja i analiza danych opieraja sie na bardzo prostej zasadzie: na podstawie
ograniczonej liczby przykladéw (danych treningowych) chcemy wyciagaé¢ wnioski o zjawiskach,
ktoérych nie widzimy w caloéci. Dane treningowe zawieraja szum, btedy pomiarowe, przypadkowe
odchylenia, braki oraz zaleznosci, ktérych czesto nie potrafimy bezpos$rednio zaobserwowac.
Dlatego analiza danych nie jest jedynie rachunkiem na tabelach liczb. Jest préba rozumowania
w warunkach niepewnoéci. Rachunek prawdopodobienstwa dostarcza jezyka, w ktérym te
niepewnos¢ mozna precyzyjnie opisacé.

Mimo ze ponizsze notatki stanowia material do standardowego kursu z teorii prawdopodobieni-
stwa postaramy sie dobrze umotywowaé¢ gléwny kierunek wyktadu. Zaczniemy od przyktadu
pokazujacego ze losowe zaburzenia nie sa problemem, a narzedziem, ktére mozna wykorzystac
na swoja korzysc.



2 Aksjomatyka rachunku prawdopodobienstwa

Zanim przejdziemy do badania zjawisk losowych wprowadzimy podstawowy jezyk teorii praw-
dopodobienstwa. Zaczniemy jednak od przyktadu obrazujacego potrzebe jego wprowadzenia.

2.1 Problem Monty’ego Halla

W latach szesédziesiatych w stanach zjednoczonych zaczeto nadawaé¢ Let’s Make a Deal. W
teleturnieju wybrani widzowie ze studia zawieraja umowy z prowadzacym. Uczestnik otrzymuje
nagrode i decyduje, czy ja zatrzymaé, czy wymieni¢ na inna, ktorej zawartos¢ pozostaje ukryta
do momentu podjecia decyzji.

Dopiero po odstonieciu nagrody okazuje sie, czy wymiana byta korzystna, czy tez uczestnik
trafil na bezwartosciowa, zartobliwa nagrode zwang ,,zonkiem”.

Rysunek 2.1: jedng z ,,zonkowych” nagréod w wersji programu stacji CBS byta zywa lama
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Rozwazmy nastepujacy problem. To dla ciebie decydujacy moment. Prowadzacy teleturniej
stawia cie przed trojgiem zamknietych drzwi. Za jednymi z nich kryje sie samochéd twoich
marzen — nowy, l$niacy. Za kazdymi z pozostatych dwojga drzwi stoi natomiast sympatyczna,
cho¢ niezbyt l$niaca i nieco cuchnaca koza.

Masz wybra¢ drzwi i wygraé to, co si¢ za nimi znajduje. Wskazujesz jedne z nich i oglaszasz
swoj wyboér. Wtedy prowadzacy otwiera jedne z pozostatlych dwojga drzwi i pokazuje koze.
Nastepnie pyta, czy chcesz zmieni¢ wybér i wskazaé nieotwarte drzwi, ktorych poczatkowo nie
wybrates.

Czy zmiana decyzji jest dla ciebie korzystna — zakladajac oczywiscie, ze zalezy ci na samocho-
dzie, a nie na kozie?

Jakie jest doktadnie prawdopodobienistwo wygrania samochodu przy kazdej z tych strategii?
Ta popularna zagadka wywolata spore zamieszanie, gdy w 1991 roku ukazalta si¢ w prasie
John (1991). Wielu czytelnikéw, w tym takze matematycy, podato bledna odpowiedz. Naj-
czesciej twierdzono, ze zmiana drzwi nie ma znaczenia, poniewaz samochéd z jednakowym
prawdopodobienstwem znajduje sie za kazdymi z dwojga nieotwartych drzwi.

Dlaczego ten problem jest tak podchwytliwy i jak nalezy o nim mysle¢? Postuzy nam on
jako wprowadzenie do rachunku prawdopodobienstwa. Po przeczytaniu tego rozdziatu latwiej
bedzie poprawnie analizowa¢ zaréwno problem samochodu i kéz, jak i wiele innych podobnych
zagadnien. Zaczniemy od krotkiego oméwienia teorii prawdopodobienstwa, jej znaczenia i
historii.

2.2 Odrobina historii

Rachunek prawdopodobienstwa mozna okresli¢ jako matematyczna teorie niepewnosci. Jego
intuicyjne podstawy sa bardzo stare: juz cztowiek obserwujacy niebo, by przewidzie¢ pogode,
postugiwal si¢ prymitywnym rozumowaniem probabilistycznym. Na przykitad widzac ciemne
chmury, uznawal deszcz za bardziej prawdopodobny i zabieral parasol.

Takie intuicyjne szacowanie rézni sie jednak od formalnej teorii matematycznej. Za poczatek
nowoczesnego rachunku prawdopodobienistwa czesto uznaje si¢ XVII-wieczng korespondencje
Blaise’a Pascala i Pierre’a de Fermata, dotyczaca probleméw zwiazanych z grami hazardo-
wymi.
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Rysunek 2.2: Blaise Pascal (19 czerwca 1623 — 19 sierpnia 1662) byt francuskim matematykiem,
fizykiem, wynalazca, filozofem i pisarzem katolickim.
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Rysunek 2.3: Pierre de Fermat (1601-1665) byl francuskim prawnikiem, matematykiem amato-
rem i fizykiem matematycznym. Od 1631 roku pelnit funkcje radcy parlamentu,
czyli éwcezesnego sadu, w Tuluzie.

Kasyno jest naturalnym laboratorium prawdopodobienstwa: rozsadny gracz musi umieé¢ oceniaé
ryzyko, a wiec predzej czy pdézniej sam staje sie matematykiem albo korzysta z jego pomocy.

7 tych dosé rozrywkowych poczatkow wyrosta teoria stosowana dzi§ we wszystkich dziedzinach
nauki i techniki, a takze na rynkach finansowych. Szczegdlnego znaczenia nabrata ona w XX
wieku wraz z rozwojem fizyki kwantowe;j.
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2.3 Opis doswiadczenia losowego

Za kazdym razem kiedy rzucamy koscia czy losujemy karte z talii wykonujemy pewnien ekspe-
ryment losowy. W pierwszej czesci wyktadu zajmiemy si¢ badaniem tego typu eksperymantdw.
Zaczniemy od sposobu matematycznej reprezentacji wyniku naszego losowania. Kazdy mozliwy
wynik eksperymentu nazywaé¢ bedziemy zdarzeniem elementarnym. Przykladowo dla rzutu
koScia szescienng zdarzeniem elementarnym bedzie liczba wyrzuconych oczek, czyli dowolna z
liczb 1,2, ... 6. Zbior wszystkich zdarzen elementarnych oznaczaé bedziemy przez €2 i bedziemy
nazywaé przestrzeniq zdarzen elementarnych. Zakladaé bedziemy, ze () jest zbiorem
co najwyzej przeliczalnym, czyli skonczonym badz nieskoriczonym o przeliczalnej liczbie
elementéw. Wowcezas elementy 2 mozna wpisaé w nastepujacy sposéb

Q={w, : ke N}, N=1{1,2,3,..}
jezeli € jest nieskonczona oraz

jesli  jest skoniczona. Wybér przestrzeni 2 zalezy zawsze od rodzaju eksperymentu losowego,
ktory chcemy opisa¢. Na tym etapie przestrzen zdarzen elementarnych jest zbiorem wszystkich
mozliwych wynikéw naszego eksperymentu i nie moéwi jeszcze nic o prawdopodobienistwach
tych wynikow.

Przyktad 2.1. Powiedzmy, ze nasz eksperyment losowy polega na rzucie para kosci szeSciennych.
Wynikiem naszego eksperymentu jest para elementow zbioru
D ={1,2,...,6}. Istotne jest aby rozr6zni¢ wyniki otrzymane na obu kosciach, wszak kosci nie
musza by¢ symetryczne. Zbiorem zdarzen elementarnych jest

Q=D%*=1{(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6)}.

W tym przypadku przestrzen zdarzen elementarnych jest skonczona i sklada sie z |2 = 36
elementéw.

Przyklad 2.2. Tym razem rzucamy monetg do momentu otrzymania orta. Przestrzen zdarzen
elementarnych (2 sktada si¢ ze skoriczonych ciagéw {O, R} koriczacych si¢ znakiem O i jednego
nieskoniczonego ciaggu R. Dokladniej

Q = {RRRR..}U{O, RO, RRO, RRRO, ...}.

Tutaj niekonczony ciag RRR ... opisuje scenariusz, w ktérym nigdy nie wyrzucimy orta.
W wigkszosci eksperymentéw losowych nie interesuja nas poszczegélne jego wyniki, lecz pewien
ich wspélny aspekt. Dla przykladu w rzucie koécia szeScienna istotna dla nas moze by¢ tylko

parzysto$¢ uzyskanego wyniku. Innymi stowy bardziej od poszczegdlnych zdarzen elementarnych
interesowa¢ nas bede ich zbiory.
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Definicja 2.1. Niech 2 bedzie co najwyzej przeliczalna przestrzenig zdarzen elementarnych.
Zdarzeniem nazywaé bedziemy dowolny podzbior A C (2.

Duch wprowadzanego formalizmu wymaga od nas Scistego definiowania zdarzen. Nalezy pamietac¢
jednak, ze formalizm nie jest celem samym w sobie. Czesto bedziemy pozwalaé sobie na
definiowanie zdarzen w sposéb opisowy o ile nie bedzie prowadzito to do niescistosci.

Przyktad 2.3. Wr6éémy do rzutu para kosci, gdzie przestrzenia zdarzen elementarnych jest
) = D?. Wéwezas zdarzeniem jest

A ={suma oczek na obu koéciach jest réwna 7}
={(1,6),(2,5),...,(6,1)} CQ = D%

Natomiast zbiér
{(1,1),(2,2),...,(6,6)}
jest zdarzeniem {wypadl dublet}.
Wprowadzone przez nas Definicja 2.1 zdarzenia jest niezwykle pojemna. W skutek czego jezeli

A i B sa zdarzeniami, to AU B oraz AN B tez sa zdarzeniami. Pierwsze polega na tym, ze
zachodzi A lub B, natomiast drugie polega na tym, ze jednoczesnie zachodza A i B.

Przyklad 2.4. Powiedzmy, ze losujemy jedna liczbe ze zbioru Q = {1,2,...,10}. Niech A
bedzie zdarzeniem, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 2 a B zdarzeniem, ze wylosowana
liczba jest podzielna przez 3. Wéwczas

A=1{2,4,6,8)

oraz

B=1{3,6,9}.

Wtedy A U B jest zdarzeniem, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 2 lub jest podzielna
przez 3, czyli
AUB=1{2,3,4,6,8,9}.

Natomiast A N B to zdarzenie, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 6,

AN B = {6}.

Przyklad 2.5. Rzucamy trzykrotnie moneta. Wtedy Q = {O0OO, OOR, ORO, ...}. Niech A

bedzie zdarzeniem, ze w pierwszym rzucie wypad}l orzet. Mamy

A = {000,00R,0R0,ORR)}.

15



Niech B bedzie zdarzeniem, ze w trzech rzutach otrzymaliSmy parzysta liczbe ortéw,
B ={RRR,0O0R,0OR0O, ROO}.

Wtedy A N B jest zdarzeniem, ze w pierwszym rzucie otrzymaliémy orla i taczna liczba orléw
jest parzysta,
AN B={0O0OR,0OR0}.

Dodatkowo, jezeli A jest zdarzeniem, to jest nie réwniez zdarzenie przeciwne do zdarzenia
A, zadane wzorem

A =Q A

Zdarzenie A’ polega na tym, ze nie zachodzi zdarzenie A. Jest jeszcze jedna relacja teoriom-
nogosciowa, z ktorej bedziemy korzystaé¢. Powiemy, ze zdarzenie B pociaga zdarzenie A,
jezeli B C A.

Przyklad 2.6. Powiedzmy, ze rzucamy tylko jedna koscia. Wowczas 2 = D = {1,2...,6}.
Niech
A = {wypadla liczba parzysta} = {2,4,6}.

Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A to
A’ = {wypadla liczba nieparzysta} = {1, 3,5}.

Z kolei zdarzenie
B = {wypadla szdstka} = {6}

pociaga zdarzenie A, czyli B C A.

2.4 Miara probabilistyczna

Jestedmy przyzwyczajeni do intuicyjnego mylenia o prawdopodobienstwie. Dla przyktadu w
eksperymencie polegajacym na rzucie dwoma monetami od razu napiszemy, ze

1

1 1
P [pierwszej koséci wypadnie 3 a na drugiej 5] = 6 6= 36

W pewnym sensie o liczbie P[A] my$limy jak o prawdopodobienstwie zdarzenia A opierajac
sie¢ na stownym opisie darzenia A. Zauwazmy, ze P staje si¢ funkcja, ktora jako argumenty
przyjmuje podzbiory €2. Formalnie

P: 22 — [0,1],

gdzie 2% jest zbiorem potegowym €, czyli zbiorem wszystkich podzbioréw €. Dokladniej

29 ={B: BC Q.
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Przykltad 2.7. Zalézmy, ze rzucamy moneta. Wéwezas 2 = {O, R} oraz

29 = {Qv {O}’ {R}v {07 R}}

Zauwazmy, ze jezeli Q ma n elementéw, to 2 ma 2" elementéw.

W wielu przypadkach wygodnie jest mysle¢ o zdarzeniu A jak o podzbiorze €2 a o liczbie P[A]
jak o masie zbioru A. Przyjeta przez nas definicja bedzie odzwierciedlata ten sposéb myslenia.

Definicja 2.2. Niech Q) bedzie co najwyzej przeliczalna przestrzenia zdarzen elementarnych.
Funkcjg prawdopodobieristwa nazywamy odwzorowanie p: Q — [0, 1] takie, ze

D pw) =1. (2.1)

weN

Miarg probabilistyczng nazywamy odwzorowanie P: 22 — [0, 1] zadane wzorem

P[A] =) plw),

weA

dla zdarzenia A.

W tym momencie warto zwrdci¢ uwage na notacje pojawiajaca sie w Rownanie 2.1 . Jezeli (2

jest skoniczong przestrzenia i = {w;,w,,...,wx} dla pewnego naturalnego N, to
N
ZP(@ = ZP(Wk)-
weN k=1

Jezeli natomiast 2 jest nieskonczona i Q = {w, : k € N}, to

S pw) = 3 pley):
k=1

weN

Przyklad 2.8. Rzucamy jedna kostka. Wéwczas Q = {1,2,...,6}. Jezeli kostka jest dobrze
wywazona to otrzymanie kazdej liczby oczek jest jednakowo prawdopodobne. Doktadniej

p(1) =p(2) = ... = p(6) = 1/6

jest odpowiadajaca funkcja prawdopodobienstwa. Istotnie

> pw) =p1)+p(2) + ... + p(6) = 1.

weN

Przyktadowo
P[ wypadla liczba parzysta | = p(2) + p(4) + p(6) = 1/2.

17



Przykltad 2.9. Zalézmy teraz, ze rzucamy kostka, na ktorej ktos domalowal pigta kropke na
Scianie pokazujacej 4. W dalszym ciagu mozemy przyja¢ Q@ = {1,2,...,6}. Tym razem jednak
funkcja prawdopodobienstwa to

p(1) =p(2) =p@3) = p(6) = 1/6
p(4) =0, p(5)=2/6.
W tym wypadku

P[ wypadla liczba parzysta | = p(2) + p(4) + p(6) = 1/3.

Przyktad 2.10. Rzucamy para kosci szesciennych. Przyjmujemy

Q = {(17 1)’ (17 2)7 tt (67 5)7 (67 6)}'

p((1,1)) = ... = p((6,6)) = 1/36.

Innymi stowy kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny. Rozwazmy

A = { na pierwszej kosci wypadla piatka}

= {(5,1),(5,2), ..., (5,6)}.

Wtedy
P[A] = 1/6.

Przyktad 2.11. Rzucamy kostka az do momentu otrzymania pierwszego orta. Wowczas

Q={RrR}NU UZiO{R}k x {0}, jak w Przyklad 2.2. Funkcja prawdopodobienstwa jest p(O) = 3,
p(OR) = 1 oraz ogélnie p(w,) = 2%, gdzie w), sklada si¢ z k — 1 reszek i orla, oraz p(wy,) = 0,

gdzie w., sklada sie z samych reszek. RzeczywiScie, wystarczy sprawdzic¢

> pw) = plws) + Y plwy) =0+ 1.
k=1

weR

2.5 Problem Monty’ego Halla raz jeszcze

Stosujac poznany przez nas formalizm chcemy rozstrzygnaé problem wylosowania samochodu.
Zaczniemy od konstrukcji odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej. Mozemy przyjaé, ze
nagroda znajduje si¢ za bramka z numerem 1. Natomiast bramki 2 oraz 3 zawieraja zonka.
Naszymi zdarzeniami elementarnymi beda pary liczb (n, k), gdzie n to numer bramki wybranej
przez uczestnika, a k to numer bramki, ktéra odstania prowadzacy. Zauwazmy, ze jezeli
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poczatkowo wybierzemy bramke za ktora jest zonk, to prowadzacy nie moze odstoni¢ bramki z
samochodem. Mamy zatem

0 =1{(1,2),(1,3),(2,3),(3,2)}.

Jakie prawdopodobienstwo nalezy przypisa¢ kazdemu mozliwemu zdarzeniu? Uczestnik nie ma
zadnych przestanek w ktorej bramce jest nagroda, wiec kazda z nich wybierze z takim samym
prawdopodobienistwem. Mamy

{Uczestnik wybral bramke 1} = {(1,2),(1,3)}
{Uczestnik wybral bramke 2} = {(2,3)}
{Uczestnik wybral bramke 3} = {(3,2)}

Skoro wszystkie zdarzenia majg to samo prawdopodobienstwo, to

p((2,3)) = p(3,2) = p((1,2)) + p((1,3)) = 1/3.

W przypadku, gdy gracz wybiera bramke 1, ktéra kryje samochoéd, prowadzacy musi wybraé
jedna z bramek do odkrycia. Jak sie zaraz okaze nie ma zadnego znaczenia w jaki sposob
to robi. Mozemy przyjaé¢ p((1,2)) = a i p((1,3)) = b dla dowolnej pary liczb a,b takich, ze
a+b=1/3.

Zauwazmy, ze wyboér konkretnej strategii nie wplywa na nasz opis tego zdarzenia losowego.
Niech teraz A oznacza zdarzenie, ze uczestnik, ktory zawsze zmienia bramke wygra samochdd.
Mamy

A=1(2,3),(3,2)}.
Wéwcezas

PLA] = p((2,3)) + p((3,2)) = 2/3..

Niech teraz B oznacza zdarzenie, ze uczestnik, ktéry nigdy nie zmienia bramki wygra samochdd.
Wtedy
PBl=a+b=1/3.

19



3 Prawdopodobienstwo klasyczne

Przedyskutujemy klasyczny model prawdopodobienstwa, w ktorym kazdy mozliwy wynik
naszego eksperymentu jest jednakowo prawdopodobny. Dzieje sie tak kiedy rzucamy symetryczna
monetg lub symetryczna kostka.

3.1 Model klasyczny

Na potrzeby tego rozdziatu zaktadaé bedziemy, ze rozwazana przestrzen zdarzen elementarnych
Q jest skoniczona. Liczbe elementéw zbioru A bedziemy oznaczaé przez |A|. Spotyka sie tez
oznaczenie #A. Dla liczby naturalnej n bedziemy pisaé

[n] ={1,2,...,n}.

Jezeli wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne, to rozwazana funkcja
prawdopodobienstwa ma, postacé

plw) = @

dla kazdego w € €. Stad dla kazdego zdarzenia A C 2 mamy

N LA
P[A]_Z@_@.

Licznik jest liczba wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A, a mianownik liczba wszystkich mozliwych
wynikow. Jest to doktadnie definicja prawdopodobienstwa spotykana w szkole Sredniej.

Przyktad 3.1. Rzucamy dwukrotnie symetryczna moneta. Wowczas kazdy wynik jest jedna-
kowo prawdopodobny. Przestrzenia wszystkich zdarzen jest

Q' ={00,0R, RO, RR},
gdzie O oznacza orla, a R — reszke. Kazdy z czterech ciagéw ma prawdopodobienistwo 1/4.

Zdarzeniu ,wypadl dokladnie jeden orzel” odpowiada zbiér {OR, RO}, zatem jego prawdopo-
dobienstwo wynosi 2/4 = 1/2.

Mozemy tez zapisa¢ wynik doswiadczenia jako liczbe ortéw. Otrzymamy wtedy trzy mozliwosci:
0, 11i 2. Nie s one jednak jednakowo prawdopodobne:
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# ortow ciagi P

0 RR  1/4
1 OR,RO 1/2
2 00  1/4

Nie ma nic ztego w opisywaniu do$wiadczenia za pomoca liczby ortéw. Bltedem byloby dopiero
przypisanie kazdej z tych trzech wartosci prawdopodobienstwa 1/3.

! Stowo ,losowo” nie wystarcza

Zanim uzyjesz modelu prawdopodobienstwa klasycznego, odpowiedz na dwa pytania:

1. Co jest zdarzeniem elementarnym?
2. Dlaczego wszystkie takie wyniki majg te samg szanse?

To, ze potrafimy wypisac kilka mozliwo$ci, nie oznacza jeszcze, ze sa jednakowo prawdo-
podobne.

Przykltad 3.2. Rzucamy dwiema uczciwymi kostkami. Wynik zapisujemy jako pare (i,7),
gdzie ¢ jest wynikiem pierwszej kostki, a j — drugiej. Wtedy

O = [6]?, 12| = 36.
Suma 7 pojawia sie dla szesciu par:
(176>’ (275)’ (374)7 <473)7 (5’ 2)7 (67 1)'

Jej prawdopodobieristwo wynosi wiec 6/36 = 1/6. Suma 2 odpowiada tylko parze (1,1), zatem
ma prawdopodobienstwo 1/36. Mozliwe sumy oczek réwniez nie tworza modelu klasycznego z
jednakowymi wagami.

3.2 Zliczanie wynikow

Przy analizie wiekszych modeli czesto wypisywanie wszystkich elementéw zbioru moze okazaé
si¢ zbyt uciazliwe. Okazuje sig, ze przy obliczaniu odpowiednich prawdopodobienstw nie jest to
konieczne. Kluczowe jest wyznaczenie liczebnosci |A| interesujacego nas zdarzenia A. W tym
celu bardzo pomocne sa podstawowe schematy kombinatoryczne.

Przyktad 3.3. Aby poznaé liczebno$é zbioru nie musimy wypisywaé wszystkich jego elementéw.
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(a) Ile liczb catkowitych w zbiorze [100] jest podzielnych przez 37 Takich liczb jest [100/3] =
33.

(b) Ile elementéw [100] nie jest podzielnych przez 3?7 To proste: 100 — 33 = 67.

(c) Ile elementéw A jest podzielnych przez 3 lub przez 5, lub przez obie te liczby? Przez 3
podzielne sa 33 elementy, a przez 5 podzielnych jest [100/5] = 20. Dodajac te liczby,
otrzymaliby$my 53, czyli zbyt wiele: wielokrotnosci 15 zostalyby policzone dwukrotnie.

Poprawna odpowiedz to
100 100 100
— — | — | == | =4T.
Real R el R

3.3 Reguta dodawania

Jezeli obiekty, ktore chcemy policzy¢, dziela sie na dwie roztaczne grupy A, B C €, to
|AU B| = |A| + |B|. (3.1)
Reguta ta méwi, ze sume rozlacznych zbioréw zliczamy, zliczajac kazdy zbiér osobno i dodajac

wyniki.

Przyktad 3.4. Ze zbioru liczb 2 = [30] losujemy jedna liczbe. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze bedzie ona podzielna przez 5 lub przez 77 Niech A bedzie zdarzeniem, ze wylosowana liczba
jest podzielna przez 5. Wtedy

A = {5,10,15,20,25,30}, |A|=6.
Dla zdarzenia B, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 7,
B={7,14,21}, |B|=3.
Skoro ANB =1, |AUB| =9 a co za tym idzie
P[A U B] = 3/10.

Przyklad 3.5. Rzucamy symetryczna koscia dwudziestoscienna. Wéwczas przestrzenia zdarzen
elementarnych jest

Q = [20].

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest nieparzysta lub dzieli sie przez 47
Dla liczby p oznaczmy zdarzenie

D, = {n € [20] | n dzieli si¢ przez p} C Q.

Szukamy P[N U D,], gdzie N = {1,3,...,19}. Zauwazmy, ze zdarzenia N i D, sa rozlaczne.
Mamy P[N] =1/2 i P[D,] = 1/4. Stad

Pwupﬂzmm+Pwﬂzg
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Podobnie jest dla rozlacznych zbioréow A, A,, ..., A,,, m € N, o liczebnosciach nq, ..., n,,, to
tacznie jest ich
j=1

Warunek roztacznosci zapobiega wielokrotnemu zliczaniu tego samego obiektu.

Przyktad 3.6. Ile liczb dwucyfrowych jest nieparzystych? Mozna policzyé parzyste i odjaé
wynik od wszystkich liczb. Mozna réwniez zastosowaé uogdlniong regute Réwnanie 3.2. Niech
S, oznacza zbior liczb dwucyfrowych o cyfrze jednosci k. Wéwczas szukamy

1S, U S, USs US, US|
=[Sy ] + |S5] + [S5] + [S7| + [Sy]-

Kazdy z tych zbioréw ma 9 elementéw [dlaczego?], wiec odpowiedZ brzmi 5 - 9 = 45.

Dla dowolnych skonczonych zbioréw A i B mamy
|AUB| = |A| + |B|— |AN Bj. (3.3)

Reguta Réwnanie 3.3 uwzglednia mozliwosé dwukrotnego policzenia czeéci wspdélnej A N B.
Mozna ja wyprowadzi¢ z Réwnanie 3.1: zbiory A oraz B A sg roztaczne, podobnie jak B A
oraz AN B. Zatem

[AUB| = |A|+ |B 4],
|B|=|B A|+|ANB|

Stad

|JAUB|+|ANB| = |A| +|B Al +|An B
= [A] + |B,

co daje Réwnanie 3.3 . W terminach prawdopodobienistwa klasycznego zapisuje sie to jako

P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B].

Przyklad 3.7. Losujemy jedna z liczb 1,2, ... 1000 w taki sposéb, ze wylosowanie kazdej z
nich jest jednakowo prawdopodobne. Wéwczas przestrzenia zdarzen elementarnych jest

Q={1,2,...,1000}.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba dzieli sie przez 3 lub 57 Dla liczby p
oznaczmy zdarzenie
D, = {n € Q|n dzieli si¢ przez p}.
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Szukamy P[D3 U D5]. Zauwazmy, ze
Dy ={3m|1<m <333},

wige P[Dg] = 3. Podobnie P[D5] = #5% = 1. Skoro D3 N Dy = D15, to P[D3 N Dy] = 1305 =

33 ;
=56+ Ostatecznie

P[Dg U D5] = P[DS] + P[D5] - P[D3 N D5]
467
©1000°

Dla trzech zbioréw A, B, C' mamy
|[AUBUC| =|A| +|B| +|C]
—|ANB|—|BNC|
+]ANBNC|.

Jest to przyklad ogdlnego schematu ktéry przedyskutujemy na koniec tego rozdziatu.

3.4 Reguta mnozenia

Dla skonczonych zbioréw Sy, ..., S,
k
j=1

Jezeli wszystkie S; sa tym samym zbiorem S, otrzymujemy |S*| = |S|*.

Bedziemy czesto korzystaé z reguty mnozenia, lecz niemal nigdy z formalnego zapisu sugerowa-
nego w jej sformutowaniu. Chcemy przede wszystkim zacheci¢ do myélenia o problemach jako o
procesach wieloetapowych. Pierwszy element mozemy wybraé na |S;| sposobéw. Dla kazdego
takiego wyboru drugi mozemy zrobi¢ na |S,| sposobéw itd. Wyobrazenie sobie takiego procesu
czesto pomaga znalezé rozwiazanie.

Przyktad 3.8. Liczba drég od s do f na rysunku 2(a) wynosi 3-2-2-1 = 12: pierwsza krawed?
wybieramy na 3 sposoby, druga i trzecia na 2 sposoby. Po wyborze pierwszych trzech krawedzi
czwarta jest juz wymuszona.

Podobne obliczenie zlicza drogi od s do f na rysunku 2(b). Mozna réwniez zauwazy¢, ze istnieje
12 drég od s do v i 12 od v do f, wiec wszystkich drog jest 12 - 12 = 144.
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Przyktad 3.9. Niech S'i T beda zbiorami skonczonymi. Niech
ST={f: f: T — S}
Znajdziemy |S7| liczbe réznych funkceji f: T — S. Bedzie wygodnie przyjaé, ze
S ={s1,89,., 81, T ={t,...,t,,},

gdzie |S| = n and |T'| = m. Dowolna funkcje f: 7' — S mozna utozsami¢ jednoznacznie z

(F(t2)s F(ta)s s [ ()

Jest to element S™. Zatem z regutly iloczynu

57| = |5™| = .

3.5 Wariacje

Definicja 3.1. k-wyrazows wariancja z powtérzeniami zbioru A nazywamy dowolna funkcje

f: [k] — A.

Innymi stowy k-wyrazowa wariacja z powtérzeniami to po prostu ciag dtugosci k o wyrazach z
A. Zauwazmy, ze zbiorem wszystkich k-wyrazowych wariancji z powtorzeniami zbioru A jest

A = AW = {f] f: [K] - A}.

Whiosek 3.1. Jezeli |A| = n, to dla kazdego naturalnego k jest
réznych wariacji z powtdrzeniami zbioru A.

Przyktad 3.10. W dziesieciopietrowym budynku winda jedzie siedem oséb. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze wszystkie wysiada na ostatnim pietrze? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wszystkie wysigda na tym samym pietrze? Zauwazmy, ze kazdy scenariusz mozemy zakodowaé
w funkcji f: [7] — [10]. Tutaj j-tej osobie przyporzadkowujemy jedno z dziesieciu pieter, na
ktérym wysiada. W skutek czego wszystkich mozliwoéci jest |[10]7| = 107. Zdarzenie, ze wszyscy
wysiada na ostatnim pietrze, to

{(10,10,...,10)}.

Wobec czego jego prawdopodobienistwo wynosi 10~7. Drugie zdarzenie, ze wszyscy wysiada na
tym samym pietrze to

10

U A

k=1
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gdzie A, to zdarzenie, ze wszyscy wysiada na ktym pietrze. Dla k = 10 sprawdziliSmy juz,
ze P[A;y] = 107". Nietrudno si¢ przekonaé, ze dla dowolnego k < 10, P[4,] = 10~7. Skoro
zdarzenia A, sa rozlaczne, to nasze drugie zdarzenie ma prawdopodobienstwo

10

Definicja 3.2. k-wyrazows wariancja bez powtérzen zbioru A nazywamy dowolng réznowarto-
Sciowa funkcje f: [k] — A. Zbiér wszystkich takich funkcji oznaczamy przez

Ak = [f: [k] — A| fjest 1-1}.

Dla naturalnych k, n przyjmujemy

nE=nn—1)-(n—k+1).

Jezeli A ma n elementéw, to pierwszy wyraz wariacji mozemy wybraé na n sposobéw, drugi na
n — 1 sposobdw, trzeci na n — 2 sposobéw itd. Mamy wiec

|4k =n(n—1)-(n—k+1) = nk

Wzér ten mozna catkowicie formalnie wyprowadzi¢ z reguly mnozenia poprzez znalezienie
bijekcji (jakiej?) miedzy zbiorem A% a zbiorem

[n] x [n—1] X -+ x [n—k+1].

Przyktad 3.11. W dziesieciopietrowym budynku winda jedzie siedem oséb. Na ile sposobéw
mogg one wysias¢ z windy, jezeli kazda osoba wysiada na innym pietrze? Zauwazmy, ze kazdy
scenariusz mozemy zakodowaé w réwnowartosciowej funkeji f: [7] — [10], gdzie j-tej osobie
przyporzadkowujemy jedno z dziesieciu pieter, na ktéorym wysiada. W skutek czego wszystkich
mozliwosci jest [[10]7] = 107.

Przyktad 3.12.

(a) Dla alfabetu ¥ = {a,b,c,d,e, f,g} liczba stéw diugosci 5 wynosi 7° = 16807, czyli
|$°] = 16 807. Liczba stéw bez powtarzajacych sie liter to 7-6 -5 -4 - 3 = 2520: pierwsza
litere wybieramy na 7 sposobéw, druga na 6 itd.

(b) Dla ¥ = {a,b,c,d} liczba stéw dlugosci 2 bez powtérzen wynosi 4 - 3 = 12. Mozna
przedstawic¢ te stowa za pomocg drzewa, jak na rysunku ponizej. Kazda droga od poczatku
odpowiada jednemu stowu bez powtérzen; na przyklad droga przez b do bec odpowiada
stowu bc. Podobne, lecz znacznie wigksze drzewo mozna wyobrazi¢ sobie dla obliczenia z
(a), a takze dla dowolnej sytuacji, w ktérej stosujemy regule mnozenia.
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Definicja 3.3. Permutacja zbioru A nazywamy dowolng bijekcje o: A — A. Zbiér wszystkich
permutacji oznaczamy przez

Al={0: A — A| o jest 1-1ina}

Zauwazmy, ze permutacja zbioru o |A| = n elementach to n elementéw wariacja zbioru A.
Wobec czego
|JAll =n=n(n—1)-2-1=nl!

Przyktad 3.13.

(a) Liczba uporzadkowan talii 52 kart to 52! ~ 8,07 - 10°7.

(b) Policzmy sposoby wybrania pieciu kart ze zwracaniem. Zliczamy uporzadkowane piatki
kart. Ze zwracaniem oznacza, ze przed nastepnym losowaniem karta wraca do talii.
Wyniki odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie elementom D°, gdzie D jest zbiorem 52
kart. Reguta mnozenia daje |D|®> = 525 mozliwosci.

(c) Przy wyborze bez zwracania wylosowana karta nie wraca do talii. Nie wszystkie piatki
z D® sa dopuszczalne: wykluczamy powtérzenia kart. Nadal stosujemy regule mnozenia,
otrzymujac 52 - 51 - 50 - 49 - 48 = 522 mozliwosci.

3.6 Kombinacje

Gdy kolejnosé jest istotna uzywamy wariacji. Czesto jednak kolejnosé nie ma znaczenia, a
wtedy zamiast ciagdéw trzeba liczy¢ nieuporzadkowane zbiory.

Definicja 3.4. k-wyrazowa kombinacja bez powtérzenn zbioru A nazywamy dowolny
k-elementowy zbior B C A. Zbioér wszystkich kombinacji bez powtérzen oznaczamy przez

(‘;‘)z{BgAHm:k}.

Wiemy juz, ze zbiér n elementéw ma 2" podzbioréw. Dla 0 < r < n niech (') oznacza liczbe
jego podzbioréw r-elementowych. Jest to wspdélczynnik dwumianowy, czytany ,n po r”,
zwany takze liczba kombinacji r elementéw sposréd n. Oczywiscie

(-

27



Przyklad 3.14. Policzmy ciagi zer i jedynek dlugosci 72 zawierajace doktadnie 17 jedynek.
Kazdy taki ciag Wyznaczamy, wybierajac 17 pozycji dla jedynek sposréd 72 mozliwych. Liczba

ciagdéw wynosi wiec ( ) Ogodlnie, liczba ciagéw dtugosci n zawierajacych r jedynek to ( ). Aby
72)

zakonczy¢ przyklad, potrzebujemy wartosci (17 .

Twierdzenie 3.1. Dila 0 < r < n zachodzi

ny nt n!
r] ol (n—r)rl

Wybdr r-elementowej wariacji zbioru n-elementowego mozna przeprowadzi¢ w dwoch krokach:
wybieramy podzbior r-elementowy na (:‘) sposobéw, nastepnie porzadkujemy go na r! sposobdw.
Formalnie oznacza to, ze istnieje bijekcja

Regula mnozenia daje

Przyktad 3.15. Rozwazmy graf bez petli, kompletny w tym sensie, ze kazda pare réznych
wierzchotkow laczy dokladnie jedna krawedz. Ile ma krawedzi, jesli ma n > 2 wierzchotkéw?
Kazda krawedz wyznacza dwuelementowy podzbiér zbioru wierzchotkow Vi odwrotnie. Zbiory
te sa w bijekcji, zatem liczba krawedzi wynosi

ny n! _n(n—1)
2/ (n—2)20 2

Twierdzenie 3.2. Dla dowolnych rzeczywistych x, i x, oraz naturalnego n,

Poprzez wymnozenie wszystkich nawiaséw

(xg + )" Z T (n)

e€{0,1}"

tutaj e = (e(1),€(2), ..., €(n)) koduje ktéry z z i z; zostal wybrany do produktu. Dokladnie;
€(j) = 1 oznacza, ze z j- tego nawiasu zostalo wybrane x, i €(j) = 0 oznacza, ze zostalo wybrane

Zo. Mamy .
Z Te(1) Te(n) = Z | Elatzg ™,
ec{0,1}n k=0
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gdzie, E/, to zbidr tych €, ktére wybieraja dokladnie k razy x; w trakcie wymnazania. Doktad-
niej

E,={e: el)+ ... +€e(n) =k}

=-(2)

Pozostaje zauwazy¢, ze

3.7 Partia pokera

Dobrym sposobem ilustrowania tych technik jest zliczanie uktadéw pokerowych. Talia sklada
sie z czterech koloréw: trefli, kar, kieréw i pikéw. Kazdy kolor obejmuje 13 wartosci: A, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9, 10, J, Q, K. A oznacza asa, J waleta, Q dame, a K kréla. Kazda warto$¢ wystepuje
cztery razy, po jednej karcie kazdego koloru.

Reka pokerowa jest zbiorem pieciu kart z talii 52 kart. Kolejnos¢ wyboru nie ma znaczenia.
Strit sktada sie z pieciu kolejnych wartosci, na przyktad 8, 9, 10, J, Q. As moze by¢ na poczatku
A, 2 3,4, 5 albo na koncu 10, J, Q, K, A. Klasyfikujemy rece w nastepujace parami rozltaczne
grupy, wymienione od najmniej do najbardziej prawdopodobnych:

Uktad Opis

Poker krélewski 10, J, Q, K, A w jednym kolorze.

Poker Strit w jednym kolorze, ktéry nie jest
pokerem krélewskim.

Kareta Cztery karty tej samej wartosci, na przyktad
cztery trojki i dziewiatka.

Ful Trzy karty jednej wartosci i dwie innej, na
przyktad trzy walety i dwie 6semki.

Kolor Pie¢ kart jednego koloru, bez pokera i pokera
krélewskiego.

Strit Strit, ktory nie jest pokerem ani pokerem
krélewskim.

Tréjka Trzy karty jednej wartosci oraz dwie karty
dwoch innych wartosci.

Dwie pary Dwie karty jednej wartosci, dwie drugiej i
piata karta trzeciej wartosci.

Jedna para Dwie karty jednej wartosci, jesli reka nie

nalezy do zadnej wczedniejszej grupy; na
przykilad dwa kréle, walet, dziewiatka i
szostka.

Brak uktadu Zaden z powyzszych ukltadéw.
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Przyktad 3.16.

(a) Wszystkich rak pokerowych jest

) 5-4-3-2-1
=52-17-10-49 -6 = 2598 960.

(52)_52-51-50-49-48

(b) Ile jest fuléw? Nazwijmy reke z trzema waletami i dwiema 6semkami fulem typu (J, 8).
Kolejno$é ma znaczenie: typ (8, .J) oznacza trzy 6semki i dwa walety. Typy (J,J) i (8,8)
sg niemozliwe. Typy fuléw odpowiadaja wiec 2-permutacjom 13 wartodci kart: jest ich
13 - 12. Dla typu (J,8) trzy walety wybieramy na (g) = 4 sposoby, a dwie 6semki na
(;1) = 6 sposobéw. Mamy 4 - 6 = 24 rece tego typu. Rozumowanie dziata dla kazdego
typu, wiec wszystkich fuléw jest 13- 12 .24 = 3744.

(c) Tle rak zawiera dwie pary? Typ {Q,4} oznacza dwie damy, dwie czwdérki i karte trzeciej
warto$ci. Zapis zbiorowy podkresla, ze {Q,4} = {4, @} i nie chcemy liczy¢ reki dwukrotnie.
Istnieje (%) typéw. Dla kazdego z nich obie pary wybieramy na (3) sposobéw kazda, a
piata karte na 52 — 8 = 44 sposoby. Otrzymujemy

(-

(d) Tle rak jest stritami? Najpierw liczymy takze pokery i pokery krélewskie. Typ strita
okresla jego najwyzsza wartosé. Moze nig by¢ 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K lub A, wiec typéw
jest 10. Dla kazdego typu mamy cztery mozliwoéci dla kazdej z pieciu kart: razem 4°.
Otrzymujemy 10 - 4° = 10 240 stritéw. Odejmujac 4 pokery krélewskie i 36 pozostatych
pokerow, dostajemy 10 200 zwyklych stritéw.

3.8 Problem urodzin

Ile os6b powinno znalezé sie w grupie, aby prawdopodobienstwo wspolnych urodzin przynajmniej
dwdch z nich przekroczylo 1/27

Przyjmijmy uproszczony model: rok ma 365 dni, kazda konfiguracja urodzin jest jednakowo
prawdopodobna. Pomijamy wiec lata przestepne i sezonowe roznice w czestoéci urodzen.

Dla grupy k os6b przestrzenia wynikow jest

Q = [365)*.
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Niech C} oznacza zdarzenie, ze co najmniej dwie osoby maja urodziny tego samego dnia.
Bezposrednie zliczanie wynikéw sprzyjajacych C) jest niewygodne: wspélna date moze mieé
jedna para, kilka par, trzy osoby, a nawet cata grupa.

Znacznie tatwiej policzy¢ zdarzenie przeciwne. Dla 1 < k < 365 wszystkie daty sa rézne z
prawdopodobienstwem

. 365F A j
FICD) = 3658 = 11) (1 N %) '

Korzystajac z nieréwnoéci 1 + x < ¥ mamy

1 2 k—1 k(k-1)
P[Cg] < e 365¢ 365 ---€ 365 = € 730

Na to aby P[C}] < 1/2 wystarcza by k(k — 1) > 7301og(2) ~ 505,997, czyli k < 23.

Dla k > 366 mamy P(C},) = 1, poniewaz rézne daty dla wszystkich oséb sa wtedy niemozliwe.

Liczba oséb k  Prawdopodobienstwo wspélnych urodzin

10 0,1169
20 0,4114
22 0,4757
23 0,5073
30 0,7063
40 0,8912
50 0,9704

Prawdopodobienstwo ro$nie wraz z liczba oséb. Porownanie wynikéw dla 22 i 23 oséb pokazuje
wiec, ze najmniejsza szukana liczba to 23.

Skad tak niewielka liczba? Nie pytamy, czy kto§ ma urodziny w jednym z géry ustalonym dniu.
Poréwnujemy wszystkie pary oséb. W grupie 23 0séb jest az

23
=2
(2) 53

pary. Jest wiec wiele mozliwo$ci pojawienia sie zgodnosci. Samej liczby par nie wolno jednak
po prostu podzieli¢ przez 365: zdarzenia zgodnosci poszczegdlnych par nie sa roztaczne.

3.9 Zasada wtaczen i wytaczen

Zliczanie elementow czesci wspdlnej zbioréow, gdzie kluczowym spojnikiem jest ,,i”, czesto jest la-
twe. Natomiast bezposrednie zliczanie elementéw sumy zbioréw czesto sprawia trudno$é. Zasada
wlaczen i wylaczen wyraza liczno$¢é sumy przez licznosci odpowiednich czesci wspdlnych.
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@ Zasada wlaczen i wylaczen

Aby obliczy¢ licznos¢ A; U---UA,,, oblicz licznosci wszystkich mozliwych czesci wspélnych
zbioréw z {A, ..., A, }. Dodaj wyniki dla cze$ci wspdlnych nieparzystej liczby zbioréw, a
odejmij wyniki dla czedci wspdlnych parzystej liczby zbioréw.

Dla przykiadu, dla dwéch zdarzen A, B mamy znany nam juz wzor
|AUB| = |A|+ |B|—|ANB|.
Dla trzech zdarzen A, B, C,

|JAUBUC| = |A| + |B| + |C]
—|ANnB|—]|ANC|—|BNC|
+[ANBNC|.

~Wilaczamy”, czyli dodajemy, licznosci poszczegdlnych zbioréow; ,wylaczamy”, czyli odejmujemy,
czesci wspolne kazdej pary; nastepnie dodajemy czeéci wspodlne kazdej trojki itd.

Przyktad 3.17.

(a) Policzmy liczby w S = {1,2,...,2000} podzielne przez 9 lub 11. Dla dodatniego k niech
D, ={n € S:k|n}. Szukamy |DyU D;,|. Poniewaz |D,| = [2000/k|, mamy |Dy| = 222,

(b) Przy podzielnoéci przez 9, 11 lub 13 trudniejsze sa tylko rachunki. Ponadto |D;5| = 153,
|D9 N D13| = |D117| =17, |Dy; OD13| = |D143| =13, |D9 N Dy N D13| = |D1287’ =L
Stad

|D9UD11UD13|
=222+ 181 + 153 —20 — 17 — 13 + 1
= 507.

c) Policzmy jeszcze liczby podzielne przez 9, 11, 13 lub 15. Trzeba uwazacé: na przykla
Poli j liczby podziel 9, 11, 13 lub 15. Trzeb zaé ktad Dy N
D5 = D,5, a nie D45, poniewaz podzielnos¢ przez 9 i 15 jest rownowazna podzielnoéci
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przez lem(9, 15) = 45. Otrzymujemy

|Dy5| = 133,

|D9 N D15’ = |D45| =44,

|D1y N Dy5| = [Dygs| = 12,

’D13 N D15’ = |D1g5| = 10,

|Dg N Dyy N Dys5| = [Dyg5| = 4,

|Dg N Dy3 N Dy5| = [Dsgs| = 3,

[Dyy N D3N D15| = |D2145| =0,

|Dg N Dy N Dy3N Dys| = [Dgys5] = 0.

Zasada wlaczen i wylaczen daje

|Dg U Dyy UDy3U D]

=222+ 181 + 153 + 133
—(20+17+44+ 13+ 12+ 10)
+(1+4+43+0)—0=581.

Zasada przydaje sie takze do zliczania czesci wspélnej zbiorow, ktorych dopelnienia sa tatwiejsze
do opisania.

Przyktad 3.18. Losujemy liczbe z T' = {1000, 1001, ...,9999}. Szukamy prawdopodobienstwa,
ze jej zapis zawiera co najmniej jedno 0, co najmniej jedng 1 i co najmniej jedng 2. Przyktadami
sg 1072 i 2101. Latwiej policzy¢ liczby, ktore nie zawieraja okreslonych cyfr. Dla & = 0,1,2
niech
A, ={n €T : zapis n nie zawiera cyfry k}.
Wtedy poszukiwany zbior to A5 N Af N A = (Ay U A; UA,y)°, zgodnie z prawem de Morgana.
Regula mnozenia daje |A;| = 8- 93: pierwsza cyfra nie moze by¢ zerem ani jedynka, a pozostate
nie moga by¢ jedynkami. Podobnie
|4, = 9* = 6561,
Ay | = [A,] =8.93 = 5832,
|4y N AL = |4y N Ay| = 8% = 4096,
|A; N Ay| =78 = 3584,
|4y N A; N Ay =74 = 2401.

Stad

|4y U A, UA,| =6561 + 5832 + 5832
— (4096 + 4096 + 3584)
+ 2401 = 8850.

33



Zdarzenie przeciwne ma 9000 — 8850 = 150 elementdéw, a jego prawdopodobienstwo wynosi
150/9000 = 1/60.

Przyktad 3.19. Ustawiamy cyfry 1,2, ...,9 w losowej kolejnosci. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze zadna nie pozostanie na naturalnym miejscu, czyli 1 na pierwszym, 2 na drugim
itd.? Latwiej policzy¢ zdarzenie przeciwne. Niech A, bedzie zbiorem permutacji, w ktérych na
pozycji k stoi cyfra k.

Kazdy A, ma 8! elementéw: ustalamy jedna cyfre i dowolnie porzadkujemy pozostate. Kazde
A; A, dlai < j, ma 7! elementow; kazda czg$¢ wspdlna trzech takich zbioréw ma 6! itd. Jest
9 zbioréw A, (g) par, (g) tréjek itd. Zatem

A, U U Ay

oo (e (- (3
w5

Ostatni sktadnik (8)0! = 1 zlicza permutacje identycznosciowa, w ktorej zadna cyfra sie nie
przesuneta. Poniewaz (3;)<9 —m)! = 9!/m!, dostajemy

|A, U U A
gL 11 11
—-‘ﬁ—5+§‘“‘§+a)

Wszystkich permutacji jest 9!, wiec prawdopodobienstwo co najmniej jednej cyfry na swoim
miejscu to

1—1/21+1/30— - — 1/81 + 1/9.

Prawdopodobienstwo, ze zadna nie jest na swoim miejscu, wynosi

To poczatek szeregu dla e !, gdzie e ~ 2,71828. OdpowiedZ wynosi zatem okoto 1/e ~ 0,368.

Twierdzenie 3.3. Dla dowolnych skoniczonych podzbiorow Ay, ..., A, C €,
A UA UL UA, =) |4

k=1
n

— D AN A]F (DA N LA,
k,j=1,k<j
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Twierdzenie o dwumianie daje wzor:

Dla nieparzystego m latwo dostrzec, ze skladniki (') i (,™,) maja przeciwne znaki i sie
redukuja. Dla parzystego m nie jest to tak oczywiste bez twierdzenia.

Wz6r ten daje dowdd zasady wlaczen i wytaczen. Rozwazmy element nalezacy do doktadnie
m zbioréw, powiedzmy Ay, ..., A,,. W sumie licznosci zbioréow zliczamy go m razy, nastepnie
odejmujemy po jednym razie dla kazdej pary, dodajemy dla kazdej tréjki itd. Jego taczny

wklad wynosi
m m m
— —1)ym+1 =1.

Kazdy element sumy zostal wiec policzony dokladnie raz.
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4 Prawdopodobienstwo warunkowe

Rozwazmy przyklad z finansow. W chwili 0 kupujemy europejska opcje kupna, czyli kontrakt
dajacy prawo zakupu akcji w ustalonej chwili 1 po okreslonej cenie wykonania K. Interesuje
nas przyszla cena akcji Sy, poniewaz wyplata z opcji wynosi max(S; — K,0).

Zal6zmy, ze w chwili 0,8 chcemy sprzedaé ten kontrakt. Dysponujemy wtedy informacja o cenie
akcji na przedziale [0, 0,8]. Pytamy, jak ta informacja zmienia nasza ocene mozliwych cen w
chwili 1.

Przesztodé i przysztosé mozna traktowaé jako dwie czedci doswiadczenia losowego. Jak wiedza
o pierwszej wplywa na prawdopodobienstwa wynikow drugiej? Pierwszym krokiem do takich
zastosowan jest zrozumienie prawdopodobienstwa warunkowego. Warunkowanie calej historii
procesu wymaga bardziej zaawansowanego jezyka; tutaj zaczniemy od warunkowania zdarzeniem
o dodatnim prawdopodobienstwie.

4.1 Podstawowe definicje

Przyktad 4.1. Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami szeSciennymi. Przestrzen wynikéw
ma postaé

0=1{1,2,...,6}%
Kazdej z 36 par przypisujemy prawdopodobienstwo 1/36. Zdarzenie ,,suma oczek wynosi 6” to

A= {(17 5)7 (274>7 (37 3)7 <4a 2)7 (57 1)}7

wigc P[A] = 5/36.

Zalézmy teraz, ze wiemy, iz na pierwszej kostce wypadto jedno oczko. Informacja ta oznacza
zdarzenie

B={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6)}.
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Po uwzglednieniu tej informacji pozostaje szes¢ jednakowo prawdopodobnych wynikéw. Tylko
(1,5) nalezy do A, zatem nowe prawdopodobieristwo wynosi 1/6. Mozemy je wyrazi¢ za pomoca
pierwotnej miary:

AN B| AN B|/|Q]
| Bl |B|/19]
_PANB]  1/36 1

P[B]  6/36 6

Ta konstrukcja pojawia sie tak czesto, ze ma wlasng nazwe.

Definicja 4.1. Niech (£2,P) bedzie dyskretna przestrzenig probabilistyczna, a B C ) zda-
rzeniem takim, ze P[B] > 0. Prawdopodobienistwem warunkowym zdarzenia A pod
warunkiem zajécia B nazywamy

P[A|B]:W

Przy ustalonym B funkcja Pz[A] = P[A | B] jest miara probabilistyczna na Q. Istotnie, jezeli
przez p oznaczymy funkcje prawdopodobienstwa stowarzyszona z wyjsciows miarg probabili-
styczna P, czyli p(w) = P[{w}] dla ktérej

w€eA
Wobwczas dla “
plw) B
_ ) Hp wE
pp(w) { 0 w¢B

mamy

W szczegdlnodci

a dla parami roztacznych Ay, A, ..., Ay

Warunkowanie pozwala uwzgledni¢ dodatkowa informacje. Na przyktad model ryzyka moze
korzystaé¢ z wieku, historii zdarzen lub charakterystyki badanego obiektu.
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Przykltad 4.2. Rozwazamy rodzine z dwojgiem dzieci. Przyjmujemy uproszczony model:
chlopiec i dziewczynka sa jednakowo prawdopodobni. Pierwsza wspétrzedna oznacza starsze
dziecko, druga mtlodsze; ¢ oznacza chtopca, d dziewczynke. Wéwczas

Q= {(070)7 (c,d), (d,c), (d7d>}

Jakie jest prawdopodobienistwo dwéch chlopeow? (a) Jesli wiemy, ze starsze dziecko jest
chlopcem, warunkujemy zdarzeniem B = {(c, ¢), (¢,d)}. Otrzymujemy

Pl{(c;e)} [ Bl =

(b) Jesli wiemy, ze co najmniej jedno dziecko jest chlopcem, warunkujemy zdarzeniem
D ={(c,c),(c,d),(d,c)}, wiec

}.
1
5

1

Pl{(c,e)} | D] = 3.

(¢) Informacja ,,co najmniej jedno dziecko ma na imie¢ Franek” nie jest tym samym co informacja

z (b). Zalézmy dodatkowo, ze kazdy chlopiec ma to imi¢ z prawdopodobienstwem f > 0, ze

dziewczynki go nie maja i ze nadawanie imion jest niezalezne miedzy dzie¢mi oraz od plci
drugiego dziecka. Niech F'oznacza co najmniej jednego Franka. W rozszerzonym modelu

PIF[(c,o]=1—(1—f)*=2f—f?

natomiast P[F' | (¢,d)] =P[F | (d,c)] = fiP[F | (d,d)] = 0. Zatem
Cf -4 _2-7
Qf=f+fr+nM4 4-f

Dla malego f wynik jest bliski 1/2, a dla f = 1 wynosi 1/3. Wynik zalezy réwniez od
sposobu uzyskania informacji: poznanie imienia konkretnego dziecka jest innym zdarzeniem niz
stwierdzenie, ze co najmniej jedno nosi dane imie.

P[(Cv c) ‘ F] =

4.2 Wzoér na prawdopodobienstwo catkowite

Definicja prawdopodobienistwa warunkowego daje regule mnozenia:
P[AN B] =P[B|P[A | B].

Zdarzenia AN B i AN B¢ sa rozlaczne. Jedli 0 < P[B] < 1, to

P[A] = P[AN B] + P[AN B
=P[A | B]P[B] + P[A | B|P[B°].

Wzér szczegdlnie utatwia rachunki w doswiadczeniach wieloetapowych. Uogdlnijmy go na wiecej
zdarzen.
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Definicja 4.2. Rodzine zdarzen {B),},.;, skoiiczong lub przeliczalna, nazywamy rozbiciem
przestrzeni 2, jezeli

Q={]B,, BNB;j=0 (i#j).
kel

Twierdzenie 4.1 (Wz6r na prawdopodobienstwo catkowite). Jezeli { B}, }jcr jest skoriczonym
lub przeliczalnym rozbiciem Q2 ¢ P[B] > 0 dla kazdego k € I, to dla dowolnego A C €,

P[A] = ) P[A| B]P[B).
kel

Dowdd. Korzystajac z rozbicia, addytywnosci i definicji prawdopodobienstwa warunkowego,
otrzymujemy

PlA] =P |ANn| ] B,
kel
=P [ J(ANnBy)
kel
= ZP[A NB,] = ZP[A | By|P[By]-
kel kel

O]

Przyktad 4.3. W loterii fantowej prawdopodobienstwo wyciagniecia losu wygrywajacego
wynosi p, przegrywajacego ¢, a losu , graj dalej” r, gdzie p+q¢+r =11ir < 1. Los ,graj
dalej” wraca do urny i pozwala na kolejne losowanie, w tych samych warunkach. Jakie jest
prawdopodobienistwo ostatecznej wygranej?

Niech A, B, C oznaczaja rodzaje losu w pierwszym losowaniu, a W ostateczna wygrana. Po losie
»graj dalej” wracamy do sytuacji poczatkowej. Wzoér na prawdopodobienistwo catkowite daje

PW] =PW | Alp + P|W | Blqg +P[W | C]r
=p+rP[W].

Stad
p p

1—r p+q

P[W] =

Jesli ktorys z rodzajow losu ma prawdopodobienstwo zero, pomijamy go w rozbiciu. Warunek
r < 1 jest istotny: dla r = 1 gra trwa bez kotica i wygrana ma prawdopodobiefistwo zero.
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4.3 Wz6r Bayesa

Przyklad 4.4. Rozwazmy hipotetyczny model testu wykrywajacego chorobe. Jedna osoba na
1000 jest chora. U chorych test daje wynik dodatni z prawdopodobienstwem 99%, a u zdrowych
wynik ujemny z prawdopodobienistwem 95%. Jakie jest prawdopodobienstwo dodatniego wyniku
u losowej osoby?

Oznaczmy:

e (' osoba jest chora;
e Z = ('°: osoba jest zdrowa;
o T: wynik testu jest dodatni.

Mamy P[T" | Z] = 0,05, wiec

P[T] = P[T | Z]P[Z] + P[T | C]P[C]
5 999 99 1

1001000 100 1000

5094
= = 4.
100000 0,0509

Naturalne jest teraz inne pytanie: jesli wynik byl dodatni, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
osoba rzeczywiscie jest chora? Pytamy o stan badanego obiektu po poznaniu wyniku obserwacji.
Odpowiedz daje wzér Bayesa.

Twierdzenie 4.2 (Wzér Bayesa). Niech { B} }.cr bedzie skoriczonym lub przeliczalnym rozbiciem
Q zP(B) > 0. Jezeli P[A] > 0, to dla kazdego k € I

_ P[A| BJP[B,]
PIBy, | A] = 2 PlA TBi]PTBi]'

Dowdd. 7 definicji warunkowania i wzoru na prawdopodobienstwo calkowite:

P[AN B
PlA]
__PlA|BJP[B]
>, PIA[ BJP[B,]

P[By | A] =
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1 Dwa kierunki rachunku

Wzér na prawdopodobienistwo catkowite laczy prawdopodobienistwa wyniku w réznych
przypadkach. Wzér Bayesa pozwala obliczyé prawdopodobienstwa tych przypadkéw po
poznaniu wyniku.

Przyklad 4.5. Mamy 100 monet: 99 symetrycznych i jedna z ortem po obu stronach. Wy-
bieramy monete losowo i rzucamy nia dziesieé¢ razy. Wszystkie wyniki to orly. Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze wybraliémy monete z dwoma ortami?

Niech B; oznacza monete symetryczna, B, monete z dwoma orlami, a A dziesie¢ ortow.
Zaktadamy niezaleznos¢ rzutow przy ustalonej monecie. Wtedy

P[A|B,] =21  P[A|B,) =1

Ze wzoru Bayesa
P[B, | A]
_ P[A | B,JP[B,)
P[A | Bi]P[B,]| + P[A | B,|P[B,]
115 1024

e+ 1 ks 1123

~ 0,912.

Przed obserwacja prawdopodobienistwo wynosito 1%. Dziesie¢ ortéw zwigksza je do okolo 91,2%.

Przyktad 4.6. Wroémy do testu z Przyktad 4.4. U losowo wybranej osoby wynik jest dodatni.
Jakie jest prawdopodobienstwo choroby?

- P[T | C]P[C]
FCVT= 51 Zp(z) + BIT | OTRIC
166 T066 99

— 5 999 , 99 1
100 1000 + 100 1000 5094

~ 0,01943.
Otrzymujemy okoto 1,94%. To nie jest czulos$é testu P(T | C) = 99%: odwrdcenie warunku
zmienia pytanie.

Spéjrzmy na oczekiwane liczby w populacji 100 000 oséb. Okoto 100 jest chorych, a 99 900
zdrowych. Wérod chorych oczekujemy 99 wynikéw dodatnich, a wéréd zdrowych 4995. bacznie
daje to 5094 wyniki dodatnie.
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Stan osoby Wynik dodatni Wynik ujemny  Razem

Chora 99 1 100
Zdrowa 4995 94 905 99 900
Razem 5094 94 906 100 000

Warto odréznia¢ wysoka czutosé testu od prawdopodobienstwa choroby po dodatnim wyniku.
Znaczenie ma takze czestos¢ choroby w badanej populacji.
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5 Niezaleznos¢ zdarzen

Wréémy do przykladu polegajacego na rzucie dwoma kosémi. Wowcezas przestrzenia wynikow
jest Q = [6]? z miara jednostajng probabilistyczng P na Q. Rozwazmy dwa zdarzenia

A = {na pierwszej kosci wypadla liczba podzielna przez 3}

oraz
B = {na drugiej kosci wypadla liczba mniejsza niz 6}.

Wtedy P[A] = 1/2 oraz P[B] = 5/6. Z kolei prawdopodobienistwo A pod warunkiem B wynosi
P[A|B] =1/2 =P[A].

Innymi stowy zajscie zdarzenia B nie wplywa na prawdopodobienstwo zdarzenia A. Powyzsza
réwno$¢ moze by¢ zapisana jako

P[A N B] = P[A]P[B].

Zauwazmy, ze powyzsza réwno$¢ nie wymusza zalozenia P[B] > 0. Wlasno$¢é ta okazuje sie byé
bardzo uzyteczna i cze¢sto spotykana.

5.1 Definicje i przyktady

Definicja 5.1. Niech (Q2,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Zdarzenia A, B nazywamy
niezaleznymi, gdy
P[A N B] = P[A]P[B].

Zauwazmy, ze jezeli P[A] = 0 lub P[A4] = 1, to dla kazdego zdarzenia B zdarzenia A i B sa
niezalezne.

Przyktad 5.1. Rzucamy kostka szescienna. Niech A bedzie zdarzeniem, ze wypadnie liczba
parzysta, a B zdarzeniem, ze wypadnie wypadnie liczba podzielna przez 3. Wowczas oba
zdarzenia sa niezalezne. Definiujemy przestrzenn probabilistyczna: Q = [6] = {1,2,...6}, a
p(k) =1/6. Woéwczas A = {2,4,6}, B={3,6}, AN B = {6}. Mamy

PANB] = =
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Czesto z samego opisu zdarzen nie wynika ich niezaleznosé.

Przyktad 5.2. Wybieramy losowa rodzing posiadajaca n dzieci. Niech A bedzie zdarzeniem,
ze w wybranej rodzinie jest co najwyzej jedna dziewczynka, a B bedzie zdarzeniem, ze w
wybranej rodzinie sa dziewczynki i chtopcy. Czy zdarzenia A i B sa niezalezne? € jest to zbiér
ciagéw o dlugosci n i wyrazach c i d (pleé¢ dzieci uporzadkowanych wg wieku). Wtedy |Q] = 2".
Przyjmujemy, ze kazdy ciag jest jednakowo prawdopodobny. Mamy |A| =n + 1, |B] = 2" — 2,
|A N B| =n (dokladnie jedna dziewczynka). Zauwazmy, ze

n+1l 2" -2
A 2n

P[A|P[B] =

oraz n
Zdarzenia A i B beda niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
l+n=2""1

co ma miejsce jedynie dla n = 3. W tym przypadku powody niezaleznosci sa czysto algebraiczne.
Definicja 5.2. Zdarzenia A, ..., A,, nazywamy niezaleznymi, gdy
]P)[AZ mA,L m...ﬂAi ] :P[A’L :I'...']P)[Ai ]
1 2 k 1 k
dla kazdego ciagu 1 <4y < iy < <14, <n, k=2,3,...,n.

Definicja 5.3. Zdarzenia A, ..., A,, nazywamy niezaleznymi parami, gdy dla dowolnych i # j
zdarzenia A; i A; sa niezalezne

Jezeli zdarzenia A, ..., A, sa niezalezne, to sa niezalezne parami. Odwrotna implikacja nie jest
jednak prawdziwa.

Przyktlad 5.3. Rzucamy 2 razy kostka. Oznaczmy

e A - za pierwszym razem wypadla parzysta liczba oczek;
e B - za drugim razem wypadla parzysta liczba oczek;
e (- suma oczek jest parzysta;

Wéwcezas zdarzania A, B, C sa niezalezne parami, ale nie sa niezalezne. Rzeczywiscie, mamy

ANB=ANC=BNnCiANnBNC=ANB. Stad

. P[A]=1/2

« P[B]=1/2

. P[C]=1/2
[

e« PIANB]=P[ANC]=P[CNB]=PANBNC]=1/4

Zbadanie niezaleznosci n zdarzen wymaga sprawdzenia (5) + (5) +... + (1) = 2" —n—1 réwnai.

Chcemy badaé ciagi niezaleznych do$wiadczen (moze byé ich nieskoniczenie wiele).
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5.2 Konstrukcja niezaleznych eksperymentéow

Rozwazmy dwa eksperymenty, ktére wykonujemy niezaleznie od siebie. Przykladowo rzucamy
dwukrotnie moneta, dwukrotnie koscia lub kosciag i moneta. Jak skonstruowaé¢ przestrzen
probabilistyczna (2, P), ktéra opisuje niezalezne wykonanie tych eksperymentow?

Powiedzmy, ze (2,,P;) i (€25, P5) to przestrzenie ktére odpowiednio opisuja pierwszy i drugi
eksperyment. Niech p; i p, beda stowarzyszonymi funkcjami prawdopodobienstwa. Rozwazmy
przestrzen

Q=0 xQ,.
Woéwezas wynikiem lacznego eksperymentu jest para w = (wp,ws), gdzie w; opisuje wynik
pierwszego eksperymentu a w, wynik drugiego eksperymentu. Rozwazmy funkcje p: Q — [0, 1]
zadang przez
p(w) = p(wy,wy) = py(wy)pa(wy)
oraz P: 2% — [0, 1] dane przez

P[C] =) plw)

wel

dla C C Q. Chcemy pokazac¢, ze powyzsze definiuje funkcje prawdopodobienstwa i miare
probabilistyczna na 2. Dla dowolnych A; C Q, oraz By, C 2, mamy A; x By C ) jest
zdarzeniem, ze w pierwszym eksperymencie zaszlto A; a w drugim zaszlto B,. Mamy

P[A} x By] = Z p(w)

weA| xBy

= Z p(w17w2)
w1 €A, waEB,

= Z Z p(wy)pa(ws)
w1 €A waEB,y
=Py [A]P,[B,].
Jezeli A} = Q, oraz By =€)y, to
P[] = P, [, ]P[Q,] = 1.

Oznacza to, ze p jest funkcja prawdopodobienstwa na ). Kazde zdarzenie A; C {2 mozemy
utozsami¢ z A = A; x Q. Zdarzenie A w rozszerzonym eksperymencie méwi, ze w pierwszym
eksperymencie zaszto A,. Wéwczas

P[A] =P, [Aﬂ'

Podobnie dla By C Q, mamy B = ) x B,. Zdarzenie B w rozszerzonym eksperymencie méwi,
ze w drugim eksperymencie zaszlo B,. Podobnie

]P)[B] =P, [Az]-
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Wreszcie
Oznacza to, ze
P[A N B] = P[A]P[B],

gdzie A jest dowolnym stwierdzeniem o pierwszym eksperymencie a B jest dowolnym stwier-
dzeniem o drugim eskperymencie.

Przyklad 5.4. Przypusémy, ze rzucamy kostka a nastepnie wykonujemy niezalezny rzut
monety. Wéwczas
Q={12,..,6} x {O,R}

z funkcja prawdopodobienstwa

1

E.

Jezeli rozwazymy zdarzenie A, ze na kosci wypadta liczba parzysta a na monecie orzel, to

A= {(2,0), (4,0), (670)} = {27476} X {O}

p(k,m) =

oraz

P[A] = 1/4.

Zauwazmy, ze konstrukcja w ostatnim przyktadzie jest naturalna, poniweaz zaréwno kos¢ jak i
moneta sg symetryczne, co prowadzi to jednakowo prawdopodobnch wynikéw. W przypadku
niesymetrycznych wynikow sytuacja na pierwszy rzut oka moze nie by¢ taka oczywista.

Przyktad 5.5. Rozwazmy dwie monety. Na pierwszej orzel wypada z prawdopodobienstwem
2/3. Na drugiej orzet wypada z prawdopodobienstwem 1/4. Wykonujemy po jednym rzucie
kazda moneta. Wéwcezas przestrzenia wszystkich wynikéw jest Q = {0, R}2. Mamy

p(0,0) =1/6
p(O,R) =1/2
p(R,0) =1/12
p(R,R) =1/4.

Wobec czego prawdopodobienistwo, ze wypadnie co najmniej jeden orzel wynosi 3/4.
Nasza konstrukcja uogdélnia sie do wiekszej liczby zdarzen.

Przyktad 5.6. Powiedzmy, Ze rzucamy monetg na ktorej orzel wypada z prawdopodobienstwem
1/4, symetryczna kostka i druga, tym razem juz symetryczna moneta. Przestrzenia zdarzen jest

Q={0,R} x{1,2,...,6} x {O, R}
z funkcja prawdopodobienstwa

p(O,k,m)=1/48, p(R,k,m)=1/16.
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5.3 Schemat Bernoulliego

Wykonano n-krotnie to samo do$wiadczenie, w ktérym prawdopodobieistwo sukcesu wynosi p.
Kolejne préby byly niezalezne. Wowczas prawdopodobienstwo sukcesu w doktadnie k& prébach
wynosi (})p¥(1 — p)"*. Rzeczywiscie, niech

o 0, ={0,1} (1 odpowiada sukcesowi w i-tym doswiadczeniu),
« p;(1) = p, réwnowaznie p;(w;) = p¥i (1 —p)' .

Wéwezas (2;,P;) modeluje wynik do$wiadczenia w i-tym kroku. Definiujac jak powyzej

e =0, x..xQ, ={0,1}",
® p(wh'”?wn) :pl(w1>'"pn(wn>'

Wtedy dla w = (wy, ..., w,,) € Q mamy
p(w) = prteten (1 — p)rlenteton),
Niech A, oznacza zdarzenie osiagniecia dokladnie k sukcesow, tj.
Ay ={we: w +..4+w, =k},

innymi stowy A, zawiera w zawierajace dokladnie k jedynek. Stad |A,| = (}) oraz

PlA] = D p(w) =4 lp"(1—p)"* = (Z) PPl —p)h.

weA,
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6 Zmienne losowe

Czesto skonstruowana przez nas przestrzen probabilistyczna staje sie¢ zbyt duza do efektywnej
analizy. Dla przyktadu w eksperymencie polegajacym na rzucie duza liczba kosci, powiedzmy
siedemnastu, jest az 617 = 16926659444736 mozliwych wynikéw. Interesowaé nas moze tylko
suma wyrzuconych oczek. W praktyce zamiast analizowaé¢ poszczegdlne zdarzenia elementarne
wygodniej jest analizowaé funkcje tych zdarzen.

Definicja 6.1. Niech Q) bedzie co najwyzej przeliczalna przestrzenia zdarzen elementarnych.
Zmienng losowg nazywamy dowolna funkcje X: Q — R U {oo} zdefiniowana na przestrzeni
zdarzen elementarnych.

Zmienne losowe same w sobie nie upraszczaja probleméw probabilistycznych. Stanowia one
jedynie jezyk, ktorym bedziemy sie w przysztosci postugiwac.

Przyklad 6.1. Powiedzmy, ze rzucamy para kosci. Wtedy X réwne sumie wyrzuconych oczek
jest zmienng losowa. Aby ja formalnie zdefiniowaé, niech @ = [6] x [6] bedzie przestrzenia
opisujaca wyniki na obu kosciach. Wéwczas X: Q — Z zadane jest wzorem X (a,b) = a + b.

Definicja 6.2. Powiemy, ze zmienna losowa X jest dyskretna, jezeli moze przyjmowaé co
najwyzej przeliczalnie wiele réznych wartosci.

Wszystkie rozwazane przez nas przestrzenie probabilistyczne sg co najwyzej przeliczalne, wiec
wszystkie aktualnie rozwazane zmienne losowe sg dyskretne. Wartosci, ktore moze przyjaé
zmienna losowa X: 2 — R bedziemy oznacza¢ przez z;. Dokladniej X[Q] = {z) : £k < T} dla
T € N jezeli Q jest skoniczona lub T = oo jezeli € jest przeliczalna. Dla kazdego ustalonego x;,
definiujemy zdarzenie, ze X jest réwne z;, przez

{(X =2} = X {zy}] = {w € Q[ X(w) = 1. }.

W przysztoscei zobaczymy, ze liczby P[X = x,] pomoga znalezé uproszczony jezyk do opisu
zmiennej losowej X.

Przyktlad 6.2. W grze w koéci, dla X réwnej sumie wyrzuconych oczek mamy 2 = [6] x [6]
oraz X(a,b) = a + b. Zalézmy, ze wszystkie wyniki sa jednakowo prawdopodobne. Wéwczas
4

BLX = 5] = .
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Przyktad 6.3. Rzucamy moneta az do momentu otrzymania orta. Wéwezas Q = {R}N U
UZO: O{R}’C x {O}. Niech X oznacza liczbe rzutéw w naszym eksperymencie. Innymi stowy X
jest liczba rzutéw potrzebna do otrzymania orta. Wéowcezas X (0O) = 1, X(RO) = 2 oraz ogdlnie
X(wy) = k jezeli wy, sklada si¢ z k — 1 reszek i orta. W szczegélnosei X (w ) = oo.

6.1 Rozktad zmiennej losowej

W sytuacjach kiedy nie ma zadnych niejasnosci nie jest konieczne dokladne konstruowanie
przestrzeni probabilistycznej.

Przyklad 6.4. Rzucamy symetryczng moneta az do momentu otrzymania pierwszego orla.
Jakie jest prawdopodobienstwo o=wykonania parzystej liczby rzutow? Niech X oznacza liczbe
wykonanych rzutéw. Wéwczas

S > 1 1
P[X jest parzyste] = ZIP’[X =2k] = Z 3% = 3
k=1 k=1

Zauwazmy, ze nie byta konieczna konstrukcja przestrzeni probabilistycznej. Kluczowa okazata
sie by¢ znajomo$é liczb P[X = j].

Definicja 6.3. Niech (2,P) bedzie dyskretna przestrzenia probabilistyczna. Rozkladem zmien-
nej losowej X nazywamy funkcje px: RU {400} — [0, 1] dang przez pux(z) = P[X = z].

Przyklad 6.5 (Rozklad dwumianowy). Niech n € N i p € [0, 1]. Powiemy, ze zmienna losowa
X ma rozktad dwumianowy z parametrami n i p jezeli

PIX = k] = p*(1 —p)"* <k>

dla £k =0,1,...n. Wowczas X mozemy interpretowac jako liczbe sukcesow w n niezaleznych
prébach Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p.

//| echo: false

viewof bernN Inputs.range([1, 50], {
value: 10,

step: 1,

label: "n"

b

viewof bernP = Inputs.range([0, 1], {

49



value: 0.5,
step: 0.01,
label: "p",
format: x => x.toFixed(2)

b

{
bernN;
const p = bernP;

bernChart
const n

function binom(n, k) {
let result = 1;

for (let i = 1; i <= k; i++) {
result *= (n - i + 1) / i;

}

return result;

¥

const data = Array.from({length: n + 1}, (_, k) => ({
k: k,
prob: binom(n, k) * p ** k * (1 - p) ** (n - k)
)

const maxProb = Math.max(...data.map(d => d.prob));

const marks = [
Plot.barY(data, {
x: "k",
y: "prob",
fill: "var(--bs-primary)",
inset: n <= 20 7?7 5 : 1,
title: d => “k=${d.k}, P(X=k)=${d.prob.toFixed(4)}"
b
IF

if (n <= 20) {
marks . push (
Plot.text(data.filter(d => d.prob >= 0.005), {
x: "k",
y: "prob",
text: d => d.prob.toFixed(2),
dy: -10,

50



fontSize: 12,
fill: "currentColor"
1))
)3
}

marks . push (
Plot.ruleY([0], {
stroke: "currentColor",
strokeOpacity: 0.4
b
)5

const chart = Plot.plot({
width: 720,
height: 360,
marginTop: 50,
marginBottom: 45,

//title: “Rozktad B(n=${n}, p=${p.toFixed(2)})",
x: {

type: "band",
domain: data.map(d => d.k),

tickFormat: k => n > 20 && k % 5 !'== 0 ? "" : k,
label: "Liczba sukcesow"

I

y: o

domain: [0, maxProb * 1.2],
label: "Prawdopodobienstwo",
grid: true,
nice: true

I
marks: marks,

style: {
background: "transparent",
color: "var(--bs-body-color)",
fontSize: "13px"

}
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s

chart.style.maxWidth = "100%";
chart.style.height = "auto";

return chart;

Przyktad 6.6. Niech p € (0,1). Powiemy, ze X ma rozklad geometryczny z prawdopodobien-
stwem sukcesu p jezeli
PIX =kl =(1-p)'p

dla kK =1,2,.... Zmienna X mozemy interpretowaé jako moment pierwszego sukcesu w nieskon-
czonym ciggu prob Bernoulliego.

//| echo: false

viewof geoP = Inputs.range([0.01, 1], {
value: 0.3,

step: 0.01,
label: "p",
format: x => x.toFixed(2)

b

geoChart = {
const p = geoP;
const m = 60;

const data = Array.from({length: m}, (_, i) => ({
k: 1 + 1,
prob: p * (1 - p) ** i

)

const marks = [
Plot.barY(data, {
x: "k",
y: "prob",
fill: "var(--bs-primary)",
inset: 1,
title: d => “k=${d.k}, P(X=k)=${d.prob.toFixed(4)}"
b,
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Plot.ruleY([0], {
stroke: "currentColor",
strokeOpacity: 0.4
b
1

const chart = Plot.plot({
width: 720,
height: 360,
marginTop: 50,
marginBottom: 45,

x: {
type: "band",
domain: data.map(d => d.k),
tickFormat: k => k % 5 === 0 7 k : "",

label: "Numer pierwszej udanej préby"

b

y: o
domain: [0, p * 1.2],
label: "Prawdopodobienstwo",
grid: true,
nice: true

},
marks: marks,

style: {
background: "transparent",
color: "var(--bs-body-color)",
fontSize: "13px"
}
3

chart.style.maxWidth = "100%";
chart.style.height = "auto";

return chart;
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Powiedzmy, ze wykonujemy n préb Bernoulliego z prawdopodobienistwem sukcesu p = A/n dla
pewnego A > 0. Co sie dzieje gdy n — oo? Liczba préb jest coraz wieksza, ale prawdopodobien-
stwo sukcesu jest coraz mniejsze. Prawdopodobienstwo, ze otrzymamy doktadnie k sukceséw

wynosi
n) A (1_A>""“ _ Nt (1_A>”‘k
k| nk n  Eklnk n '

nk
— =1
n

A n—k
(1__4,) — e N

n

Gdy n — oo to

oraz

Zatem prawdopodobienstwo, ze otrzymamy doktadnie k sukceséw dazy do

AP a0
Ee

Przyktad 6.7. Niech A > 0. Powiemy, ze zmienne losowa X ma rozktad Poissona z parametrem
A jezeli

AP

P{)(ZZ k]::‘%Te

dla k=0,1,....
//| echo: false

viewof poisLambda = Inputs.range([0.1, 40], {
value: 5,
step: 0.1,
label: "Parametr ",
format: x => x.toFixed(1)

b

poisChart = {
const lambda = poisLambda;
const m = 60;

// Obliczamy prawdopodobiefistwa rekurencyjnie
const data = [];

let prob = Math.exp(-lambda);

for (let k = 0; k <= m; k++) {
data.push({k: k, prob: prob});
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prob *= lambda / (k + 1);
+

const maxProb = Math.max(...data.map(d => d.prob));

const marks = [
Plot.barY(data, {
x: "k",
y: "prob",
f£ill: "var(--bs-primary)",
inset: 1,
title: d => “k=${d.k}, P(X=k)=${d.prob.toFixed(5)}"
b,

Plot.ruleY([0], {
stroke: "currentColor",
strokeOpacity: 0.4
b
IF

const chart = Plot.plot({
width: 720,
height: 360,
marginTop: 50,
marginBottom: 45,

x: {
type: "band",
domain: data.map(d => d.k),
tickFormat: k => k % 5 === 0 7 k : "",
label: "Liczba zdarzen"

I

y: 1

domain: [0, maxProb * 1.2],
label: "Prawdopodobienstwo",
grid: true,
nice: true

I

marks: marks,
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style: {
background: "transparent",
color: "var(--bs-body-color)",
fontSize: "13px"
b
s

chart.style.maxWidth = "100%";
chart.style.height = "auto";

return chart;

6.2 Warto$¢ oczekiwana

Najprostszym opisem zmiennej losowej X bytaby jedna liczba. Aby umotywowaé nasz przyszty
wyboér rozwazmy nastepujacy przyktad. Powiedzmy, ze mamy do dyspozycji niesymetryczna
kostke sze$cienng na ktérej 1 wypada z prawdopodobienstwem p,, 2 wypada z prawdopodo-
bienistwem p, itd. gdzie p; + py + ... + pg = 1. Rzucamy ta koscia N € N. Jaka bedzie $rednia z
uzyskanych wynikéw? Niech X, dla k& < N opisuje wynik k-tego rzutu. Zalézmy, ze w naszym
eksperymencie n, razy wpadla 1, n, razy wypadta 2 itd. Szukana $rednia mozemy zapisac
jako

Xi+Xo+ .+ Xy n, Ny Ny ny N Ng
—1.L49.2243. 834 4.445.75,445..6
N N + N + N + N + N + N’
gdzie n;, = [{j < N : X; = k}| dla k € [6]. Na poziomie intuicyjnym jasne jest, ze dla duzego
N, ”—Nk ~ pi. W przyszlodci écisle uzasadnimy ten fakt. Mamy

X, 4+ Xo4 .+ Xy
N

Liczba po prawej stronie to érednia wazona dla rzutu jedna koscia. Istotnie, mamy P[X, = 1] =
p1, P[X; = 2] = p,, .., P[X; = 6] = ps. Mozemy wreszcie napisacé

~1lopy+2-py+3-p3+4d-py+5-p5+6-pg.

X +X,+..+X 6
1+ 2; + Ny k-PX, =k (6.1)
k=1

Otrzymujemy $rednia wartosci X; z waga, ktora jest prawdopodobienistwem poszczegdlnych
wynikéw. Taka srednig nazywamy wartoscia oczekiwang X .

Definicja 6.4. Niech (Q2,P) bedzie dyskretna przestrzenia probabilistyczna. Powiemy, ze
zmienna losowa X jest calkowalna, jezeli

> X (W)lp(w) < oo

weN
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Dla catkowalnej zmiennej losowej X: 2 — R
jej wartoscig oczekiwang nazywamy

E[X] =) X(w)pw).

weN

W powyzszej definicji, jezeli X (w,) = oo oraz P[{wy}] = 0 to interpretujemy X (w,)P[{wy}] = 0.
Niebawem przekonamy sie, ze powyzsza definicja wartosci oczekiwanej zadaje dokladnie prawg
strone rownania Réwnanie 6.1.

Przyklad 6.8. Wréémy do eksperymentu czekania na pierwszego orta. Tutaj Q = {R}N U
U;“;O{R}k x {O}. Niech X bedzie zmienna losowa opisujaca liczbe rzutéw potrzebnych do
otrzymania orta (X (w;) = k). Wéwczas X jest catkowalna, bo

o0

S IX@pe) =Y g <00

k
weN k=1 2

oraz EX = 2. Z kolei zmienna zadana przez Y = 3%, innymi stowy Y(w,) = 3% nie jest

catkowalna. Istotnie i}
3
S vl =Y (5) =

weN k=1

Przyktad 6.9. Niech X oznacza liczbe otrzymanych oczek przy rzucie jedng wywazong koscia.
Wéwcezas

BIX] = X(1)7 + X(2)5 + X(@)5 + X(4)¢ + X()g + X(6)5 =+

Ten przyktad pokazuje, ze nazwa wartosé¢ oczekiwana jest niefortunna. Przy rzucie koscig nie
mozemy oczekiwaé¢ wyniku 7/2.

Przyktad 6.10. Dwaj gracze A i B graja w nastepujaca gre. Rzucaja kostka. Niech k bedzie
wynikiem rzutu. Jezeli k jest nieparzyste, to A wygrywa k zlotych, jezeli k jest parzyste, to B
wygrywa k zlotych. Czy gra jest uczciwa?

Niech X oznacza wygrang gracza A podczas jednej rundy, wtedy

EX=1-PX=1—2-P[X=2]+3-P[X = 3]

—4-]P’[X:4]+5-IP’[X:5]—6-IP>[X:6]:—%.

Jezeli wykonamy n rzutéw i przez X; oznaczymy wygrana gracza A w ktym rzucie, to stan
portfela gracza A po n rzutach wyniesie

> X,
k=1
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Dla duzych wartoéci n powyzsza suma jest w przyblizeniu réwna nE[X] = —n/2. Powyzsza
gra nie jest zatem uczciwa. Z czasem gracz A zacznie traci¢ duze iloéci gotéwki co widaé na
symulacji ponizej. Wykres przedstawia stan portfela gracza A w trakcie rozgrywki.

Fakt 6.1. Niech {x,x,,...} bedzie zbiorem wartosci calkowalnej zmiennej losowej X, czyli
X[Q=A{z, : k<T} dlaT € NU{oco}. Wowczas

EX = Zka = 1,].

Dowdd. Niech E);, = {X = x;,}. Wowczas E, sa parami roztaczne oraz U:Zl E, =Qacoza
tym idzie

T
EX =Y Xwpw) =3 3 X(w)plw).

weN k=1 weE,

SkorzystaliSmy tutaj z catlkowalno$ci zmiennej losowej X: dla szeregu bezwzglednie zbieznego
zmiana kolejnosci sumowania nie wplywa na jego wartosé. Dla w € E;, mamy X (w) = z, wiec

EX = ZZxkp kaz (w).

=1 wEE, WEE,

Na koniec skorzystamy z
Z p(w) =P[E,] = P[X = z]

wekE,

aby otrzymagé

T
EX:Za:kZ ZkuP’ = xy,].
k=1

wek,

Co bylo do pokazania O

Przyklad 6.11. Rzucamy n razy moneta. Zbadajmy zmienna losowa X ktora jest liczba
otrzymanych ortéw. Zakladajac, ze kazdy wynik jest jednakowo prawdopodobny otrzymujemy,

dla k < n,
n
PIX =k|] = 2",
X =K (k)

Zauwazmy, ze X jest liczbg sukcesow w schemacie n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu 1/2. Korzystajac z Fakt 6.1 otrzymujemy
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=0 k=0 k=1
n n—1
= Zn(”1> 2 =2 (”1)2—<n—1> W
e\ k-1 244\ 2

SkorzystaliSmy tutaj ze wzorow

n\ ®»n{n—1 C~(m) )
()=i0) 5(0)=

dla 1 <k <noraz m > 0.

Komentarz 6.1. W poprzednim przyktadzie udowodniliSmy wzor

” k) = n2n .
()
k=1

Ma on bezposrednia interpretacje kombinatoryczng. Obie strony réwnosci opisuja sposob
wybrania delegacji wraz z przewodniczacym tejze z grupy n oséb. Dla kazdego k£ mozemy
wybraé¢ k osobowa delegacje i z nich wybra¢ przewodniczacego. Mozemy tez najpierw wybraé
przewodniczacego sposréd wszystkich n oséb a nastepnie dobraé¢ reszte delegacji sposrod
pozostatych n — 1.

Przyktad 6.12. Rzucamy wielokrotnie moneta, na ktérej orzet wypada z prawdopodobien-
stwem p. Ile srednio rzutéw nalezy wykonaé, aby otrzymaé pierwszego orta? Niech X bedzie
liczba rzutéw potrzebng do otrzymania pierwszego orta. Wéowczas

PX=kl=(1-p)*tp, k>1

Przypomnijmy, ze wéwczas X ma rozklad geometryczny. Naszym zadaniem jest wyznaczenie
wartosci

E[X] = 3 k(1 - p)*p.
k=1

Dla dowolnego ¢ € (0,1) mamy
St
= 1-q

k=0

Rézniczkujac stronami otrzymujemy

> 1
kg1 = ———.
,; (1—q)?
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Mnozac obustronnie przez p i podstawiajac ¢ = 1 — p otrzymujemy

EX) =Y k(1) tp= P = -
k=1

Warto$é oczekiwana na dyskretnej przestrzeni probabilistycznej jest zadana przez Srednia
wazona. Naturalne wiec jest, ze dziedziczy wiele jej wlasnosci.

Fakt 6.2. Niech X,Y bedg catkowalnymi zmiennymi losowymi. Wéwczas dla dowolnych statych
a, B € R, zmienna losowa aX + BY jest catkowalna oraz zachodzi wzor

ElaX + BY] = aEX + SEY.
Zanim zobaczymy dowdd powyzszego faktu zaznajomimy sie z jednym przykladem.
Przykltad 6.13. Rozwazmy gre, w ktérej rzucamy dwiema dobrze wywazonymi kosémi. Pierw-

sza ko$¢ jest szeScienna a druga dwudziestoécianng. Nasz wynik obliczany jest wedlug nastepu-
jacego wzoru

6 - (wynik na pierwszej kosci)? — 2 - (wynik na drugiej kogci).

Jaka jest warto$¢ oczekiwana wyniku? Nasza przestrzenia jest = [6] x [20] z jednakowym
prawdopodobienstwem dla kazdego zdarzenie elementarnego. Rozwazmy zmienne losowe

X(a,b) = a? Y(a,b) = 0.

Wtedy wynik zapisuje sie jako Z = 6 X — 2Y. Dla pierwszej zmiennej mamy {X = k} = {(a,b) :
k= a?} a co za tym idzie

oraz E[X] = =-. Podobnie

=@

oraz E[Y] = 2L. Fakt 6.2 daje
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Przyklad 6.14. Rzucamy para kosci szeSciennych. Jaka jest warto$¢ oczekiwana sumy oczek
na obu kosciach? Jezeli X to suma oczek na obu kosciach, to oczywidcie X = X, + X, gdzie X,
to wynik na pierwszej kosci a X, to wynik na drugiej kosci. Wiemy, ze E[X,] = E[X,] = 7/2.
Stad

E[X] =E[X, + X,] =E[X;] +E[X,] =T.

Fakt 6.2. Oznaczmy Z = aX + Y. Mamy

Y 1ZW)lpw) < lal Y X (@)lpw) + 18] Y 1Y (@)lp(w) < oo

we we we
co pokazuje, ze Z jest calkowalna. Podobnie

EZ = Z Z(w)p(w)

weN
=a) X(wpw) +8) Y(wpw)
we we
=aEX + SEY.
czego nalezalo dowiesc. O

Sprawdzimy teraz jak Fakt 6.2 przydaje si¢ w Przyktad 6.11.

Przyktad 6.15. Wykonujemy n niezaleznych préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu p w pojedynczej probie. Niech X oznacza liczbe sukceséw. Zauwazmy, ze X = X +
Xo+ ...+ X, gdzie X; =1 jezeli w j-tej probie byl sukces i X; = 0 jezeli byla porazka.
Wéwcezas

E[X;] =1 -PX; =1]+0-P[X; = 0] = p.

Wobec tego
E[X] =E[X; +...+ X, | =E[X;] + ... + E[X,,] = n/2.

Zauwazmy, ze jezeli X jest zmienng losowa a ¢: RU {£oo} — R U {400} to zmienna losowa
staje sie réowniez Z = ¢ o X = ¢(X). Bardzo czesto przyda nam si¢ sposéb na efektywne
obliczanie wartosci oczekiwanej zmiennej losowej Z.

Fakt 6.3. Niech (2, P) bedzie dyskretng przestrzenig probabilistyczng a X zmienng losowq. Niech
dodatkowo ¢: RU{+oo} — RU{+oo} bedzie funkcjg takq, ze zmienna losowa Z(w) = (X (w))
jest catkowalna. Wowczas

T

Elp(X)] =E[Z] = ) o(2)PIX =z,
k=1

gdzie {x; + j < T}, dlaT € NU{oo}, jest zbiorem wartosci zmiennej losowej X.



Dowdd. 7 Definicja 6.4
E[p(X)] =E[Z] = ) o(X(w))p(w)
we
Podobnie jak w dowodzie Fakt 6.1, dla zbioréw E), = {X = z;} mamy ) = U:Zl b} oraz
=) p(X(w) Z > ol
wes =1 wekE,

Tutaj skorzystaliémy z calkowalnosci zmiennej Z. Zauwazmy, ze jezeli w € Fy, to X(w) = z.
Korzystajac z tej obserwacji mozemy napisaé

S IPILTAVEES AP I )

=1 wek; k=1 wekE),

Na koniec wystarczy skorzystac z tego, ze 35 _ . p(w) = P[E}] = P[X = z,] zeby otrzymac
k

T T
=3 ) 3 pw) = 3 el BIX = o).

k=1 wEE, k=1

Czego nalezato dowies¢. O

Przyktad 6.16. Rzucamy n krotnie symetryczng moneta. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych
ortéw. Tle wynosi E[X?]? Przypomnijmy, ze X bedzie mialo rozklad dwumianowy

P[X = k] = (Z) 277,

Szukana przez nas wielkosé to

Wychodzac od wzoru dwumianowego

x "= (7 xhyn—k
(z +y) M(k) y

i rozniczkujac wzgledem x
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Mnozac przez z i rézniczkujac wzgledem x

nz+y)" t+nn—1)(z+y)"?= Zn: (:) k2ah—2yn—k

k=0

Fakt 6.4. Niech (2,P) bedzie dyskretng przestrzeniq probabilistyczng. Wowczas

(i) Jezeli X jest zmienng losowq takq, Ze dla pewnej stalej a € R zachodzi X(w) = a dla
wszystkich w € Q) to

E[X] = a.

(ii) Jezeli X i'Y sq calkowalnymi zmiennymi losowymi takimi, ze X (w) <Y (w) dla wszystkich
w e, to

E[X] < E[Y].

Dowdd. Jezeli X (w) = a dla wszystkich w € Q, to

EX] =) Xwpw) =Y aplw)=a-» pw)=a-1=a.

weN weN weN

Jesli natomiast X(w) < Y(w) dla wszystkich w € Q, to

E[X] =) Xwpw) < Y Y(wpw) =E[Y].

we weN

Co dowodzi drugiej wlasnoéci. O

Przyklad 6.17. Tasujemy tali¢ 52 kart metoda Top to random, tzn. karte, ktéra znajduje
sie na gérze wkladamy w losowe miejsce w talii (sa 52 mozliwosci), a nastepnie powtarzamy
czynno$é. Ile nalezy wykonaé¢ tasowan, aby mozna byto uznaé talie za potasowana. Jaka jest
Srednia liczba tasowan?

Kluczowa jest karta, ktéra poczatkowo znajduje sie na samym dole talii. Oznaczmy ja przez
A. Zauwazmy, ze w trakcie tasowania bedzie sie ona przemieszczaé powoli do goéry talii.
Prawdopodobienstwo, ze w pierwszym ruchu karta z géry talii znajdzie sie pod A wynosi 1/52.
Jest ono male, ale z prawdopodobienstwem 1 (Lemat Borela-Cantellego) nastapi moment, gdy
pod A znajdzie si¢ jakas karta, oznaczmy ja przez K.

Po wykonaniu losowej liczby tasowan kolejna karta K, zostanie wstawiona ponizej A. Wzajemne
ulozenie kart K, i K, jest losowe (tzn. z prawdopodobienistwem 1/2 karta K jest nad K, i
na odwrét). Kontynuujac to rozumowanie w pewnej chwili pod A bedzie znajdowaé si¢ k kart:
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K, ... K. Kazde ulozenie tychze kart jest tak samo prawdopodobne (indukcjal). Zatem karty
pod A sa dobrze potasowane.

Karta A dotrze w koncu na sam szczyt talii i to wlasnie ona zostanie wstawiona. W tej
chwili wszystkie karty beda dobrze potasowane (kazde ich wzajemne ulozenie jest jednakowo
prawdopodobne).

Obliczmy ile czasu potrzebuje karta A, aby dotrze¢ na gore talii. Niech X, oznacza czas jaki
karta A spedza na i-tej pozycji od dotu. Prawdopodobienistwo, ze karta wstawiona zostanie
ponizej A wynosi 1/52. Czas oczekiwania na sukces X, zgodnie z poprzednim przykladem
jest zmienna losowa o rozkladzie Geom(1/52), zatem EX; = 52. Podobnie dla kazdego i:
EX, = 52/i. Podsumowujac

52 52
EX=E> X,=)» EX,
i—1 i—1
52 52
52 1
= — =52 -
~ 52(log 52 + 7) ~ 235,
gdzie v jest stala Eulera-Mascheroniego znana z wykladu z analizy (v ~ 0,577).

//| echo: false

top2random = {
const totalCards = 52;
const trackedCard = 52;
const maxSteps = 1000;
const fps = 15;

const root = html <div class="top2random-sim">
<style>

.top2random-sim {
display: flex;
align-items: flex-start;
gap: 1.5rem;
flex-wrap: wrap;
color: var(--bs-body-color);
margin: lrem O;

.top2random-stack {
width: 160px;
padding: 20px O;
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display: flex;

flex—-direction: column;

align-items: center;

gap: 1lpx;

background: var(--bs-secondary-bg) ;
border: 1px solid var(--bs-border-color);
border-radius: 8px;

.top2random-card {

width: 50px;
height: 12px;
border-radius: 3px;
box-sizing: border-box;
background: color-mix(

in srgb,

var (--bs-primary) 35%,

var (--bs-body-bg)
)3
color: var(--bs-body-color);
text-align: center;
line-height: 12px;
font-size: 10px;
font-variant—numeric: tabular—-nums;

.top2random-card.tracked {
background: color-mix(
in srgb,
var (--bs-warning) 45%,
var (--bs-body-bg)
)3
outline: 1px solid var(--bs-warning);
font-weight: bold;
}

.top2random-controls {
display: flex;
flex-direction: column;
gap: 0.75rem;
align-items: flex-start;
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.top2random-counter {
font-variant-numeric: tabular-nums;
font-weight: 600;

}

.top2random-status {
max-width: 230px;
font-size: 0.9rem;
opacity: 0.8;

b

</style>

<div class="top2random-stack"></div>

<div class="top2random-controls">
<button class="btn btn-primary" type="button">
Resetuj
</button>
<div class="top2random-counter">Kroki: 0</div>
<div class="top2random-status"></div>
</div>

</div>";

const stack = root.querySelector(".top2random-stack");

const button = root.querySelector("button");

const counter = root.querySelector(".top2random-counter") ;
const status = root.querySelector(".top2random-status");

let deck = [];
let steps = 0;
let running = true;

const cards = Array.from({ length: totalCards }, (O => {

const card = document.createElement ("div");
card.className = "top2random-card";
stack.appendChild(card) ;

return card;

B;

function render() {

for (let i = 0; i < totalCards; i++) {
cards[i] .textContent = deck[i];
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cards[i] .classList.toggle(
"tracked",
deck[i] === trackedCard
)5
}

counter.textContent = “Kroki: ${steps}”;

function resetDeck() {
deck = Array.from(
{ length: totalCards },
(., 1) => i+ 1
)3
steps = 0;
running = true;
status.textContent = "";
render();

function topToRandom() {
const topCard = deck.shift();
const randIndex = Math.floor(
Math.random() * (deck.length + 1)
)5
deck.splice(randIndex, 0, topCard);

function tick() {
if (!running) return;

if (deck[0] === trackedCard) {
running = false;
status.textContent =
“Karta ${trackedCard} dotarta na szczyt po ${steps} krokach.”;
return;

}

if (steps >= maxSteps) {
running = false;
status.textContent =
“Osiggnieto limit ${maxSteps} krokdw.;
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return;

}

topToRandom() ;

Steps++;

render();

if (deck[0] === trackedCard) {
running = false;

status.textContent =
“Karta ${trackedCard} dotarta na szczyt po ${steps} krokach.;

button.addEventListener("click", resetDeck);
resetDeck();
const timer = setInterval(tick, 1000 / fps);
invalidation.then(() => {

clearInterval (timer) ;

B;

return root;

6.3 Wariancja

Za kazdym razem kiedy dokonujemy takiego przyblizenia warto jest znaé jego btad. Wartosé
oczekiwana nie jest tutaj wyjatkiem. W przysztoséci bardzo istotna bedzie dla nas informacja
jak bardzo zmienna losowa X rézni sie od swojej wartosci oczekiwanej EX.

Definicja 6.5. Wariancje zmiennej losowej X definiujemy przez

V[X] = E[(X — EX)?].

Definicja 6.5, na dyskretnej przestrzeni probabilistycznej (€2, P) zachodzi wzér

VIX] =) (X(w) —EX)*p(w). (6.2)

weN
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Przyklad 6.18. Przypusémy, ze wlaénie otrzymaliémy propozycje nie do odrzucenia; ktos
podarowat nam dwa losy na pewna loterie. Wygrane mierzymy w milionach dolaréw i zaktadamy
niezalezno$é¢ réznych losowan. Organizatorzy loterii sprzedaja 100 loséw na cotygodniowe
losowanie. Kazdy z loséw jest wybierany w jednorodnym procesie losowym, to znaczy, ze
kazdy los moze by¢ wybrany z takim samym prawdopodobienstwem—i szczedliwy wlasciciel
wybranego losu wygrywa sto milionéw dolaréw. Pozostale 99 loséw nic nie wygrywa.

Mozemy teraz wykorzysta¢ nasz prezent na dwa sposoby: albo kupujemy dwa losy na to samo
losowanie, albo kupimy po jednym losie na dwa rézne losowania. Ktora strategia jest lepsza?
Jezeli przez X oznaczymy wygrana dla pierwszej strategii, to

98 2
EX=0-—+4100- — = 2.
0 100 + 100 100
Dla drugiej strategii Y otrzymujemy
99 1 99 1
EY =0-— 4100 — -— + 100 — = 2.
0 100 100 100 +0 100 100 100

Wartosci oczekiwane sg takie same. Mimo to obydwie strategie wygladaja réznie. Nie patrzmy
jednak na wartosci oczekiwane i przeanalizujmy dokladnie rozklady zmiennych losowych X
oraz Y

0 100 200
X[ 0,98 | 0,02 0
Y [0,9801 | 0,0198 | 0,0001

Wariancja ma stuzyé¢ wtaénie do analizy pojecia rozproszenia zmiennej losowej. W przypadku
X wariancja wynosi

V[X] = 0,98 (0—2)240,02- (100 — 2)> = 196
a w przypadku Y
V[Y] =0,9801 - (0 — 2)2 40,0198 - (100 — 2)2 + 0,0001 - (200 — 2)2 = 198

Tak jak oczekiwaliSmy, druga wariancja jest odrobine wieksza, poniewaz rozklad losowy w
przypadku Y jest odrobine bardziej rozproszony.

Wzér Réwnanie 6.2 jest w praktyce nieporeczny. Okazuje sig, ze V[X| mozna wyrazi¢ w zgrabny
sposéb, ktéry jest dodatkowo wygodny w rachunkach.

Fakt 6.5. Niech X bedzie catkowalng zmienng losowq. Wowczas

VIX] = E [X2] — (EX)2. (6.3)
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Dowdd. Oznaczmy m = E[X] € R. Wéwczas

VIX] =E[X? —2Xm + m?] =E [X?] — E2mX] + E [m?
= E [X?] — 2mE[X] + m? = E [X?] — m?

co jest jednoznaczne z nasza teza. O

Przyklad 6.19. Niech X oznacza liczbe uzyskanych orléw w serii n rzutéw symetryczna

monety. Wiemy, ze E[X] = % oraz E [X?] = % a co za tym idzie

V[X] = E[X?] — (EX)? = %.

Whniosek 6.1. Niech X bedzie calkowalng zmienng losowqg. Wowczas zachodzi nieréwnosé

E[X?] > (EX)>.

Dowéd. Jako, ze X przyjmuje wartoéci rzeczywiste, (X (w) —EX)? > 0 a co za tym idzie

VIX] = 3 (X(w) — EX)*P{{w}] > 0.

weN

Z drugiej strony 0 < V[X] = E [X?] — (EX)?, co pociaga nasza teze. O

Twierdzenie 6.1 (Nier6wnosé Czebyszewa). Niech (Q,P) bedzie dyskretng przestrzenig proba-
bilistyczng. Dla catkowalnej zmiennej losowej X © dowolnej statej ¢ > 0 zachodzi

VX
C

Dowdd.
VX =3 (X(w) —EXPP{w}) > Y (X(w) - EX)2B[{w}]
weN | X (w)—EX|>c
>c? Y PHw}] > PP[|IX —EX]| >c].
|X(w)—EX|>c
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Lista 1. Przestrzenie zdarzen elementarnych

Zadania na ¢wiczenia 8.10.2026
1. Rzucamy koscia szeScienna, a nastepnie dwukrotnie moneta.

a) Opisz przestrzen zdarzen elementarnych ), ktéra zachowuje informacje o wyniku
kazdego rzutu. Ile ma ona elementow?
b) Zapisz jako podzbiory ) nastepujace zdarzenia:

e A: na kosci wypadla széstka, a na monecie co najmniej jeden orzel;
e B: na kosci wypadta liczba parzysta, a w drugim rzucie moneta orzel;
e (C: na kosci wypadla liczba mniejsza niz 5, a na monecie co najmniej jeden orzet.

¢) Przyjmij, ze wszystkie wyniki elementarne sa jednakowo prawdopodobne. Oblicz
P[A], P[B] i P[C].

2. Za jednymi z czworga drzwi znajduje sie samochdd, a za pozostalymi kozy. Uczestnik
wybiera jedne drzwi z jednakowym prawdopodobienstwem. Prowadzacy zna potozenie
samochodu i otwiera jedne z niewybranych drzwi, za ktérymi jest koza. Jesli ma kilka
mozliwoéci, wybiera sposréd nich z jednakowym prawdopodobienstwem. Zawsze proponuje
zmiane wyboru.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo wygranej, jesli uczestnik pozostaje przy swoim
wyborze?

b) Jakie jest prawdopodobienistwo wygranej, jesli uczestnik zmienia wybér na jedne
z dwojga pozostalych zamknietych drzwi, wybierajac miedzy nimi z jednakowym
prawdopodobienstwem?

3. Rzucamy dwiema rozréznialnymi ko$émi sze$ciennymi. Kazda uporzadkowana para wyni-
kéw ma prawdopodobienstwo 1/36.

a) Opisz przestrzen wynikéw, gdy zapisujemy wynik kazdej kosci osobno.

b) Opisz przestrzen wynikéw, gdy zapisujemy tylko sume oczek.

¢) W drugim modelu oblicz prawdopodobienstwa wynikéw 2, 7 i 12. Czy wszystkie
mozliwe sumy sg jednakowo prawdopodobne?

d) Wybierz wygodniejszy z tych modeli i oblicz prawdopodobienstwo, ze suma oczek
wyniesie co najmniej 10.
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4. Losujemy jedna liczbe ze zbioru Q = {1,2,...,24}; kazda liczba ma takie samo prawdo-
podobienstwo. Niech A oznacza zdarzenie, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 2, a
B ze jest podzielna przez 3.

a) Wypisz zbiory A, B, AN B, AU B oraz A B.
b) Zapisz za pomoca A, B i dzialan na zbiorach zdarzenia, ze wylosowana liczba jest
podzielna:
e przez co najmniej jedna z liczb 2 i 3;
e przez obie te liczby;
o przez doktadnie jedna z tych liczb;
e przez zadna z tych liczb.

¢) Oblicz prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen z punktu b).
d) Niech C oznacza podzielnos$é przez 6. Ktore ze zdarzenn A, B, C pociagaja inne?
Zapisz odpowiednie inkluzje.

5. Generator zwraca jedng z liczb 1,2, ..., 6. Prawdopodobienistwo otrzymania liczby k& ma

postaé
p(k) = ck, ke{l,2,..,6},

gdzie c jest stala.

a) Wyznacz c.

b) Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania liczby parzystej, liczby co najmniej 5 oraz
liczby mniejszej niz 3.

c) Wyjaénij, dlaczego w tym modelu iloraz |A|/|€2| nie musi by¢ réwny P[A]. Podaj
przyktad zdarzenia, dla ktorego te wartosci sa rézne.

6. Rzucamy monetg do otrzymania pierwszego orta. Uwzgledniamy réwniez wynik w., =
RRR ..., w ktérym orzel nigdy nie wypada. Przyjmujemy model

p(RF10)=27F (k>1),  plws) =0,
gdzie R*1O oznacza k — 1 reszek, po ktérych nastepuje orzel.

a) Oblicz prawdopodobienistwo zakoniczenia doswiadczenia najp6zniej w trzecim rzucie.
b) Oblicz prawdopodobienistwo, ze pierwszy orzel pojawi si¢ w rzucie o numerze parzy-
stym.

7. Niech P bedzie miara probabilistyczna na przestrzeni co najwyzej przeliczalnej. Uzasadnij
nastepujace wlasnosci dla dowolnych zdarzen A i B:

a) P[] = 0 oraz P[] = 1;

b) P[4'] = 1 — P[4];

c) jesli A C B, to P[A] < P[B]J;

d) P[AU B] =P[A] + P[B] —P[AN BJ.
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8. Za jednymi z n > 3 drzwi znajduje si¢ samochdd, a za pozostatymi kozy. Uczestnik wybiera
jedne drzwi z jednakowym prawdopodobienstwem. Prowadzacy zna potozenie samochodu
i zawsze otwiera dokladnie r réznych drzwi z kozami, sposréd drzwi niewybranych przez
uczestnika, gdzie 1 < r < n — 2. Jesli ma kilka mozliwosci, wybiera zestaw otwieranych
drzwi z jednakowym prawdopodobienistwem. Zawsze proponuje zmiane.

a) Oblicz prawdopodobienistwo wygranej przy pozostaniu przy pierwotnym wyborze.

b) Uczestnik zmienia wybor na jedne z pozostalych zamknietych, niewybranych weze-
$niej drzwi, losujac miedzy nimi z jednakowym prawdopodobienistwem. Oblicz
prawdopodobienstwo wygranej w zaleznosci od n i r.

c¢) Dla n = 100 poréwnaj sytuacje r = 1 i r = 98. W ktérej z nich zmiana wyboru daje
wieksza szanse wygranej?
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Lista 2. Prawdopodobienstwo klasyczne

Zadania na ¢wiczenia 15.10.2026

1

. W pudetku jest 6 srubek dobrych i 2 zte. Jaka jest szansa, ze przy wyborze 4 srubek
wybierze sie 3 dobre i 1 zlg?

. Na szachownicy o wymiarach n X n umieszczono 8 nierozroznialnych wiez, w taki sposéb
aby zadne dwie sie nie bily. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢? Jak zmieni sie wynik, gdy
wieze bedg rozréznialne?

. Na ile sposob6w mozna rozmiesci¢ n kul w k£ urnach jezeli:

a. kule sg rozréznialne,
b. kule sg nierozréznialne.

. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w potasowanej talii 52 kart wszystkie cztery
asy znajduja sie koto siebie.

. W Kklasie jest 15 uczniéw. Na kazdej lekcji odpytywany jest losowo jeden z nich. Oblicz
prawdopodobienistwo, ze podczas 16 lekcji zostanie przepytany kazdy z nich.

. Grupa sktadajaca sie z 2n pan i 2n panéw zostala podzielona na dwie réwnoliczne grupy.

Zmalez¢ prawdopodobienstwo, ze kazda z tych grup sktada sie z takiej samej liczby pan i
panéw. Przyblizy¢ to prawdopodobienstwo za pomoca wzoru Stirlinga.

. Uzasadnij, ze dla dowolnego n i dowolnego j,

)+ ()= 00)

Czy potrafisz to zrobi¢ bez wykonywania obliczen? Zsumuj

(7

gdzie m, n, j € N sa liczbami naturalnymi. Zapisz k? jako a. (§)+a1 (lf) +a0(g). Wykorzystaj
to do policzenia }7)'  k?
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8. Wachlarzem rzedu n nazywamy graf o wierzchotkach {0,1,...,n} z 2n — 1 krawedziami
zdefiniowanymi nastepujaco: wierzchotek 0 potaczony jest krawedzia z kazdym z pozo-
stalych wierzchotkéw i wierzchotek k potaczony jest krawedzig z wierzchotkiem k + 1
dla kazdego 1 < k < n. Przyjmujac S, = 0, ile wynosi S,, liczba drzew rozpinajacych na
takim grafie? Drzewem rozpinajacym nazywamy spdjny podgraf bez cykli zawierajacy
wszystkie wierzchotki. Dla przyktadu wachlarz rzedu 5 wyglada nastepujaco
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Lista 3. Prawdopodobienstwo warunkowe

Zadania na ¢wiczenia 22.10.2026

Zadania na ¢wiczenia

1. Dwoje graczy, Maciek i Dawid, dostato po 13 kart z 52. Obliczy¢ prawdopodobienistwo,
ze Maciek nie ma asa jezeli Maciek zobaczyl przypadkowo u Dawida

a. asa pik,
b. jakiegos asa czarnego koloru,
c. jakiegos asa.

2. Rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze na zadnej kostce nie
wypadla szostka, jesli na kazdej kostce wypadta inna liczba oczek?

3. Podaj przyktady zdarzen takich, ze

a. PA|B] < P[A],
b. P[A|B] = P[A]
c. P[A|B] > P[A].

4. Mamy dwie urny i 50 kul. Potowa z kul jest biata, a potowa czarna. Jak roztozy¢ kule
do urn, aby zmaksymalizowaé¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana kula z
losowej urny jest biata (najpierw losujemy urne, a potem z wybranej urny losujemy kule)?

5. Naczelnik wiezienia postanowil uwolni¢ jednego z trzech wiezniéow, o czym dowiedzieli sie
zainteresowani, ale nie dowiedzieli sie, ktory z nich bedzie wolny. Wiezien A ma wsréd
straznikow znajomego, ktory to wie. Chce go zapytac¢, ale krepuje sie pytac o siebie.
Pyta wiec o imie jednego z wiezniéw (réznego od niego), ktéry ma pozosta¢ w wiezieniu.
Przed zadaniem pytania ocenia, ze kazdy z nich ma szanse wyjscia réwna 1/3. Mysli, ze
jesli straznik powie na przyklad, ze zostaje B, to jego szanse rosng do 1/2 (bo zostanie
uwolniony A lub C). Czy popelnia blad?

6. Podaj przyktad zdarzen A, B i C, dla ktérych

P[A | B] < P[4 | BY,
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a jednoczesnie

P[A | BNC]
P[A | BN C?

P[A | B°N (],

>
> P[A | B°NCY.

Stownie mozna sformutowaé paradoks w nastepujacy sposéb: moze si¢ zdarzyé, ze w
miescie X umieralno$é chorych na gruzlice jest wieksza niz w miescie Y, a jednoczeénie
zaréwno wérod kobiet, jak i wéréd mezczyzn chorych na gruzlice umieralnoéé jest wigksza
w miescie Y.

7. Przypu$émy, ze 1/20 wszystkich kosci do gry jest sfalszowana i zawsze wypada na nich
szostka. Wybieramy losowo trzy kostki i rzucamy nimi. Oblicz

a. prawdopodobienstwo wyrzucenia w sumie 18 oczek;
b. prawdopodobienstwo, ze co najmniej jedna kostka byla sfalszowana, jezeli wyrzucili-
smy 18 oczek;

8. W populacji jest 15% dyslektykéw. Jezeli w tescie diagnostycznym uczen popetni 6 lub
wiecej btedéw, to zostaje uznany za dyslektyka. Kazdy dyslektyk na pewno popetni co
najmniej 6 btedéw. Réwniez nie-dyslektyk moze popelnié¢ co najmniej 6 btedéw i dzieje
sie to z prawdopodobienstwem 0, 1. Jasiu popetnit 6 bledéow. Oblicz prawdopodobienistwo,
ze jest dyslektykiem. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w kolejnym teécie tez popelni co
najmniej 6 btedéw?

Zadania kartkowkowe

1. W pierwszej urnie znajduja sie 3 kule biate i 1 czarna, a w drugiej 1 kula biata i 1 czarna.
Losujemy jedna z urn z jednakowym prawdopodobienstwem, a nastepnie jedna kule z
wybranej urny.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli?

b. Wylosowano biala kule. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pochodzi ona z pierwszej
urny?

Odpowiedz

1 3,1 1_5
a5 31t3°3=%

M |
0

b.

alw

5
8

2. Mamy dwie kostki. Pierwsza jest standardowa symetryczna kostka szesScienna, nato-
miast na drugiej Sciankach znajduja sie liczby 1,2, 3,6,6,6. Losujemy jedna z kostek z
jednakowym prawdopodobienstwem i wykonujemy nia jeden rzut.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia szostki?
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b. Wypadta széstka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rzucano drugg kostka?

Odpowiedz

1

1,1 1 _1
a3tz 373

M |
o]~
[

b. 52 =
3

. W pewnej skrzynce pocztowej 20% wiadomosci stanowi spam. Filtr antyspamowy po-
prawnie rozpoznaje wszystkie wiadomoéci bedace spamem, ale btednie oznacza jako spam
réwniez 25% zwyklych wiadomosci.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana wiadomo$é zostanie oznaczona
jako spam?

b. Wiadomo$¢ zostata oznaczona jako spam. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rzeczywi-
Scie jest spamem?

Odpowiedz

a.02-14+08-0,25=04

b, 021 _ 1

0,4 2

. Fabryka produkuje $rubki na dwéch maszynach. Maszyna A produkuje 75% wszystkich
srubek, a maszyna B pozostate 25%. Wsréd érubek produkowanych przez maszyne A 10%
jest wadliwych, a wéréd érubek produkowanych przez maszyne B 30% jest wadliwych.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana srubka jest wadliwa?

b. Wylosowano wadliwg $rubke. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze zostala wyproduko-
wana przez maszyne B?

Odpowiedz
a. 0,75-0,14+0,25-0,3 =0,15

b 0,25-0,3 __ 1

0,15 2
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Lista 4. Niezaleznosc¢ zdarzen

Zadania na ¢wiczenia 29.10.2026

Zadania na ¢wiczenia

1. Maciek rzuca dwiema kosémi. Pierwsza ko$é jest dobrze wywazona. Na drugiej koéci
széstka wypada dwa razy czesciej niz kazda z pozostatych liczb, przy czym wszystkie
pozostate wyniki sa jednakowo prawdopodobne. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
wyrzuconych oczek bedzie wigksza niz 107

2. Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienistwo otrzymania

a. 6 oczek co najmniej raz?
b. 5 oczek doktadnie 3 razy?

3. W meczu pitki noznej z prawdopodobienstwem 1/6 wygrywaja goscie, z prawdopo-
dobienistwem 1/2 gospodarze, a z prawdopodobienistwem 1/3 bedzie remis. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze

a. w 10 meczach bedzie 6 zwycigstw gospodarzy i 4 remisy
b. w 14 meczach bedzie 7 zwycigstw gospodarzy i 3 remisy.

4. Adam, Bolek i Czesio rzucaja po kolei moneta. Wygrywa ten, ktéry pierwszy wyrzuci
orta. Znalez¢ szanse wygranej dla kazdego z nich.

5. Wykonujemy dwa eksperymenty: rzucamy kosScia, na ktorej liczby parzyste wypadaja
dwa razy czeSciej niz liczby nieparzyste (wszystkie parzyste sa tak samo prawdopo-
dobne i wszystkie nieparzyste sa tak samo prawdopodobne) i losujemy liczbe ze zbioru
{1,2,...,10}. Skonstruuj przestrzenn probabilistyczna opisujaca wykonanie tych ekspe-
rymentéw niezaleznie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma otrzymanych liczb jest
mniejsza niz 57

6. Rozwazmy zdarzenia 4, .., A,,. Dla ¢; € {0,1} niech

J ¢ .=
J 6] 1
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Pokaz, ze A, Ao, ..., A, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wyboru
€1y €y AT, ... A sa niezalezne.

7. Zdarzenia A, A, ..., Aypes sa niezalezne i maja jednakowe prawdopodobienstwo p. Jaka
jest szansa, ze zajdzie doktadnie jedno?

8. Student musi poprawi¢ oceny niedostateczne z dwéch przedmiotow. Szansa poprawienia
oceny z pierwszego przedmiotu w jednej prébie wynosi p, a z drugiego — ¢. Zeby
méce poprawi¢ drugg ocene, trzeba najpierw poprawié¢ pierwsza. Poszczegdlne proby
poprawiania sa niezalezne. Wiadomo, Ze po pigtnastu prébach poprawiania oceny student
jeszcze nie poprawit oceny z drugiego przedmiotu. Jaka jest szansa — pod tym warunkiem
— ze nie poprawil jeszcze oceny z pierwszego przedmiotu?

9. Pewien matematyk nosi w kieszeniach (lewej i prawej) po jednym pudetku zapalek. Ilekroé
chce zapali¢ papierosa, sigga do losowo wybranej kieszeni. Jaka jest szansa, ze gdy po raz
pierwszy wyciagnie puste pudetko, w drugim bedzie k zapatek (k =0,1,2, ..., m, gdzie m
jest liczba zapalek w pelnym pudetku; zakladamy, ze w chwili poczatkowej matematyk
ma dwa pelne pudetka)?

10. Obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu w jednej prébie réwnym p.

Zadania kartkowkowe

1. Rzucamy czterokrotnie symetryczna kostka. Zaktadamy, ze wyniki kolejnych rzutéw sa
niezalezne.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze szbstka wypadnie co najmniej raz?

b. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze széstka wypadnie doktadnie dwa razy?

Odpowiedz
5\4 _ 671
a.1-(3) =105

4\ (1\2 (52 25
b. (5) (5)" (8)" =315
2. W meczu pitki noznej gospodarze wygrywaja z prawdopodobienistwem %, goscie z prawdo-

podobienstwem %, a remis pada z prawdopodobienstwem % Rozpatrujemy trzy niezalezne

mecze.
a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze gospodarze wygraja wszystkie trzy mecze?

b. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze gospodarze wygraja doktadnie dwa mecze, a trzeci
zakonczy sie remisem?

Odpowiedz
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1\3 _ 1
a. (3)" =3
V2 11
b.3-(3) 3=1
. Komputer sklada si¢ z dwéch podzespotéw A i B. Podzespét A ulega awarii z prawdopo-
dobienstwem 0,2, natomiast podzespél B z prawdopodobienstwem 0,3. Zakladamy, ze
awarie obu podzespoléw sa niezalezne.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zaden z podzespoléw nie ulegnie awarii?

b. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze doktadnie jeden z podzespoléw ulegnie awarii?
Odpowiedz

a. 0,8-0,7=10,56

b. 0,2-0,7+0,8-0,3 =0,38

. Rzucamy symetryczng moneta i symetryczna kostka. Wyniki obu eksperymentéw sa
niezalezne.

a. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na monecie wypadnie orzel, a na kostce szostka?

b. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na monecie wypadnie orzel lub na kostce szdstka
(dopuszczamy jednoczesne wystapienie obu zdarzen)?

Odpowiedz
1.1 _ 1
276 12
1,1 1 _ 7
b.3+5—13=10
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Lista 5. Zmienne losowe

Na ¢wiczenia 5.11.2026

Zadania na ¢wiczenia

1. Losujemy bez zwracania dwie liczby ze zbioru {1,2,3,4,5}. Niech X bedzie suma wyloso-
wanych liczb. Wyznacz rozklad oraz warto$¢ oczekiwang X.

2. Oblicz E[X] jezeli X jest zmienna o rozkladzie Poi(\).

3. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny {1,2,...n}, czyli

Obliczy¢ E[Y] jezeli

a. Y =eX,
b. Y = X2.

4. Monika wybrala si¢ do kasyna w Las Vegas majac przy sobie 255%. Jako cel postawila
sobie wygranie 1 dolara w ruletke i wyjscie z kasyna z kwota 256%. Podczas tej wizyty
obstawiala kolory. Wszystkie pola poza 0 i 00 sa czerwone lub czarne (po 18 pdl). Poprawne
wskazanie koloru (z prawdopodobienistwem 18/38) podwaja zaryzykowana kwote. Monika
zastosowala nastepujaca strategie: postanowila, ze bedzie graé kolejno o 18, 2%, 4%, 83,
16$, 328, 64%, 128%. Jezeli w jednej z gier wygra, zabiera nagrode i opuszcza kasyno
z 256 dolarami. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze jej sie powiodlo. Obliczy¢ wartoéé
oczekiwana wygranej.

5. Uzasadnij, ze

a. Jezeli X(w) = a dla pewnej a € R i wszystkich w € Q, to E[X] = a.
b. Jezeli zmienne losowe X i Y'spelniaja X (w) < Y (w) dla kazdej w € Q, to E[X] < E[Y].

6. Rzucamy kostka tak dtugo, az wyrzucimy wszystkie oczka. Znalezé warto$é oczekiwang
liczby rzutow.
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7. Na plaszczyznie zaznaczono n punktéw w taki sposéb, ze zadne trzy nie sa wspotli-
niowe. Kazda para punktow, niezaleznie od pozostatych, zostata potaczona odcinkiem z
prawdopodobienstwem p. Niech X oznacza liczbe powstalych tréjkatéw. Oblicz EX.

8. W urnie znajduje si¢ 50 biatych kul. Losujemy ze zwracaniem po jednej kuli, przy czym
wyciagnieta kule malujemy na czerwono, jesli jest biata. Niech X bedzie liczbg czerwonych
kul w urnie po 20 losowaniach. Obliczy¢ E[X].

9. Pokaz, ze jezeli zmienna losowa X przyjmuje tylko wartodci catkowite nieujemne, to

E[X] = iP[X > K.

Zadania kartkéwkowe

1. Rzucamy niezaleznie symetryczna szeScienna kostka az do otrzymania pierwszej jedynki.
Zmienna losowa X oznacza liczbe wykonanych rzutéw, lacznie z rzutem, w ktérym
wypadtla pierwsza jedynka.

a. Znajdz E[X].
b. Niech Y = 27X, Znajdz E[Y].

2. Rzucamy niezaleznie dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami. Zmienna losowa X
oznacza wiekszy z uzyskanych wynikéw.

a. Znajdz E[X].
b. Niech Y = (—1)¥. Znajdz E[Y].

3. Zmienna losowa X ma rozklad

a. Znajdz E[X].
b. Niech Y = . Znajdz E[Y].

4. Rzucamy trzykrotnie symetryczna moneta. Rzuty sa niezalezne. Zmienna losowa X
oznacza liczbe uzyskanych ortéw.

a. Znajdz E[X].
b. Niech Y = 2X. Znajdz E[Y].
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